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Vorrede  zum  ersten  Bande. 

Der  Aufforderung  des  Herrn  Verlegers,  meine  in  ver- 
schiedenen Zeitschriften  zerstreuten  kleineren  wissenschaftlichen 
Aufsätze  zu  sammeln  und  wieder  abdrucken  zu  lassen,  habe 
ich  uachgebeu  zu  müssen  geglaubt,  da  mir  schon  oft  Be- 
schwerden meiner  Freunde  und  Schüler  darüber  zu  Ohren  ge- 
kommen waren,  dass  sie  es  schwer  gefunden  hätten,  manche 
meiner  älteren  Abhandlungen  sich  zu  verschaffen.  Ich  verhehle 
mir  nicht,  dass  manche  dieser  älteren  Aufsätze,  die  zum  Theil 
vierzig  Jahre  zurückliegen,  den  gegenwärtigen  Anforderungen 
wissenschaftlicher  Methodik  nicht  mehr  ganz  entsprechen,  und 
ich  muss  für  sie  die  Nachsicht  des  Lesers  in  Anspruch  nehmen. 
Geändert  sind  ohne  Bemerkung  im  Texte  nur  Druckfehler  und 
Mängel  der  Stilisirung;  wo  solche  in  den  mathematischen  For- 
meln oder  in  den  Zahlen  vorkamen,  sind  sie  in  Anmerkungen, 
die  durch  die  Jahreszahl  (1881)  als  neu  charakterisirt  sind,  be- 
zeichnet Ebenso  sind  alle,  den  Sinn  des  Textes  verändernden 
Bemerkungen  und  Zusätze  in  Anmerkungen  oder  Anhänge  zu 
den  Aufsätzen  verwiesen  und  mit  derselben  Jahreszahl  versehen. 

Da  der  Herr  Verleger  wünschte,  die  für  die  Raumerspar- 
nis* sehr  forderliche  Bezeichnung  der  Brüche  a/b,  wie  sie 
unter  andern  auch  in  Wiedemann’s  Annalen  der  Physik  schon 
eingefuhrt  ist,  und  in  vielen  neueren  englischen  Büchern  ge- 
braucht wird,  z.  B.  von  Herrn  Gr.  Gr.  Stokes  in  dem  Wieder- 
abdruck seiner  „Mathematical  and  Physical  Papers“:  so  habe 
ich  dabei  folgende  Regeln  beachtet: 

1)  Facto  reu,  die  hinter  dem  Zeichen  / folgen,  sind  als  Fac- 
toren  des  Nenners  zu  betrachten,  wenn  nicht  der  ganze  Bruch 
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in  eine  Parenthese  eingeschlossen  ist  Also  a/bc  ist  a/(bc), 
dagegen  (a/b)c  ist  gleich  (ac)/b. 

2)  Das  Summenzeichen  dagegen  fügt  den  neuen  Summanden 
zum  Werthe  des  Bruchs  nicht  zum  Nenner  des  Bruchs,  wenn 
nicht  der  dem  Nenner  entsprechende  Ausdruck  eingeklammert 
ist.  Also  a/b  + c ist  gleich  c + (a/b) ; dagegen  in  a/(b  + c)  ist 
(b  -f-  c)  der  Nenner  und  in  (c  -f  a)/b  ist  (c  + a)  der  Zähler 
des  Bruchs. 

Herr  Stokes  bemerkt  mit  Recht,  dass  in  Exponential- 
functionen  mit  gebrochenem  Exponenten  das  Zeichen  sehr  zweck- 
mässig anzuwenden  sei;  das  ist  in  dem  vorliegenden  Bande  noch 
wenig  geschehen. 

Dieser  erste  Band  enthält  die  Abhandlungen  aus  dem 
Gebiete  der  Dynamik,  Hydrodynamik,  Lehre  vom  Schall,  von 
der  Elektricität  und  dem  Magnetismus.  Die  optischen  und 
physiologischen  sollen  einen  zweiten  Band  bilden.  Ausge- 
schlossen bleiben  die  beiden  grösseren  Werke,  das  Handbuch 
der  Physiologischen  Optik  und  die  Lehre  von  den 
Tonempfindungen,  sowie  die  Populären  wissenschaft- 
lichen Vorträge  und  die  Akademischen  Reden. 

Einige  Berichte  aus  den  von  der  Berliner  Physikalischen 
Gesellschaft  herausgegebenen  Fortschritten  der  Physik 
und  einige  von  mir  verfasste  Berichte  über  Arbeiten  meiner 
Schüler  im  hiesigen  Laboratorium  sind  aufgenommen,  insofern 
sie  eigene  Meinungsäusserungen  oder  Auseinandersetzungen  über 
wissenschaftliche  Fragen  enthalten.  Auch  habe  ich  vorläufige 
Berichte  später  erschienener  längerer  Abhandlungen  wieder  ab- 
drucken  lassen,  weil  sie  dem  Leser  die  Orientirung  über  den 
Inhalt  der  letztem  erleichtern  können. 

Um  die  auf  die  Originalaufsätze  bezüglichen  Citate  in 
diesem  Abdruck  auffinden  zu  können,  sind  am  Rande  der  Sei- 
ten desselben  die  Seitenzahlen  der  Originalarbeit  angegeben. 
Wo  mehrere  Abdrücke  vorliegen,  sind  dazu  die  Seitenzahlen 
des  ersten  in  der  Ueberschrift  citirten  benutzt. 

Berlin,  Weihnachten  1881. 

H.  Helmholtz. 
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Bericht  über  die  Theorie  der  physiologischen 
Wärmeerseheinungen  für  1845. 

(Aus:  „Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1845“.  Dargestellt  von  der 
physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  I.  Jahrgang;  erschienen  1847. 

S.  346 — 355. 


Ueber  die  Wanne  Verhältnisse  der  Thiere  sind  in  diesem 
•Jahre  zwei  Arbeiten  erschienen.  Die  eine  von  Hrn.  J.  Davy1), 
eine  achtmonatliche  Reihe  von  Beobachtungen  der  Temperatur  347 
seiner  Zunge  enthaltend,  angestellt,  um  die  täglichen  und  mo- 
natlichen Schwankungen  derselben  und  den  Einfluss  körperlicher 
und  geistiger  Anstrengung  zu  ermitteln,  ist  mehr  von  physiolo- 
gischen als  physikalischen  Interesse.  Hrn.  D a vy  ’s  Hauptresultate 
sind,  dass  die  Zungentemperatur  während  des  Schlafes  am  nie- 
drigsten ist  (36°, 4 C.),  im  Laufe  des  Vormittags  steigt  bis  gegen 
4 Uhr  (auf  37°, 17  C.),  nach  dem  Mittagessen,  was  erst  um  6 Uhr 
stattfand  und  wonach  Schläfrigkeit  eintrat,  fällt  (bis  36°, 5 C.) 
und  nach  dem  Thee  um  llj2  Uhr  zum  zweiten  Male  etwas 
steigt,  um  endlich  zur  Nacht  wieder  auf  ihr  Minimum  zu  sinken. 
Zwei  deutsche  Beobachter,  Gr  i e r s e und  H a 1 1 m a n n,  hatten  schon 
früher  entsprechende  Resultate  gefunden,  nur  fielen  ihre  Maxima 
auf  andere  Tageszeiten,  1 1 Ulir  früh  und  6 Uhr  Abends,  weil 
sie  gegen  2 Uhr  zu  Mittag  speisten;  auch  ist  bei  ihnen  die 
zweite  Erhebung  bedeutender  als  bei  Hrn.  Davy.  Die  jähr- 
lichen Schwankungen  sind  sehr  gering,  wenn  man  die  Tem- 


1)  J.  Davy,  on  thc  temperatur  of  man. 
'tan.  ph.  XIII.  174. 


Phil.  Trans,  f.  1845;  Ann. 
1* 


Digitized  by  Google 


4 


Zur  Lehre  von  der  Energie. 


peratur  der  Zunge  unter  Umständen  misst,  wo  der  Körper  vor 
einer  unangenehmen  Einwirkung  der  Temperaturextreme  ge- 
schützt ist.  Die  grösste  Differenz  der  Mittel  aus  den  Beobach- 
tungen der  einzelnen  Monate  beträgt  0°,18  C.  auf  einen  Unter- 
schied der  mittleren  Zimmertemperatur  von  8°, 4 C.  Dagegen 
erniedrigt  sich  die  Zungenwärme  auffallend  (bis  35 0 C.),  sobald 
durch  äussere  Kälte  das  Gefühl  von  Frieren  und  von  Schläfrig- 
keit erregt  wird.  Körperliche  und  geistige  Anstrengung  erhöhen 
dieselbe  um  etwa  0°,4  C.  Hm.  Davy’s  Arbeit  ist  in  so  fern 
wichtig,  als  er  zuerst  die  Methode  der  Beobachtungsreihen  in 
grösserem  Massstabe  angewendet  hat,  um  bei  Bestimmung  der 
Veränderungen,  welche  die  menschliche  Temperatur  unter  ver- 
schiedenen Bedingungen  erleidet,  die  störenden  Variationen 
anderer  Art  zu  eliminiren,  und  so  zu  sichereren  Resultaten  zu 
kommen,  als  es  bisher  durch  vereinzelte  Beobachtungen  mög- 
lich war. 

Die  zweite  Arbeit  von  Hm.  Liebig1)  bezieht  sich  auf  die 
Frage  nach  dem  Ursprung  der  thierischen  Wärme,  und  bietet 
mehr  von  physikalischem  Interesse  dar,  insofern  es  sich  darum 
handelt  zu  entscheiden,  ob  die  thierische  Wärme  aus  den  be- 
kannten Erwärmungsquellen  der  unorganischen  Natur  herrühre, 
344  oder  ob  sie  in  dem  lebenden  Körper  auf  eine  besondere  und 
abweichende  Art  erzeugt  werde.  Der  gegenwärtige  Stand  dieser 
/ Frage  ist  folgender:  Man  ist  ursprünglich,  ausgehend  von  der 
materiellen  Ansicht  der  Wärmeerscheinungen,  für  die  Erklärung 
der  organischen  Wärme  genöthigt  gewesen  zu  der  Annahme, 
dieselbe  rühre  von  dem  mit  den  Ingestis,  den  Nahrungsmitteln 
und  dem  eingeathmeten  Sauerstoffe,  frei  und  latent  einge- 
brachten  Wärmestoffe  her,  weil  man  nicht  annehmen  konnte,  dass 
dieser  Stoff  im  Organismus  erzeugt  werde;  man  hat  deshalb 
von  Lavoisier  an  dieselbe  aus  der  Verbrennung  des  Kohlen- 
stoffs und  Wasserstoffs  des  Bluts  in  den  Lungen  erklären  wollen. 
Dagegen  zeigte  Brodie  experimentell,  dass  bei  geköpften  oder 
durch  Gifte  und  Kopfverletzungen  betäubten  Thieren,  bei  wel- 
chen man  durch  Lufteinblasen  noch  längere  Zeit  die  Blut- 


1)  J.  Liebig,  Ueber  die  thierische  Wärme.  Aun.  d.  Ch.  u.  Ph.  L., 
Quesnev.  rev.  sc.  XX.  392. 
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bewegung.  die  chemischen  Veränderungen  der  Ausathmungsluft, 
die  Reizbarkeit  der  Muskeln  erhalten  kann,  die  Wärme  schnell 
rerloren  gehe.  Er  schloss  daraus,  dass  nicht  die  Respiration,  ^ 
sondern  die  Neryenthätigkeit  unter  Leitung  des  Gehirns  die 
Wärme  erzeuge.  Das  angegebene  Resultat  ist  von  allen  be- 
stätigt worden,  welche  diese  Versuche  wiederholt  haben ; nur  in 
Betreff  der  Geschwindigkeit  der  Abkühlung  sind  die  Stimmen 
nicht  einig.  Brodie  hatte  nämlich  gefunden,  dass  die  Tliiere 
bei  künstlicher  Respiration  schneller  abgekühlt  werden  als  ohne 
dieselbe  und  schloss  daraus,  dass  die  Respiration  ein  Abküh- 
lungsmittel  sei;  Chaussat  fand  keinen  Unterschied,  Haies  und 
Legall ois  dagegen  eine  Verzögerung  des  Erkaltens  durch  die 
künstliche  Respiration;  endlich  zeigten  Wilson  Philip  und 
William,  dass  die  Abkühlung  bei  langsamem  Einblasen  lang- 
samer sei,  bei  geschwindem  schneller  als  ohne  dasselbe,  und 
dass  durch  starkes  Lufteinblasen  die  Temperatur  auch  eines 
unverletzten  Thieres  vermindert  werden  könne.  Jedenfalls  folgt 
aus  diesen  Versuchen  so  viel  mit  Sicherheit,  dass  die  Respiration  ^ 
unmittelbar,  d.  h.  durch  die  sogleich  im  Blute  ein  tretenden  Ver- 
bindungen des  Sauerstoffs  und  die  Ausscheidung  der  Kohlen- 
säure, nicht  die  einzige  Quelle  der  thierischen  Wärme  sei;  ein 
Theil  der  Physiologen  aber  liess  sich  dadurch  verleiten,  weiter 
zu  schliessen,  dass  die  Wanne  ganz  oder  theilweise  nicht  von 
aussen  her,  d.  h.  aus  den  Ingestis,  ihren  Ursprung  nehme,  son-  3« 
dem  von  der  unbekannten,  alles  regelnden  Thätigkeit  der  Nerven 
erzeugt  werde.  Hierzu  kamen  nun  noch  die  Versuche  von 
Dulong^undDespretz1 2),  welche  die  von  verschiedenen  warm- 
blütigen Thieren  während  einer  gewissen  Zeit  abgegebene  Wärme 
mit  dem  Wassercalorimeter  quantitativ  bestimmten.  Die  Thiere 
befanden  sich  dabei  in  einem  kupfernen,  mit  Weidengeflechten 
ausgelegten  Kasten,  durch  welchen  Luft  aus  einem  Gasometer 
in  gleichmässigem  Strome  hindurchgeleitet  und  in  einem  zweiten 
Apparat  so  aufgefangen  wrurde,  dass  ihre  Menge  und  Zusammen- 
setzung genau  bestimmt  werden  konnten.  Es  wurde  dann  be- 
rechnet, wieviel  Kohlenstoff  und  Wasserstoff  während  der  Dauer 


1)  Ann.  de  chim.  et  de  ph.  I. 

2)  Ebend.  XXVI. 
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des  Versuchs  sich  mit  dem  verzehrten  Sauerstoff  verbunden 
habe,  und  wieviel  Wärme  dabei  erzeugt  worden  sei.  Sie  fanden 
beide  in  einer  grossen  Reihe  von  Versuchen,  dass  die  berech- 
nete Verbrennungswärme  nur  0,75—0,90  von  der  in  den  Thieren 
erzeugten  betrug. 

Liebig  hat  in  seiner  Thierchemie  die  Herl eitung  der  ganzen 
thierischen  Wärme  aus  dem  Verbrennungsprocess  der  Blutbe- 
standtheile  mit  dem  eingeathmeten  Sauerstoff  entschieden  ver- 
theidigt.  Er  widerlegt  die  Schlüsse,  die  man  aus  den  Ver- 
suchen von  Brodie  an  geköpften  und  betäubten  Thieren  ge- 
zogen hat,  und  stellt  die  theoretische  Forderung  auf,  dass  der 
^ Ursprimg  der  Wärme,  als  eines  Princips,  welches  einem  ge- 
wissen Kraftäquivalent  entspreche,  nicht  aus  nichts,  sondern 
nur  aus  andern  Kräften  hergeleitet  werden  dürfe.  Daraus  aber 
schliesst  er  weiter,  dass  die  Wanne  nur  von  der  Verbrennung 
des  Kohlenstoffs  und  Wasserstoffs  mit  Sauerstoff  herrühre,  und 
sucht  die  Quantität  derselben  hiernach  für  den  mensclilichen 
Körper  zu  berechnen. 

Wir  befinden  uns  hier  mit  der  Frage  über  die  thierische 
Wärme  auf  einem  eigenen  Felde.  Das  Princip  von  der  Con- 
stanz  des  Kraftäquivalents  bei  Erregung  einer  Naturkraft  durch 
eine  andere,  obschon  logisch  vollkommen  gerechtfertigt,  und 
3co  auch  schon  benutzt  als  Grundlage  mathematischer  Theorien 
(z.  B.  von  Carnot  und  Clapeyron  zur  Bestimmung  der  Arbeit, 
welche  eine  gewisse  Wärmequantität  leisten  kann,  von  Neumann 
in  der  Theorie  der  Inductionsströme  durch  Bewegung  von  Mag- 
neten oder  Strömen)  ist  weder  theoretisch  bisher  vollständig 
ausgesprochen  und  anerkannt,  noch  empirisch  durch  geführt,  wenn 
ihm  auch  die  bisher  gemachten  Versuche  vollständig  entsprechen. 
So  lange  ein  Wärmestoff  als  Ursache  der  Erscheinungen  fest- 
gehalten wurde,  war  es  undenkbar,  dass  dieser  Stoff  im  Körper 
erschaffen  würde. 

Nun  ist  aber  gegenwärtig  die  materielle  Theorie  der  Wärme 
nicht  mehr  zu  halten,  sondern  dafür  eine  Bewegungstheorie  zu 
substituiren,  weil  wir  Wärme  aus  mechanischen  Kräften  ihren 
Ursprung  nehmen  sehen,  sowohl  unmittelbar,  z.  B.  bei  der 
Reibung,  sowohl  fester  gegen  feste  Körper  wie  flüssiger  gegen 
feste,  als  auch  mittelbar  durch  elektrische  Ströme  bei  der  Be- 
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wegung  von  Magneten  und  durch  die  Reibungselektricität,  wo 
an  ein  Freiwerden  latenten  Wärmestoffs  nicht  zu  denken  ist. 
Fassen  wir  die  Wärme  als  Bewegung,  so  ist  zuvörderst  voraus- 
zusetzen, dass  mechanische,  elektrische  und  chemische  Kräfte 
nur  immer  ein  bestimmtes  Aequivalent  derselben  erzeugen  kön- 
nen, wie  complicirt  auch  die  Art  des  Ueberganges  der  einen 
Kraft  in  die  andere  sein  mag.  Was  darüber  empirisch  be- 
kannt ist,  reicht  nicht  weit.  Für  die  mechanischen  Kräfte  be- 
stehen noch  keine  Versuche,  die  in  Betracht  kommen  könnten; 
die  Arbeiten  von  C a r n o t,  C 1 a p e y r o n und  Holtzmann  beziehen 
sich  nicht  auf  die  Erzeugung,  sondern  nur  auf  die  Ausbreitung 
der  WTärme.  In  Bezug  auf  die  chemischen  Kräfte  sind  die 
Wärmeäquivalente  (die  latente  Wärme)  einer  Reihe  von  che- 
mischen Processen  bestimmt  worden,  und  das  Gesetz  von  der 
Constanz  der  Wärmeerzeugung,  in  welchen  Zwischenstufen  auch 
die  Verbindung  erfolge,  hat  sich  in  den  untersuchten  Fällen 
bewährt.  Für  die  constanten  hydroelektrischen  Ströme  folgt  aus 
den  Gesetzen  von  Ohm  und  Lenz,  wenn  wir  das  letztere  auch, 
wie  es  von  Becquerel1)  empirisch  geschehen  ist,  auf  die  Flüs- 
sigkeiten ausdehnen,  dass  die  entwickelte  Wärme  bei  jeder  Ein- 
richtung der  Kette  der  Grösse  der  elektro-chemischen  Um- 
setzung proportional  sei.  Es  ist  nach  Lenz  in  einem  bestimmten 
Theile  der  Kette,  dessen  Widerstand  ==  w , bei  der  Intensität 
des  Stromes  J für  die  Zeit  t die  entwickelte  Wärme  & = J2wt, 
also  die  Wärmemenge  in  der  ganzen  Kette  0 — J2  JVty  wenn  fV 
den  Widerstand  der  ganzen  Kette  bezeichnet.  Nun  ist  aber 
J — nAj  fV , wo  A die  elektrische  Differenz  der  wirkenden 
Metalle  und  n die  Zahl  der  Zellen  bezeichnet,  also  0 — nJ AL 
Die  Menge  der  Atome  C,  welche  in  der  Zeit  t von  dem  einen 
Metall  oxydirt,  von  dem  andern  reducirt  sind,  ist  nach  Fabaday’s 
elektrolytischem  Gesetze  in  einer  Zelle  = Jt,  in  n Zellen  — nJt, 
also  0 = A C,  also  gleich  der  Quantität  der  verbrauchten  Me- 
talle, multiplicirt  mit  ihrem  elektrischen  (chemischen?)  Gegen- 
satz, gänzlich  unabhängig  von  der  Form,  Länge  etc.  der  Kette. 
Für  die  statische  Elektrieität  folgt,  wenn  wir  che  Gesetze  von 
Riess  als  allgemein  gültig  voraussetzen  dürfen,  0 = QD,  wo  Q 


1)  Comptes  rendus,  T.  XVI.  1843. 
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die  Quantität  und  D die  Dichtigkeit  der  angehäuften  Elek- 
tricität  ist1) 

Bezeichnen  wir  nach  wie  vor  mit  latenter  Wanne  der  che- 
mischen Verbindungen  das  Wärmeäquivalent,  was  sie  bei  wei- 
teren Verbindungen  erzeugen  können,  so  folgt  aus  den  hinge- 
stellten theoretischen  Fordeningen  für  die  organischen  Körper, 
dass  bei  constanter  Grösse  und  Zusammensetzung  derselben  die 
als  frei  abgegebene  Wärme  imd  die  latente  der  Egesta  zusam- 
men gleich  sein  müssen  der  latenten  der  Ingesta,  gleichviel  in 
welchen  Zwischenstufen  auch  die  Umwandlung  der  letzteren  in 
erstere  vor  sich  gegangen  sein  mag.  Die  Egesta  sind  nun 
Kohlensäure,  Wasser,  kohlensaures  Ammoniak,  Harnstoff,  Reste 
der  Nahrungsmittel  und  eine  verhältnissmässig  geringe  Menge 
quaternärer  Verbindungen,  wie  Gallenreste,  Schleim,  Extraktiv- 
stoffe, Harnsäure  etc.  Lassen  wir  die  letzteren  aus  dem  Spiel, 
weil  bei  ihrer  Bildung  eben  nicht  viel  Wärme  frei  geworden 
sein  kann,  und  rechnen  wir  dafür  den  Harnstoff  mit  der  ent- 
sprechenden Menge  von  Wasseratomen  gleich  als  kohlensaures 
»32  Ammoniak  an,  bei  welcher  Umsetzung  keine  bemerkbare  Quan- 
tität Wärme  entsteht:  so  muss  die  im  Körper  erzeugte  Menge 
derselben  ungefähr  gleich  sein  derjenigen,  welche  der  ent- 
sprechende Theil  der  Nahrungsmittel,  verbrannt  mit  Sauerstoff 
zu  Kohlensäure , Wasser  und  Ammoniak  geben  wrürde.  Es 
handelt  sich  also  nicht  um  die  Verbrennungswärme  von  Kohlen- 
stoff und  Wasserstoff,  sondern  um  die  der  Nahrungsmittel.  Da 
nun  über  die  letzteren  noch  gar  keine  empirischen  Bestim- 
mungen gemacht  sind,  so  ist  eine  Berechnung  von  Versuchen, 
wie  sie  von  Dulong  und  Despretz  angestellt  sind,  noch  gar 
nicht  möglich.  Die  Ansicht  von  Lavoisier,  wonach  in  den 
Lungen  ein  Kohlenwasserstoff  ausgeschieden  werden  sollte, 
würde  die  Berechnungsart,  wie  sie  Dulong,  Despretz  und 
Liebig  angewendet  haben,  rechtfertigen,  aber  sie  ist  längst  als 
falsch  erwiesen  worden.  Herr  Liebig  hilft  sich  durch  die  An- 
nahme, dass  der  Kohlenstoff  und  Wasserstoff  der  organischen 
Verbindungen  eben  so  viel  Wärme  erzeugen  müssen,  als  wenn 
sie  frei  verbrennen.  Das  können  wir  ihm  ungefähr  zugeben, 


1)  Pogg.  Ann.  XLXIII.  320,  und  LXI1I.  505. 
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(km  wahrscheinlich  sind  die  Hauptbestandtheile  des  thierischen 
und  pflanzlichen  Körpers,  die  Prote'inverbindungen,  die  zucker- 
und  mehlartigen  Stoffe,  die  Fette,  solche,  die  den  grössten  Theil 
der  latenten  Wanne  ihrer  Elemente  noch  enthalten.  Was  wird 
aber  aus  dem  Sauerstoff,  der  in  den  Substanzen  schon  vorhan- 
den ist  und  der,  verbunden  mit  Wasserstoff  und  Kohlenstoff, 
sich  unter  den  Verbrennungsprodukten  befindet.  Hrn.  Liebig’s 
Bechnung  ist  nur  dann  gerechtfertigt,  wenn  wir  annehmen,  dass 
dieser  Sauerstoff  sich  nur  mit  Wasserstoff  verbinde,  und  dabei 
keine  Wärme  mehr  erzeuge,  also  gleichsam  schon  als  Wasser 
in  der  Substanz  vorhanden  sei.  Dass  ist  aber  eine  Annahme, 
die  theoretisch  unwahrscheinlich  ist,  und  durch  die  neueren 
Untersuchungen  auch  empirisch  widerlegt  wird.  Nach  den  Ver- 
suchen von  Favre  und  Silbermann  ist  beim  Alkohol  die  Ver- 
brennungswärme ungefähr  gleich,  bei  den  einfachen  und  zusam- 
mengesetzten Aetherarten,  dem  Holzgeist  grösser,  bei  einigen 
Säuren  von  sehr  hohem  Atomgewichte  und  geringem  Sauerstoff- 
gebalte geringer  als  sie  nach  Hrn.  Liebig’s  Rechnungsweise  sein 
müsste.  Von  den  Nahrungsmitteln  sind  keine  untersucht,  doch 
lässt  sich  aus  der  Angabe  für  die  Stearinsäure,  die  ein  wenig 
hinter  der  Verbrennungswärme  der  freien  Kohlen-  und  Wasser- 
stoffatome zurückbleibt,  wohl  annehmen,  dass  sich  die  meisten 
Fette  eben  so  verhalten  werden.  Dagegen  folgt  für  die  sämmt- 
licben  Pflanzenstoffe  von  der  Formel  C„  H%n  On , welche  in 
Traubenzucker  und  dann  mit  bedeutender  Wärmeentwickelung 
in  Alkohol  werwandelt  werden  können,  dass  ihre  latente  Wärme 
viel  grösser  sei  als  die  der  12  At.  Kohlenstoff.  Es  geben 
nämlich  12  At.  Kohlenstoff  = 901,44  grm  (wenn  O — 100  grm) 
bei  der  Verbrennung  7283600  Calories.  Bei  der  weinigen  Gäh- 
nmg  gehen  4 At.  als  Kohlensäure  fori,  die  übrigen  8 bleiben 
zurück,  verbunden  mit  Hu  0A  zu  1150,72  grm  Alkohol,  welche 
bei  der  Verbrennung  8265600  geben.  Verbrennen  wir  Trauben- 
zucker unmittelbar,  so  kommt  noch  die  bei  der  weinigen  Gäh- 
nmg  entwickelte  Wärme  liinzu.  Für  die  von  stickstoffhaltigen 
Verbindungen  erzeugte  Wärme  haben  wir  bisher  gar  keine  An- 
haltspunkte. 

Wenn  also  die  Versuche  von  Dülong  und  Despbetz  keine 
Tollständige  Uebereinstimmung  zwischen  der  abgegebenen  Wärme 
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und  der  nach  den  Athmungsprodukten  berechenbaren  ergeben, 
so  wiederspricht  dies  Resultat  der  chemischen  Theorie  der  orga- 
nischen Wanne  nicht  im  mindesten. 

Hr.  Liebig  sucht  nun  auf  zweierlei  Weise  das  Ergebniss 
dieser  Versuche  mit  seinen  theoretischen  Ansichten  zu  vereinigen. 
Einmal  bezweifelt  er  (Thierchemie  S.  34),  dass  die  Thiere  in 
der  niedrigen  Temperatur  des  Kastens  bei  gezwungen  ruhiger 
Stellung  ihren  eigenen  Wärmegrad  beibehalten  haben.  Bei 
Despretz  ist  zwar  die  Temperatur  von  7 — 8°  C.  nicht  so  tief, 
dass  die  meisten  einheimischen  Thiere  sie  nicht  ohne  Beschwerde 
in  ruhiger  Lage  ertragen  sollten,  besonders  da  sie  nicht  unmit- 
telbar mit  dem  Kupfer  des  Kastens  in  Berührung,  sondern  durch 
Weidengeflechte  davon  getrennt  waren;  doch  muss  Hrn.  Lie- 
big’s  Einwand  deshalb  als  möglich  zugegeben  werden,  weil  die 
Zuleitung  der  frischen  Luft  nicht  immer  schnell  genug  geschah, 
so  dass  die  hindurchgetretene  bis  doppelt  so  viel  Kohlensäure 
enthielt  als  die  normale  Athmungsluft,  wodurch  erfahrungs- 
mässig  die  Temperatur  der  Thiere  erniedrigt  werden  kann. 
Dagegen  kann  ein  solcher  Einwurf  die  Versuche  von  Dulong, 
354  welche  bei  mittlerer  Zimmertemperatur  angestellt  sind,  und  wo 
das  Sauerstoffgas  in  hinreichender  Menge  zugeleitet  wurde,  nicht 
treffen.  Zweitens  macht  Hr.  Liebig  in  dem  hier  zu  besprechen- 
den Aufsatze  darauf  aufmerksam,  dass  die  Versuche  mit  zu 
niedrigen  Zahlen  für  die  Verbrennungswärme  des  Kohlenstoffs 
und  Wasserstoffs  berechnet  seien,  nämlich  von  Despretz  mit 
den  selbst  gefundenen  Zahlen  für  1 grm  C.  7912,  für  1 grm 
H.  23460,  und  von  Dulong  mit  denen  Lavoisier’s  C.  7226, 
II.  23400,  während  doch  nach  den  genaueren  Bestimmungen 
von  Hess  die  Verbrennungswärme  des  Wasserstoffs  34792  sei. 
Dann  stellt  er  eine  theoretische  Verbrennungswärme  des  Kohlen- 
stoffs auf,  welche  er  aus  den  von  Despretz  für  das  Aetherin- 
gas,  den  Alkohol  und  Aether,  und  von  Hess  für  den  Wasser- 
stoff gefundenen  ohne  Beiiicksichtigung  der  verschiedenen  Aggre- 
gatzustände nach  eben  der  theoretischen  Annahme  über  die 
Verbrennung  organischer  Verbindungen  berechnet,  welche  wir 
oben  widerlegt  haben.  Er  findet  im  Mittel  8558,  und  zieht 
diese  den  empirischen  Bestimmungen  vor,  weil  er  die  vollstän- 
dige Verbrennung  der  angewendeten  Kohle  und  ihre  Freiheit 
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Ton  Wasserstoff  bezweifelt.  Nun  findet  er  bei  der  Berechnung 
der  Versuche  von  Despretz  mit  C 7912  und  H 34792  das 
Verhältniss  der  Verbrennungswärme  zu  der  von  den  Thieron 
abgegebenen  zwischen  82:100  und  102: 100,  Mittel  95,25: 100; 
mit  C 8558  dagegen  zwischen  88,5  und  107,5:100,  Mittel 
96,9:100;  mit  der  letzteren  Zahl  in  Dulong’s  Versuchen 
zwischen  83,6  und  104,7:100,  Mittel  95,8:100, 

Jedenfalls  müssen  wir  die  theoretisch  gefundene  Zahl  für 
den  Kohlenstoff  zurückweisen,  weil  sie  aus  eben  der  unrichtigen 
Annahme  hergeleitet  ist,  die  damit  gestützt  werden  soll.  Ob 
bei  Despretz ’s  Versuchen  die  neuere  Zahl  für  den  Wasserstoff 
gesetzt  werden  darf,  ist  zweifelhaft,  da  derselbe  mit  denselben 
oder  ganz  ähnlichen  Apparaten  und  Methoden  diese  bestimmt 
hat,  mit  denen  er  die  Versuche  an  Thieren  anstellte ; an  beiden 
also  dieselben  Fehlerquellen  haften.  Bei  Dulong,  der  fremde 
Zahlen  benutzt  hat,  wäre  diese  Rücksicht  nicht  zu  nehmen. 
Auffallend,  und  die  Genauigkeit  der  Resultate  verbürgend,  ist 
übrigens  die  nahe  Uebereinstimmung  der  Mittel  beider  Ver- 
suchsreihen bei  gleichmässiger  Berechnung,  und  als  wahrschein-  355 
hellstes  Resultat  möchte  hinzustellen  sein,  dass  die  von  den 
Thieren  erzeugte  und  abgegebene  Wärme  um  1/20  bis  lj\0  grösser 
sei  als  die  aus  den  Respirationsprodukten  zu  berechnende. 

Eine  ausführlichere  Erörterung  der  hier  besprochenen  Verhältnisse 
and  namentlich  auch  des  physiologischen  Theils  ist  von  mir  im  Artikel 
„Wärme“  des  „Encyclopädischen  Wörterbuchs  der  medicinischen  Wissen- 
schaften“, herausgegeben  von  Mitgliedern  der  Berliner  medicinischen 
Facultät,  erschienen  und  wird  in  Bd.  II  dieser  Sammlung  abgedruckt 
werden. 
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II. 

Ueber  die  Erhaltung  der  Kraft. 

Eine  physikalische  Abhandlung. 

Vorgetragen  in  der  Sitzung  der  physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin 
am  23.  Juli  1847;  erschien  zu  Berlin  bei  G.  Reimer  1847. 


Einleitung. 

1 Vorliegende  Abhandlung  musste  ihrem  Hauptinhalte  nach 
hauptsächlich  für  Physiker  bestimmt  werden,  ich  habe  es  daher 
vorgezogen,  die  Grundlagen  derselben  unabhängig  von  einer 
philosophischen  Begründung  rein  in  der  Form  einer  physika- 
lischen Voraussetzung  hinzustellen,  deren  Folgerungen  zu  ent- 
wickeln und  dieselben  in  den  verschiedenen  Zweigen  der  Physik 
mit  den  erfahrungsmässigen  Gesetzen  der  Naturerscheinungen 
zu  vergleichen.  Die  Herleitung  der  aufgestellten  Sätze  kann 
von  zwei  Ausgangspunkten  angegriffen  werden,  entweder  von 
dem  Satze,  dass  es  nicht  möglich  sein  könne,  durch  die  Wir- 
kungen irgend  einer  Combination  von  Naturkörpern  auf  ein- 
ander in  das  Unbegrenzte  Arbeitskraft  zu  gewinnen,  oder  von 
der  Annahme,  dass  alle  Wirkungen  in  der  Natur  zurückzu- 
führen seien  auf  anziehende  und  abstossende  Kräfte,  deren  In- 
tensität nur  von  der  Entfernung  der  auf  einander  wirkenden 
Punkte  abhängt.  Dass  beide  Sätze  identisch  sind,  ist  im  An- 
fänge der  Abhandlung  selbst  gezeigt  worden.  Lidessen  haben 
dieselben  noch  eine  wesentlichere  Bedeutung  für  den  letzten 

2 und  eigentlichen  Zweck  der  physikalischen  Naturwissenschaften 
überhaupt,  welchen  ich  in  dieser  abgesonderten  Einleitung  dar- 
zulegen versuchen  werde. 
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Aufgabe  der  genannten  Wissenschaften  ist  es  einmal  die 
Gesetze  zu  suchen,  durch  welche  die  einzelnen  Vorgänge  in  der 
Natur  auf  allgemeine  Regeln  zurückgeleitet  und  aus  den  letz- 
teren wieder  bestimmt  werden  können.  Diese  Regeln,  z.  B. 
das  Gesetz  der  Brechung  oder  Zur  lick  werfung  des  Lichts,  das 
vonMariotte  und  GayLussac  für  das  Volum  der  Gasarten, 
sind  offenbar  nichts  als  allgemeine  Gattungsbegriffe,  durch  welche 
sämmtliche  dahin  gehörige  Erscheinungen  umfasst  werden.  Die 
Aufsuchung  derselben  ist  das  Geschäft  des  experimentellen 
Theils  unserer  Wissenschaften.  Der  theoretische  Theil  der- 
selben sucht  dagegen,  die  unbekannten  Ursachen  der  Vor- 
gänge aus  ihren  sichtbaren  Wirkungen  zu  finden;  er  sucht  die- 
selben zu  begreifen  nach  dem  Gesetze  der  Causalität.1)  Wir 
werden  genötliigt  und  berechtigt  zu  diesem  Geschäfte  durch 
den  Grundsatz,  dass  jede  Veränderung  in  der  Natur  eine  zu- 
reichende Ursache  haben  müsse.  Die  nächsten  Ursachen, 
welche  wir  den  Naturerscheinungen  unterlegen,  können  selbst 
nnreranderlich  sein  oder  veränderlich;  im  letzteren  Falle  nöthigt 
uns  derselbe  Grundsatz  nach  anderen  Ursachen  wiederum  dieser 
Veränderung  zu  suchen,  und  so  fort,  bis  wir  zuletzt  zu  letzten 
Ursachen  gekommen  sind,  welche  nach  einem  unveränderlichen 
Gesetz  wirken,  welche  folglich  zu  jeder  Zeit  unter  denselben 
äusseren  Verhältnissen  dieselbe  Wirkung  hervorbringen.  Das 
endliche  Ziel  der  theoretischen  Naturwissenschaften  ist  also, 
die  letzten  unveränderlichen  Ursachen  der  Vorgänge  in  der 
Natur  aufzufinden.  Ob  nun  wirklich  alle  Vorgänge  auf  solche 
zurückzuführen  seien,  ob  also  die  Natur  vollständig  begreiflich 
sein  müsse,  oder  ob  es  Veränderungen  in  ihr  gebe,  die  sich 
dem  Gesetze  einer  nothwendigen  Causalität  entziehen,  die  also 
in  das  Gebiet  einer  Spontaneität,  Freiheit,  fallen,  ist  hier  nicht 
der  Ort  zu  entscheiden;  jedenfalls  ist  es  klar,  dass  die  Wissen- 
schaft, deren  Zweck  es  ist,  die  Natur  zu  begreifen,  von  der 
^ oraussetzung  ihrer  Begreiflichkeit  ausgehen  müsse,  und  dieser 
Voraussetzung  gemäss  schliessen  und  untersuchen,  bis  sie  viel- 
leicht durch  unwiderlegliche  Facta  zur  Anerkenntniss  ihrer 
•^hranken  genöthigt  sein  sollte. 


1)  Siebe  Zusatz  1. 
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Die  Wissenschaft  betrachtet  die  Gegenstände  der  Aussen- 
welt  nach  zweierlei  Abstractionen:  einmal  ihrem  blossen  Dasein 
nach,  abgesehen  von  ihren  Wirkungen  auf  andere  Gegenstände 
oder  unsere  Sinnesorgane;  als  solche  bezeichnet  sie  dieselben 
als  Materie.  Das  Dasein  der  Materie  an  sich  ist  uns  also 
ein  ruhiges,  wirkungsloses;  wir  unterscheiden  an  ihr  die  räum- 
liche Vertheilung  und  die  Quantität  (Masse),  welche  als  ewig 
unveränderlich  gesetzt  wird.  Qualitative  Unterschiede  dürfen 
wir  der  Materie  an  sich  nicht  zuschreiben,  denn  wenn  wir  von 
verschiedenartigen  Materien  sprechen,  so  setzen  wir  ihre  Ver- 
schiedenheit immer  nur  in  die  Verschiedenheit  ihrer  Wir- 
kungen d.  h.  in  ihre  Kräfte.  Die  Materie  an  sich  kann  des- 
halb auch  keine  andere  Veränderung  eingehen,  als  eine  räum- 
liche, d.  h.  Bewegung.  Die  Gegenstände  der  Natur  sind  aber 
' nicht  wirkungslos,  ja  wir  kommen  überhaupt  zu  ihrer  Kenntniss 
nur  durch  die  Wirkungen,  welche  von  ihnen  aus  auf  unsere 
Sinnesorgane  erfolgen,  indem  wir  aus  diesen  Wirkungen  auf  ein 
Wirkendes  schliessen.  Wenn  wir  also  den  Begriff  der  Materie 
in  der  Wirklichkeit  anwenden  wollen,  so  dürfen  wir  dies  nur, 
indem  wir  durch  eine  zweite  Abstraction  demselben  wiederum 
4 hinzufügen,  wrovon  wir  vorher  abstrahiren  wollten,  nämlich  das 
Vermögen  Wirkungen  auszuüben,  d.  h.  indem  wir  derselben 
Ki’äfte  zuertheilen.  Es  ist  einleuchtend,  dass  die  Begriffe  von 
Materie  und  Kraft  in  der  Anwendung  auf  die  Natur  nie  ge- 
trennt werden  dürfen.  Eine  reine  Materie  wäre  für  die  übrige 
Natur  gleichgültig,  weil  sie  nie  eine  Veränderung  in  dieser  oder 
in  unseren  Sinnesorganen  bedingen  könnte;  eine  reine  Kraft 
wäre  etwas,  was  dasein  sollte  und  doch  wieder  nicht  dasein, 
weil  wir  das  Daseiende  Materie  nennen.  Ebenso  fehlerhaft  ist 
es,  die  Materie  für  etwas  Wirkliches,  die  Kraft  für  einen  blossen 
Begriff  erklären  zu  wrollen,  dem  nichts  Wirkliches  entspräche; 
beides  sind  vielmehr  Abstractionen  von  dem  Wirklichen,  in 
ganz  gleicher  Art  gebildet;  wir  können  ja  die  Materie  eben 
nur  durch  ihre  Kräfte,  nie  an  sich  selbst,  wahrnehmen. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  die  Naturerscheinungen  auf 
unveränderliche  letzte  Ursachen  zurückgefiihrt  werden  sollen; 
diese  Forderung  gestaltet  sich  nun  so,  dass  als  letzte  Ursachen 
der  Zeit  nach  imveränderliche  Kräfte  gefunden  werden  sollen. 
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Materien  mit  unveränderlichen  Kräften  (un vertilgbaren  Quali- 
täten) haben  wir  in  der  Wissenschaft  (chemische)  Elemente 
genannt.  Denken  wir  uns  aber  das  Weltall  zerlegt  in  Elemente 
mit  unveränderlichen  Qualitäten,  so  sind  die  einzigen  noch  mög- 
lichen Aenderungen  in  einem  solchen  System  räumliche,  d.  h. 
Bewegungen,  und  die  äusseren  Verhältnisse,  durch  welche  die 
Wirkung  der  Kräfte  modificirt  wird,  können  nur  noch  räum- 
liche sein,  also  die  Kräfte  nur  Bewegungskräfte,  abhängig  in 
ihrer  Wirkung  nur  von  den  räumlichen  Verhältnissen. 

Also  näher  bestimmt:  Die  Naturerscheinungen  sollen  zu- 
rückgefuhrt  werden  auf  Bewegungen  von  Materien  mit  unver-  5 
äiiderlichen  Bewegungskräften,  welche  nur  von  den  räumlichen 
Verhältnissen  abhängig  sind. 

Bewegung  ist  Aenderung  der  räumlichen  Verhältnisse. 
Räumliche  Verhältnisse  sind  nur  möglich  gegen  abgegrenzte 
Raum  grossen,  nicht  gegen  den  unterschiedslosen  leeren  Raum. 
Bewegung  kann  deshalb  in  der  Erfahrung  nur  Vorkommen  als 
Aenderung  der  räumlichen  Verhältnisse  wenigstens  zweier  ma- 
terieller Körper  gegen  einander;  Bewegungskraft,  als  ihre  Ur- 
sache, also  auch  immer  nur  erschlossen  werden  für  das  Ver- 
haltniss  mindestens  zweier  Körper  gegen  einander,  sie  ist  also 
zu  definiren  als  das  Bestreben  zweier  Massen,  ihre  gegenseitige 
Lage  zu  wechseln.  Die  Kraft  aber,  welche  zwei  ganze  Massen 
gegen  einander  ausüben,  muss  aufgelöst  werden  in  die  Kräfte 
aller  ihrer  Theile  gegen  einander;  die  Mechanik  geht  des- 
halb zurück  auf  die  Kräfte  der  materiellen  Punkte,  d.  h.  der 
Punkte  des  mit  Materie  gefüllten  Raumes.1)  Punkte  haben 
aber  keine  räumliche  Beziehung  gegen  einander  als  ihre  Ent- 
fernung, denn  die  Richtung  ihrer  Verbindungslinie  kann  nur 
im  Verhältniss  gegen  mindestens  noch  zwei  andere  Punkte  be- 
stimmt werden.  Eine  Bewegungskraft,  welche  sie  gegen  ein- 
ander ausüben,  kann  deshalb  auch  nur  Ursache  zur  Aenderung 
ihrer  Entfernung  sein,  d.  h.  eine  anziehende  oder  abstossende. 
Dies  folgt  auch  sogleich  aus  dem  Satze  vom  zureichenden  Grunde. 
Die  Kräfte,  welche  zwei  Massen  auf  einander  ausüben,  müssen 
nothwendig  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  bestimmt  sein, 


1)  Siehe  Zusatz  2. 
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sobald  die  Lage  der  Massen  vollständig  gegeben  ist.  Durch 
zwei  Punkte  ist  aber  nur  eine  einzige  Richtung  vollständig  ge- 
geben, nämlich  die  ihrer  Verbindungslinie;  folglich  müssen  die 
Kräfte,  welche  sie  gegen  einander  ausüben,  nach  dieser  Linie 
gerichtet  sein,  und  ihre  Intensität  kann  nur  von  der  Entfernung 
abhängen. 

o Es  bestimmt  sich  also  endlich  die  Aufgabe  der  physi- 
kalischen Naturwissenschaften  dahin,  die  Naturerscheinungen 
zurückzuführen  auf  unveränderliche,  anziehende  und  abstossende 
Kräfte,  deren  Intensität  von  der  Entfernung  abhängt.  Die 
Lösbarkeit  dieser  Aufgabe  ist  zugleich  die  Bedingung  der  voll- 
ständigen Begreiflichkeit  der  Natur.  Die  rechnende  Mechanik 
hat  bis  jetzt  diese  Beschränkung  für  den  Begriff  der  Be- 
wegungskraft nicht  angenommen,  einmal  weil  sie  sich  über 
den  Ursprung  ihrer  Grundsätze  nicht  klar  war,  und  dann,  weil 
es  ihr  darauf  ankommt,  auch  den  Erfolg  zusammengesetzter 
Bewegungskräfte  berechnen  zu  können  in  solchen  Fällen,  wo 
die  Auflösung  derselben  in  einfache  noch  nicht  gelungen  ist. 
Doch  gilt  ein  grosser  Theil  ihrer  allgemeinen  Principien  der 
Bewegung  zusammengesetzter  Systeme  von  Massen  nur  für 
den  Fall  *),  dass  dieselben  durch  unveränderliche  anziehende  oder 
abstossende  Kräfte  auf  einander  wirken;  nämlich  das  Princip 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  das  von  der  Erhaltung  der 
Bewegung  des  Schwerpunktes,  von  der  Erhaltung  der  Haupt- 
rotationsebene und  des  Moments  der  Rotation  freier  Systeme, 
das  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft.  Für  irdische 
Verhältnisse  finden  von  diesen  Principien  hauptsächlich  nur 
das  erste  und  letzte  Anwendung,  weil  sich  die  anderen  nur 
auf  vollkommen  freie  Systeme  beziehen,  das  erste  ist  wieder, 
wie  wir  zeigen  werden,  ein  specieller  Fall  des  letzteren,  welches 
deshalb  als  die  allgemeinste  und  wichtigste  Folgerung  der  ge- 
gemachten  Herleitung  erscheint. 

Die  theoretische  Naturwissenschaft  wird  daher,  wenn  sie 
nicht  auf  halbem  Wege  des  Begreifens  stehen  bleiben  will, 
ihre  Ansichten  mit  der  aufgestellten  Forderung  über  die  Natur 

7 der  einfachen  Kräfte  und  deren  Folgerungen  in  Einklang  setzen 


1)  Besser:  „ist  zu  beweisen  nur  für  den  Fall“  (1881). 
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müssen.  Ihr  Geschäft  wird  vollendet  sein,  wenn  einmal  die 
Zurückleitung  der  Erscheinungen  auf  einfache  Kräfte  vollendet 
ist,  und  zugleich  nachgewiesen  werden  kann,  dass  die  gegebene 
die  einzig  mögliche  Zurückleitung  sei,  welche  die  Erscheinungen 
zulassen.  Dann  wäre  dieselbe  als  die  nothwendige  Begriffsform 
der  Naturauffassung  erwiesen ; es  würde  derselben  alsdann  also 
auch  objective  Wahrheit  zuzuschreiben  sein. 

1.  Das  Princip  von  der  Erhaltung  der  lebendigen 

Kraft. 

Wir  gehen  aus  von  der  Annahme,  dass  es  unmöglich  sei 
durch  irgend  eine  Combination  von  Naturkörpern  bewegende 
Kraft  fortdauernd  aus  nichts  zu  erschaffen.  Aus  diesem  Satze 
haben  schon  Carnot  und  Clapeyron  *)  eine  Reihe  theils  be- 
kannter, theils  noch  nicht  experimentell  nachgewiesener  Gesetze 
über  die  specifische  und  latente  Wärme  der  verschiedensten 
Naturkörper  theoretisch  hergeleitet.  Zweck  der  vorliegenden 
Abhandlung  ist  es  ganz  in  derselben  Weise  das  genannte  Princip 
in  allen  Zweigen  der  Physik  durchzuführen,  theils  um  die  An- 
wendbarkeit desselben  nachzuweisen  in  allen  denjenigen  Fällen, 
wo  die  Gesetze  der  Erscheinungen  schon  hinreichend  erforscht 
sind,  theils  um  mit  seiner  Hülfe,  unterstützt  durch  die  viel- 
fältige Analogie  der  bekannteren  Fälle  auf  die  Gesetze  der  bis- 
her nicht  vollständig  untersuchten  weiterzuschliessen , und  da- 
durch dem  Experiment  einen  Leitfaden  an  die  Hand  zu  geben. 

Das  erwähnte  Princip  kann  folgendermassen  dargestellt 
werden:  Denken  wir  uns  ein  System  von  Naturkörpern,  welche 
in  gewissen  räumlichen  Verhältnissen  zu  einander  stehen,  und 
unter  dem  Einflüsse  ihrer  gegenseitigen  Kräfte  in  Bewegung 
gerathen,  bis  sie  in  bestimmte  andere  Lagen  gekommen  sind: 
so  kömien  wir  ihre  gewonnenen  Geschwindigkeiten  als  eine  ge- 
wisse mechanische  Arbeit  betrachten  und  in  solche  verwandeln. 
Wollen  wir  nun  dieselben  Kräfte  zum  zweiten  Male  wirksam 
werden  lassen,  um  dieselbe  Arbeit  noch  einmal  zu  gewinnen, 
so  müssen  wir  die  Körper  auf  irgend  eine  Weise  in  die  an- 


1)  Poggendorff’s  Annalen  LIX  446.  566. 
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fänglichen  Bedingungen  durch  Anwendung  anderer  uns  zu  Ge- 
bote stehender  Kräfte  zurückversetzen;  wir  werden  dazu  also 
eine  gewisse  Arbeitsgrösse  der  letzteren  wieder  verbrauchen. 
In  diesem  Falle  fordert  mm  unser  Princip,  dass  die  Arbeits- 
grösse, welche  gewonnen  wird,  wenn  die  Körper  des  Systems 
aus  der  Anfangslage  in  die  zweite,  und  verloren  wird,  wenn 
sie  aus  der  zweiten  in  die  erste  übergehen,  stets  dieselbe  sei, 
welches  auch  die  Art,  der  Weg  oder  die  Geschwindigkeit  dieses 
Uebergangs  sein  mögen.  Denn  wäre  dieselbe  auf  irgend  einem 
Wege  grösser  als  auf  dem  anderen,  so  würden  wir  den  ersteren 
zur  Gewinnung  der  Arbeit  benutzen  können,  den  zweiten  zur 
Zurückfuhrung,  zu  welcher  wir  einen  Tlieil  der  so  eben  gewon- 
nenen Arbeit  anwenden  könnten,  und  würden  so  ins  Unbestimmte 
mechanische  Kraft  gewinnen,  ein  perpetuum  mobile  gebaut 
haben,  welches  nicht  nur  sich  selbst  in  Bewegung  erhielte, 
sondern  auch  noch  im  Stande  wäre  nach  aussen  Kraft  ab- 
zugeben. 

Suchen  wir  nach  dem  mathematischen  Ausdrucke  dieses 
o Princips,  so  finden  wir  ihn  in  dem  bekannten  Gesetze  von  der 
Erhaltung  der  lebendigen  Kraft.  Die  Arbeitsgrösse,  welche 
gewonnen  und  verbraucht  wird,  kann  bekanntlich  ausgedrückt 
worden  als  ein  auf  eine  bestimmte  Höhe  h gehobenes  Gewicht  m ; 
sie  ist  dann  mgh,  wo  g die  Intensität  der  Schwerkraft.  Um 
senkrecht  frei  in  die  Höhe  h emporzusteigen  braucht  der  Kör- 
per m die  Geschwindigkeit  v — V2gh\  und  erlangt  dieselbe 
wieder  beim  Herabfallen.  Es  ist  also  \mv2  — mgh\  folglich 
kann  die  Hälfte  des  Produktes  mv2,  welches  in  der  Mechanik 
bekanntlich  „die  Quantität  der  lebendigen  Kraft  des  Körpers  m “ 
genannt  wird,  auch  an  die  Stelle  des  Maasses  der  Arbeitsgrösse 
gesetzt  worden.  Der  besseren  Uebereinstimmung  wogen  mit 
der  jetzt  gebräuchlichen  Art  die  Intensität  der  Klüfte  zu 
messen,  schlage  ich  vor,  gleich  die  Grösse  Jmu2  als  Quantität 
der  lebendigen  Kraft  zu  bezeichnen,  wodurch  sie  identisch  wird 
mit  dem  Maasse  der  Arbeitsgrösse.  Für  die  bisherige  An- 
wendung  des  Begriffes  der  lebendigen  Kraft,  der  nur  auf  das 
besprochene  Princip  beschränkt  war,  ist  diese  Abänderung  ohne 
Bedeutung,  während  sie  uns  im  Folgenden  wesentliche  Vor- 
theile gewähren  wird.  Das  Princip  von  der  Erhaltung  der 
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lebendigen  Kraft  sagt  nun  bekanntlich  aus:  Wenn  sich  eine 
beliebige  Zahl  beweglicher  Massenpunkte  nur  unter  dem  Ein- 
flüsse solcher  Kräfte  bewegt,  welche  sie  selbst  gegen  einander 
ausüben,  oder  welche  gegen  feste  Centren  gerichtet  sind:  so  ist 
die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  aller  zusammen  genommen 
zu  allen  Zeitpunkten  dieselbe,  in  welchen  alle  Punkte  dieselben 
relativen  Lagen  gegen  einander  und  gegen  die  etwa  vorhandenen 
festen  Centren  einnehmen,  wie  auch  ihre  Bahnen  und  Geschwin- 
digkeiten in  der  Zwischenzeit  gewesen  sein  mögen.  Denken  wir 
die  lebendigen  Kräfte  angewendet,  um  die  Theile  des  Systems  10 
oder  ihnen . äquivalente  Massen  auf  gewisse  Höhen  zu  heben, 
so  folgt  aus  dem,  was  wir  eben  gezeigt  haben,  dass  auch  die  so 
dargestellten  Arbeitsgrössen  unter  den  genannten  Bedingungen 
gleich  sein  müssen.  Dieses  Princip  gilt  aber  nicht  für  alle 
möglichen  Arten  von  Kräften;  es  wird  in  der  Mechanik  ge- 
wöhnlich angeknüpft  an  das  Princip  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten, und  dies  kann  nur  für  materielle  Punkte  mit  anziehen- 
den und  abstossenden  Kräften  bewiesen  werden.  Wir  wollen 
hier  zunächst  zeigen,  dass  das  Princip  von  der  Erhaltung  der 
lebendigen  Kräfte  ganz  allein  da  gilt,  wo  die  wirkenden  Kräfte ') 
sich  auflösen  lassen  in  Kräfte  materieller  Punkte,  welche  in 
der  Richtung  der  Verbindungslinie  wirken,  und  deren  Intensität 
nur  von  der  Entfernung  abhängt;  in  der  Mechanik  sind  solche 
Kräfte  gewöhnlich  Centralkräfte  genannt  worden.  Es  folgt 
daraus  wiederum  auch  rückwärts,  dass  bei  allen  Wirkungen  von 
Naturkörpern  aufeinander,  wo  das  besprochene  Princip  ganz 
allgemein  auch  auf  alle  kleinsten  Theilchen  dieser  Körper  an- 
gewendet werden  kann,  als  einfachste  Grundkräfte  solche  Cen- 
tralkräfte anzunehmen  seien. 

Betrachten  wir  zunächst  einen  materiellen  Punkt  von  der 
Masse  m,  der  sich  bewegt  unter  dem  Einfluss  der  Kräfte  von 
mehreren  zu  einem  festen  System  A verbundenen  Körpern,  so 
zeigt  uns  die  Mechanik  die  Mittel  an  für  jeden  einzelnen  Zeit- 
punkt die  Lage  und  Geschwindigkeit  dieses  Punktes  bestimmen 
zu  können.  Wir  würden  also  die  Zeit  t als  die  Ur variable 
betrachten,  und  von  ihr  abhängen  lassen  die  Ordinaten  r,  y , z 


1)  D.  h.  „ihre  Auflösbarkeit  in  Punktkrüfte  vorausgesetzt“  (1881). 
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von  m in  Beziehung  auf  ein  gegen  das  System  A festbestimmtes 
Coordinatensystem,  seine  Tangentialgeschwindigkeit  q,  die  den 
11  Axen  parallelen  Componenten  derselben  u — dx/dt , v — dy / dt, 
w — dz  /dt,  und  endlich  die  Componenten  der  wirkenden  Kräfte : 


v du 

X=mTe’ 


v dv  y dto 

l=mTe>  Z=”‘di ' 


Unser  Princip  fordert  nun,  dass  £ mq 2,  also  auch  q2,  stets  das- 
selbe sei,  wenn  m dieselbe  Lage  gegen  A hat,  also  nicht  allein 
als  Function  der  Urvariablen  t,  sondern  auch  als  blosse  Function 
der  Coordinaten  x , y,  z hingestellt  werden  könne , d.  h.  dass : 

(1) 

Da  q2  = u2  -f  v2  -f  w2,  so  ist  d(q2)  — 2udu  -f-  2vdv  + 2icdiv. 
Wird  statt  u hier  dx/dt,  statt  du  aber  Xdt/m  aus  den  oben 
hingestellten  Werthen  gesetzt,  eben  so  für  v und  to  die  analogen 
Wertlie,  so  erhalten  wir: 

dW^dt  + ^dy  + ^dz.  (2) 


Da  die  Gleichungen  1 und  2 für  jedes  beliebige  dx,  dy,  dz 
zusammen  stattfinden  müssen,  so  folgt,  dass  auch  einzeln: 


d(g*)  = 2X 

dx  m ’ 


df  _ 2Y 
dy  ~ m 


und 


Ist  aber  q2  blosse  Function  von  x,  y,  2,  so  folgt  hieraus, 
dass  auch  X,  Y und  Z,  d.  h.  Richtung  und  Grösse  der  wirken- 
den Kraft  nur  Functionen  der  Lage  von  m gegen  A seien. 

Denken  wir  uns  nun  auch  statt  des  Systems  A einen  ein- 
12  zelnen  materiellen  Punkt  a,  so  folgt  aus  dem  oben  bewiesenen, 
dass  die  Richtung  und  Grösse  der  Kraft,  welche  von  a auf  m 
einwirke,  nur  bestimmt  wrerde  durch  die  relative  Lage  von  m 
gegen  a.  Da  nun  die  Lage  von  m durch  seine  Beziehung  zu 
dem  einzelnen  Punkt  a nur  noch  der  Entfernung  ma  nach  be- 
stimmt ist,  so  würde  in  diesem  Falle  das  Gesetz  dahin  zu 
modifieiren  sein,  dass  Richtung  und  Grösse  der  Kraft  Functionen 
dieser  Entfernung  r sein  müssen.  Denken  wir  uns  die  Coor- 


1)  Dieser  Schluss  erfordert  eine  Beschränkung  (1881).  S.  Zusatz  3. 
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dinaten  auf  irgend  ein  beliebiges  Axensystem  bezogen, 
Anfangspunkt  in  a liegt,  so  muss  hiernach: 

md{q 2)  = 2 Xdx  + 2 Ydy  -f-  2 Zdz  — 0 

sein,  so  oft: 

dir2)  = 2 xdx  + 2 ydy  -f-  2 zdz  — 0 


ist,  d.  h.  so  oft: 


dz  — — 


xdx  4-  ydy 


dessen 


Dieser  Werth  in  Gleichung  3 gesetzt,  giebt: 

X — --z^dx  +(y—  s-zyy  = 0 

für  jedes  beliebige  dx  und  dy , also  auch  einzeln: 

X=-Z  und  Y = X Z, 

S Z ? 


d.  h.  die  Resultante  muss  nach  dem  Anfangspunkte  der  Coor- 
dinaten,  nach  dem  wirkenden  Punkte  a , gerichtet  sein. 

Es  müssen  folglich  in  Systemen,  welche  ganz  allgemein 
dem  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft1)  Folge 
leisten,  die  einfachen  Kräfte  der  materiellen  Punkte  Central- 
kräfte sein. 


II.  D as  Princip  von  der  Erhaltung  der  Kraft. 

Wir  wollen  dem  besprochenen  Gesetze  für  die  Fälle,  wo 
Centralkräfte  wirken,  nun  noch  einen  allgemeineren  Aus- 
druck geben. 

Ist  (p  die  Intensität  der  Kraft,  welche  in  der  Richtung 
von  r wirkt,  wenn  sie  anzieht,  als  positiv,  wenn  sie  abstösst, 
als  negativ  gesetzt,  also: 

z=-^<r  U) 

so  ist  gemäss  der  Gleichung  2 des  vorigen  Abschnittes: 

md(q2)  — — 2 ^ [xdx  -j-  ydy  + zdz);  also: 

} md(q2)  = — cpdr. 


1)  Und  der  Gleichheit  der  Action  und  Keaction  (1881). 
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Oder  wenn  Q und  R,  q und  r zusammengehörige  Tangential- 
geschwindigkeiten und  Entfernungen  vorstellen: 

R 

J 7)1  Q2  — q2  — — J*cpdr.  (2) 

r 

Betrachten  wir  diese  Gleichung  näher,  so  finden  wir  auf  der 
linken  Seite  den  Unterschied  der  lebendigen  Kräfte,  welche  m 
bei  zwei  verschiedenen  Entfernungen  hat.  Um  die  Bedeutung 

R ' 

- 

der  Grösse  J cp  dr  zu  finden,  denken  wir  uns  die  Intensitäten  von 

r 

( p , welche  zu  verschiedenen  Punkten  der  Verbindungslinie  von 
m und  a gehören,  durch  rechtwinkelig  aufgesetzte  Ordinaten 
dargestellt:  so  würde  die  genannte  Grösse  den  Flächeninhalt 
H bezeichnen,  den  die  Cuiwe  zwischen  den  zu  R und  r gehörigen 
Ordinaten  mit  der  Abscissenaxe  einschliesst.  Wie  man  sich 
mm  diesen  Flächenraum  als  die-  Summe  aller  der  unendlich 
vielen  in  ihm  liegenden  Abseissen  vorstellen  kann,  so  ist  jene 
Grösse  der  Inbegriff  aller  Kraftintensitäten,  welche  in  den 
zwischen  R und  r liegenden  Entfernungen  wirken.  Nennen  wir 
nun  die  Kräfte,  welche  den  Punkt  m zu  bewegen  streben,  so 
lange  sie  eben  noch  nicht  Bewegung  bewirkt  haben,  Spann- 
kräfte, im  Gegensatz  zu  dem,  was  die  Mechanik  lebendige 

R 

Kraft  nennt,  so  würden  wir  die  Grösse  J (pdr  als  die  Summe 

r 

der  Spannkräfte  zwischen  den  Entfernungen  R und  r be- 
zeichnen können,  und  das  obige  Gesetz  würde  auszusprechen 
sein : Die  Zunahme  der  lebendigen  Kraft  eines  Massenpunktes 
bei  seiner  Bewegung  unter  dem  Einfluss  einer  Centralkraft  ist 
gleich  der  Summe  der  zu  der  betreffenden  Aenderung  seiner 
Entfernung  gehörigen  Spannkräfte. 

Denken  wir  uns  zwei  Punkte  unter  der  Wirkung  einer 
anziehenden  Kraft  stehend  in  einer  bestimmten  Entfernung  /?, 
so  werden  sie  durch  Wirkung  der  Kraft  selbst  nach  den 
kleineren  Entfernungen  r hingetrieben,  und  dabei  wird  ihre 
Geschwindigkeit,  ihre  lebendige  Kraft,  zunehmen;  sollen  sie 
aber  nach  grösseren  Entfernungen  r gelangen,  so  muss  ihre 
lebendige  Kraft  abnehmen  und  endlich  ganz  verbraucht  wer- 
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den;  wir  können  deshalb  bei  anziehenden  Kräften  die  Summe 
-ler  Spannkräfte  für  die  Entfernungen  zwischen  r = 0 und 

. R 

r = R J (fdr,  als  die  noch  vorhandenen,  die  aber  zwischen 
o 

r = R,  und  r = oo  als  die  verbrauchten  bezeichnen;  die 
ersteren  können  unmittelbar,  die  letzteren  erst  nach  einem  is 
äquivalenten  Verlust  an  lebendiger  Kraft  in  Wirsamkeit  treten. 
Umgekehrt  ist  es  bei  abstossenden  Kräften.  Befinden  sich  die 
Punkte  in  der  Entfernung  R,  so  werden  sie  bei  ihrer  Entfer- 
nung lebendige  Kraft  gewinnen,  und  als  die  vorhandenen  Spann- 
kräfte werden  die  zu  bezeichnen  sein  zwischen  r — R und  r = oo, 
als  die  verlorenen,  die  zwischen  r = 0 und  r = R. 

Um  nun  unser  Gesetz  ganz  allgemein  durchzufiihren,  den- 
ken wir  uns  eine  beliebige  Anzahl  materieller  Punkte  von  den 
Massen  m2,  m3  u.  s.  w.  allgemein  bezeichnet  mit  ma , deren 
Coordinaten  xai  ya,  r„;  die  den  Axen  parallelen  Componenten 
der  darauf  wirkenden  Kräfte  seien  Xa,  Va,  Za,  die  nach  den 
Axen  zerlegten  Geschwindigkeiten  wa,  va , tca,  die  Tangential- 
geschwindigkeiten qa ; die  Entfernung  zwischen  ma  und  sei 
die  Centralkraft  zwischen  beiden  (pab . Es  ist  nun  für  einen 
einzelnen  Punkt  mn  analog  der  Gleichung  1. 


wo  das  Summationszeichen  sich  auf  alle  die  Glieder  be- 
zieht, welche  entstehen,  wenn  man  nach  einander  für  den 
Index  a alle  einzelnen  Indices  1,  2,  3 etc.  mit  Ausnahme 
von  Ti  setzt. 

Multipliciren  wir  die  erste  Gleichung  mit  dxn  = undt,  die 
zweite  mit  dyn  — vndt , die  dritte  mit  dzn  — wndty  und  denken 
wir  uns  die  drei  dann  entstehenden  Gleichungen  für  alle  ein-  ie 
zelneu  Punkte  mb  aufgestellt,  wie  es  hier  für  mn  geschehen  ist, 
und  alle  addirt,  so  erhalten  wir: 
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(xa  — #b)  dxb 

{ya—y*)dy* 

(zq  — zb)dzb 


Vab 

rab 

yflb 

rabJ 

nt 


ab  J 


= 2[\mad(vl)] 
= ^[Jmac?K)]. 


Die  Glieder  der  Reihe  links  werden  erhalten,  wenn  man  erst 
statt  a alle  einzelnen  Indices  1,  2,  3 u.  s.  w.  setzt,  und  bei 
jedem  einzelnen  auch  für  b alle  grösseren  und  alle  kleineren 
Werthe,  als  a schon  hat.  Die  Summen  zerfallen  also  in  zwei 
Theile,  in  deren  einem  a stets  grösser  ist  als  b,  im  andern 
stets  kleiner,  und  es  ist  klar,  dass  für  jedes  Glied  des  einen 
Theils : 

Vpv 


(*r p xq)  d Xq 


in  dem  anderen  eines  Vorkommen  muss: 


17 


beide  addirt  geben: 


- (.rp  - xq)  (dxp  — dxq)  • 

PI 

Machen  wir  diese  Zusammenziehung  in  den  Siunmen,  addiren 
sie  alle  drei  und  setzen: 

J <*[(*<*  - .rb)2  -{-  (j/a  - ybY  + (*«  - *b)2]  = rabdrab , 
so  erhalten  wir: 


— 2 [(f  ab  d rab]  ==  2 [J  ma  d (q* )] 


oder: 


rob 


Äab 

(fab  dra b 


f 


= 2 [£  ma  Ql]  — 


(3) 

(4) 


wenn  R und  Q sowie  r und  q zusammengehörige  Werthe  be- 
zeichnen. 

Wir  haben  hier  links  wieder  die  Summe  der  verbrauchten 
Spannkräfte,  rechts  die  der  lebendigen  Kräfte  des  ganzen 
Systems,  imd  wir  können  das  Gesetz  jetzt  so  aussprechen:  In 
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allen  Fällen  der  Bewegung  freier  materieller  Punkte  unter 
dem  Einfluss  ihrer  anziehenden  und  abstossenden  Kräfte, 
deren  Intensitäten  nur  von  der  Entfernung  abhängig  sind,  ist 
der  Verlust  an  Quantität  der  Spannkraft  stets  gleich  dem  Ge- 
winn an  lebendiger  Kraft,  und  der  Gewinn  der  ersteren  dem 
Verlust  der  letzteren.  Es  ist  also  stets  die  Summe  der 
vorhandenen  lebendigen  und  Spannkräfte  constant. 
In  dieser  allgemeinsten  Form  können  wir  unser  Gesetz  als  das 
Princip  von  der  Erhaltung  der  Kraft  bezeichnen. 

In  der  gegebenen  Ableitung  des  Gesetzes  ändert  sich 
nichts,  wenn  ein  Theil  der  Punkte , welche  wir  mit  dem 
durchlaufenden  Buchstaben  b bezeichnen  wollen,  fest  gedacht 
wird,  so  dass  (jt,  constant  =0;  es  ist  dann  die  Form  des 
Gesetzes: 

2[<pabdrah]  + -2  [<jpab  *frab]  = - -2“  </(?§)].  (5) 

Es  bleibt  noch  übrig  zu  bemerken,  in  welchem  Verhält- 
niss  das  Princip  von  der  Erhaltung  der  Kraft  zu  dem  allge- 
meinsten Gesetze  der  Statik,  dem  sogenannten  Princip  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  steht.  Dieses  folgt  nämlich  un- 
mittelbar aus  unseren  Gleichungen  3 und  5.  Soll  Gleichge- 
wicht stattfinden  bei  einer  bestimmten  Lagerung  der  Punkte 
d.  h.  soll  für  den  Fall,  dass  diese  Punkte  ruhen,  also 
yc=0,  dieser  Zustand  der  Ruhe  auch  bestehen  bleiben,  also 
alle  dqa  = 0,  so  folgt  aus  der  Gleichung  3: 

2[<pabdrai]  = 0,  (6) 

oder  wenn  auch  Kräfte  von  Punkten  ?wb  ausserhalb  des  Systems 
einwirken,  aus  Gleichung  5: 

^[ff  abdrab]  -f-  -2[qpflb<frab]  = 0.  (7) 

In  diesen  Gleichungen  sind  unter  dr  Aenderungen  der 
Entfernung  zu  verstehen,  welche  bei  beliebigen,  durch  die  an- 
derweitigen Bedingungen  des  Systems  zugelassenen , kleinen 
Verschiebungen  der  Punkte  wa  eintreten.  Wir  haben  in  den 
früheren  Deduktionen  gesehen,  dass  eine  Vermehrung  der 
lebendigen  Kraft,  also  auch  ein  Uebergang  aus  Ruhe  in  Be- 
wegung, nur  durch  einen  Verbrauch  von  Spannkraft  erzeugt 
werden  kann;  die  letzten  Gleichungen  sagen  dem  entsprechend 
aus.  dass  unter  solchen  Bedingungen,  wo  durch  keine  einzige 
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der  möglichen  Bewegungsrichtungen  in  dem  ersten  Augenblicke 
Spannkraft  verbraucht  wird,  das  System,  wenn  es  einmal  in 
Ruhe  ist,  auch  in  Ruhe  bleiben  muss. 

Dass  aus  den  hingest  eilten  Gleichungen  sämmtliche  Ge- 
setze der  Statik  hergeleitet  werden  können,  ist  bekannt.  Die 
für  die  Natur  der  wirkenden  Kräfte  wichtigste  Folgerung  ist 
diese:  Denken  wir  uns  statt  der  beliebigen  kleinen  Ver- 
schiebungen der  Punkte  m solche  gesetzt,  wie  sie  stattfinden 
könnten,  wenn  das  System  in  sich  fest  verbunden  wäre,  so 
dass  in  Gleichung  7 alle  </rab  = 0,  so  folgt  einzeln: 

2 [?ob  <fr«b]  = 0 und 

[y  ob  — 0. 

Dann  müssen  also  sowohl  die  äusseren,  wie  die  inneren  Kräfte 
für  sich  der  Gleichgewichtsbedingung  genügen.  Wird  demnach 
i»  ein  beliebiges  System  von  Naturkörpern  durch  äussere  Kräfte 
in  eine  bestimmte  Gleichgewichtslage  gebracht,  so  wird  das 
Gleichgewicht  nicht  aufgehoben,  1)  wenn  wir  die  einzelnen 
Punkte  des  Systems  in  ihrer  jetzigen  Lage  unter  sich  fest 
verbunden  denken,  und  2)  wenn  wir  dann  die  Kräfte  weg- 
nehmen, welche  dieselben  gegen  einander  ausüben.  Daraus 
folgt  nun  aber  weiter:  Werden  die  Kräfte,  welche  zwei  Mas- 
senpunkte aufeinander  ausüben,  durch  zwei  an  dieselben  ange- 
brachte äussere  Kräfte  in  Gleichgewicht  gesetzt,  so  müssen 
sich  diese  auch  das  Gleichgewicht  halten,  wenn  statt  der 
Kräfte  der  Punkte  gegeneinander  eine  feste  Verbindung  der- 
selben substituirt  wird.  Kräfte,  welche  zwei  Punkte  einer 
festen  geraden  Linie  angreifen,  halten  sich  aber  nur  im 
Gleichgewicht,  wenn  sie  in  dieser  Linie  selbst  liegen,  gleich 
und  entgegengesetzt  gerichtet  sind.  Es  folgt  also  auch  für 
die  Kräfte  der  Punkte  selbst,  welche  den  äusseren  gleich  und 
entgegengesetzt  sind,  dass  dieselben  in  der  Richtung  der  ver- 
bindenden Linie  liegen,  also  anziehende  oder  abstossende  sein 
müssen. 

Wir  können  die  aufgestellten  Sätze  folgendermaassen  zu- 
sammenfassen: 

1)  So  oft  Naturkörper  vermöge  anziehender  oder  ab- 
stossender  Kräfte,  welche  von  der  Zeit  und  Geschwindigkeit 
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unabhängig  sind,  auf  einander  einwirken,  muss  die  Summe 
ihrer  lebendigen  und  Spannkräfte  eine  constante  sein;  das 
Maximum  der  zu  gewinnenden  Arbeitsgrösse  also  ein  be- 
stimmtes, endliches. 

2)  Kommen  dagegen  in  den  Naturkörpem  auch  Kräfte 
Tor,  welche  von  der  Zeit  und  Geschwindigkeit  abhängen,  oder 
nach  anderen  Richtungen  wirken  als  der  Verbindungslinie  je 
zweier  wirksamer  materieller  Punkte,  also  z.  B.  rotirende,  so 
wurden  Zusammenstellungen  solcher  Körper  möglich  sein,  in  20 
denen  entweder  in  das  Unendliche  Kraft  verloren  geht,  oder 
gewonnen  wird.1) 

3)  Beim  Gleichgewicht  eines  Körpersystems  unter  der 
Wirkung  von  Centralkräften  müssen  sich  die  inneren  und  die 
äusseren  Kräfte  für  sich  im  Gleichgewicht  halten,  sobald  wir 
die  Körper  des  Systems  unter  sich  unverrückbar  verbunden 
denken,  und  nur  das  ganze  System  gegen  ausser  ihm  liegende 
Körper  beweglich.  Ein  festes  System  solcher  Körper  wird 
deshalb  nie  durch  die  Wirkung  seiner  inneren  Kräfte  in  Be- 
wegung gesetzt  werden  können,  sondern  nur  durch  Einwirkung 
äusserer  Kräfte.  Gäbe  es  dagegen  andere  als  Centralkräfte, 
so  würden  sich  feste  Verbindungen  von  Naturkörpern  herstei- 
len lassen,  welche  sich  von  selbst  bewegten,  ohne  einer  Be- 
ziehung zu  anderen  Körpern  zu  bedürfen. 

III.  Die  Anwendung  des  Princips  in  den  mecha- 
nischen Theoremen. 

Wir  gehen  jetzt  zu  den  speciellen  Anwendungen  des  Ge- 
setzes von  der  Constanz  der  Kraft  über.  Zuerst  haben  wir 
diejenigen  Fälle  kurz  zu  erwähnen,  in  denen  das  Princip  von 
der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  bisher  schon  benutzt  und 
anerkannt  ist. 

1)  Alle  Bewegungen,  welche  unter  dem  Einflüsse 
der  allgemeinen  Gravitationskraft  vor  sich  gehen, 
also  die  der  himmlischen  und  der  schweren  irdischen  Körper. 
Bei  jenen  spricht  sich  das  Gesetz  aus  in  der  Zunahme  ihrer 


1)  S.  Zusatz  4. 
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Geschwindigkeit,  sobald  sie  sich  in  ihrer  Bahn  dem  Central- 

21  körper  nähern,  in  der  Unveränderlichkeit  ihrer  grossen  Bahn- 
axen,  ihrer  Umlaufs-  und  Botationszeit;  bei  diesen  in  dem  be- 
kannten Gesetze,  dass  die  Endgeschwindigkeit  des  Falles  nur 
von  der  Fallhöhe,  nicht  von  der  Richtung  und  Form  der  durch- 
laufenen Bahn  abhängt,  und  das  diese  Geschwindigkeit,  wenn 
sie  nicht  durch  Reibung  oder  unelastischen  Stoss  vernichtet 
wird,  gerade  hinreicht,  die  gefallenen  Körper  wieder  zu  der- 
selben Höhe  emporzutreiben,  aus  der  sie  herabgefallen  sind. 
Dass  die  Fallhöhe  eines  bestimmten  Gewichtes  als  Maass  der 
Arbeitsgrössen  unserer  Maschinen  benutzt  wird,  ist  schon  er- 
wähnt worden. 

2)  Die  Uebertragung  der  Bewegungen  durch  die 
incompressibeln  festen  und  flüssigen  Körper,  sobald 
nicht  Reibung  oder  Stoss  unelastischer  Stoffe  stattfindet.  Unser 
allgemeines  Princip  wird  für  diese  Fälle  gewöhnlich  als  die 
Regel  ausgesprochen,  dass  eine  durch  mechanische  Potenzen 
fortgepflanzte  und  abgeänderte  Bewegung  stets  in  demselben 
Verhältnis  an  Kraftintensität  abnimmt,  als  sie  an  Geschwin- 
digkeit zunimmt.  Denken  wir  uns  also  durch  eine  Maschine, 
in  welcher  durch  irgend  einen  Vorgang  gleichmässig  Arbeits- 
kraft erzeugt  wird,  das  Gewicht  m mit  der  Geschwindigkeit  c 
gehoben,  so  wird  durch  eine  andere  mechanische  Einrichtung 
das  Gewicht  nm  gehoben  werden  können,  aber  nur  mit  der  Ge- 
schwindigkeit cjn , so  dass  in  beiden  Fällen  die  Quantität  der 
von  der  Maschine  in  der  Zeiteinheit  erzeugten  Spannkraft 
durch  mgc  darzustellen  ist,  wo  g die  Intensität  der  Schwer- 
kraft darstellt. 

3)  Die  Bewegungen  vollkommen  elastischer 
fester  und  flüssiger  Körper.  Als  Bedingung  der  voll- 

22  kommenen  Elasticität  müssen  wir  nur  der  gewölmlich  hinge- 
stellten, dass  der  in  seiner  Form  oder  seinem  Volumen  ver- 
änderte Körper  dieselben  vollständig  wiedererlange,  auch  noch 
hinzufügen,  dass  in  seinem  Linern  keine  Reibung  der  Theil- 
chen  stattfinde.  Bei  den  Gesetzen  dieser  Bewegungen  ist  unser 
Princip  am  frühesten  erkannt,  und  am  häufigsten  benutzt  wor- 
den. Als  die  gewöhnlichsten  Fälle  der  Anwendung  bei  den 
festen  Körpern  sind  zu  erwähnen  der  elastische  Stoss,  dessen 
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Gesetze  sich  leicht  aus  unserem  Princip  und  dem  von  der  Er- 
haltung des  Schwerpunktes  herleiten  lassen,  und  die  mannig- 
faltigen elastischen  Vibrationen,  welche  fortdauern  auch  ohne 
neuen  Anstoss,  bis  sie  durch  die  Reibung  im  Innern  und  die 
Abgabe  der  Bewegung  an  äussere  Medien  vernichtet  sind.  Bei 
den  flüssigen  Körpern,  sowohl  tropfbaren  (offenbar  auch  ela- 
stisch, nur  mit  sehr  hohem  Elasticitätsmodulus  und  mit  einer 
Gleichgewichtslage  der  Theilehen  versehen)  als  auch  gasigen 
•mit  niedrigem  Elasticitätsmodulus  und  ohne  Gleichgewichts- 
lage) setzen  sich  im  Allgemeinen  alle  Bewegungen  bei  ihrer 
Ausbreitung  in  Wellenform  um.  Dazu  gehören  die  Wellen 
der  Oberfläche  tropfbarer  Flüssigkeiten,  die  Bewegung  des 
Schalls,  und  wahrscheinlich  die  des  Lichts  und  der  strahlen- 
den Wärme. 

Die  lebendige  Kraft  eines  einzelnen  Theilchens  Am  in 
einem  von  einem  Weilenzuge  durchzogenen  Medium  ist  offen- 
bar zu  bestimmen  durch  die  Geschwindigkeit,  welche  dasselbe 
in  der  Gleichgewichtslage  hat.  Die  allgemeine  Wellengleichung 
bestimmt  die  Geschwindigkeit  u bekanntlich,  wenn  «2  die  In- 
tensität, >L  die  Wellenlänge,  u die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit, x die  Abscisse  und  t die  Zeit  ist,  folgendermaassen : 


u — a.  cos 


T (x~  at) 


Für  die  Gleichgewichtslage  ist  u = a,  folglich  die  lebendige  23 
Kraft  des  Theilchens  Am  während  der  Wellenbewegung  \Ama2, 
proportional  der  Intensität.  Breiten  sich  Wellen  von  einem 
Centrum  kugelförmig  aus,  so  setzen  sie  immer  grössere  Mas- 
sen in  Bewegung,  folglich  muss  die  Intensität  abnehmen,  wenn 
die  lebendige  Kraft  dieselbe  bleiben  soll,  Da  nun  die  von  der 
Welle  umfassten  Massen  zunehmen  wie  die  Quadrate  der  Ent- 
fernung, so  folgt  das  bekannte  Gesetz,  dass  die  Intensitäten  im 
umgekehrten  Verhältnisse  abnehmen1). 


1)  Hier  wäre  zu  erwähnen,  dass  bei  fortschreitenden  ebenen  Wellen 
die  Quantität  der  Spannkraft  des  comprimirten  oder  verschobenen  elasti- 

schen Medium  einen  zweiten,  eben  so  grossen  Tlieil  der  Energie  bildet, 
wie  die  lebendige  Kraft  (1881). 
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Die  Gesetze  der  Zurückwerfung,  Brechung  und  Polari- 
sation des  Lichtes  an  der  Grenze  zweier  Medien  von  verschie- 
dener Wellengeschwindigkeit  sind  bekanntlish  schon  von  Fres- 
nel hergeleitet  worden  aus  der  Annahme,  dass  die  Bewegung 
der  Grenztheilchen  in  beiden  Mitteln  dieselbe  sei,  und  aus  der 
Erhaltung  der  lebendigen  Kraft.  Bei  der  Interferenz  zweier 
Wellenzüge  findet  keine  Vernichtung  der  lebendigen  Kraft 
statt,  sondern  nur  eine  andere  Vertheilung.  Zwei  Wellenzüge 
von  den  Intensitäten  a 2 und  b2,  welche  nicht  interferiren,  geben 
allen  getroffenen  Punkten  die  Intensität  a2  + b2\  interferiren  sie, 
so  haben  die  Maxima  (a  4-  b)21  um  2 ab  grösser,  die  Minima 
(a  — b )2,  um  eben  so  viel  kleiner  als  a 2 -f  b2. 

Vernichtet  wird  die  lebendige  Kraft  der  elastischen  Wellen 
erst  bei  denjenigen  Vorgängen,  welche  wir  als  Absorption  der- 
selben bezeichnen.  Die  Absorption  der  Schallwellen  finden 
wir  hauptsächlich  durch  das  Gegenstossen  gegen  nachgiebige 
unelastische  Körper,  z.  B.  Vorhänge,  Decken  befördert,  dürfen 
sie  also  wohl  hauptsächlich  für  einen  Uebergang  der  Bewegung 
an  die  getroffenen  Körper  und  Vernichtung  in  diesen  durch 
Reibung  halten;  ob  die  Bewegung  auch  durch  Reibung  der 
24  Lufttheilchen  gegen  einander  vernichtet  werden  könne,  möchte 
noch  nicht  zu  entscheiden  sein.1)  Die  Absorption  der  Wärme- 
strahlen wrird  von  einer  proportionalen  Wärmeentwickelung  be- 
gleitet; in  wiefern  die  letztere  einem  gewissen  Kraftäquivalente 
entspreche,  werden  wir  im  nächsten  Abschnitt  behandeln.  Die 
Erhaltung  der  Kraft  "würde  stattfinden,  wenn  so  viel  Wärme, 
als  in  dem  ausstrahlenden  Körper  verschwindet,  in  dem  be- 
strahlten wiedererscheint,  vorausgesetzt,  dass  keine  Ableitung 
stattfinde,  und  kein  Theil  der  Strahlung  anderswohin  gelangt. 
Das  Theorem  ist  bei  den  Versuchen  über  Wärmestrahlung 
bisher  wohl  vorausgesetzt  worden,  doch  sind  mir  keine  Ver- 
suche zu  seiner  Begründung  bekannt.  Bei  der  Absorption  der 
Lichtstralilen  durch  die  unvollkommen  oder  gar  nicht  durch- 
sichtigen Körper  kennen  wir  dreierlei  Vorgänge.  Zuerst 
nehmen  die  phosphorescirenden  Körper  das  Licht  in  solcher 
Weise  in  sich  auf,  dass  sie  es  nachher  wieder  als  Licht  ent- 


1)  Ist  jetzt  freilich  nachgewiesen  (1981). 


Digltized  by  Google 


Erhaltung  der  Kraft. 


31 


lassen  können.  Zweitens  scheinen  die  meisten , vielleicht  alle 
Lichtstrahlen  Wärme  zu  erregen.  Der  Annahme  von  der 
Identität  der  wärmenden,  leuchtenden  und  chemischen  Strahlen 
des  Spectrum  sind  in  der  neueren  Zeit  die  scheinbaren  Hin- 
dernisse immer  mehr  aus  dem  Wege  geräumt1),  nur  scheint 
das  Wärmeäquivalent  der  chemischen  und  leuchtenden  Strahlen 
ein  höchst  geringes  zu  sein  im  Vergleich  zu  ihrer  intensiven 
Wirkung  auf  das  Auge.  Sollte  sich  die  Gleichartigkeit  dieser 
verschieden  wirkenden  Strahlungen  aber  nicht  bestätigen,  so 
wurden  wir  allerdings  das  Ende  der  Lichtbewegung  fiir  ein 
unbekanntes  erkären  müssen.  In  vielen  Fällen  drittens  erzeugt 
das  nbsorbirte  Licht  chemische  Wirkungen.  In  Bezug  auf  die 
Kraftverhältnisse  werden  hier  zweierlei  Arten  solcher  Wir- 
kungen unterschieden  werden  müssen,  einmal  diejenigen,  wo  es 
nur  den  Anstoss  zur  Thätigkeit  der  chemischen  Verwandtschaft 
giebt,  ähnlich  den  katalytisch  wirkenden  Körpern,  z.  B.  die 
Wirkung  auf  ein  Gemenge  von  Chlor  und  Wasserstoff;  und 
zweitens  diejenigen,  wo  es  den  chemischen  Verwandtschaften 
entgegenwirkt,  z.  B.  bei  der  Zersetzung  der  Silbersalze,  bei  der 
Einwirkung  auf  grüne  Pflanzentheile.  Bei  den  meisten  dieser 
V orgänge  sind  aber  die  Resultate  der  Lichteinwirkung  noch  so 
wenig  gekannt,  dass  wir  über  die  Grösse  der  dabei  auftretenden 
Kräfte  noch  gar  nicht  urtheilen  können;  bedeutend  durch  ihre 
Quantität  und  Intensität  scheinen  dieselben  nur  bei  der  Ein- 
wirkung auf  die  grünen  Pflanzentheile  zu  sein. 


IV.  Das  Kraftäquivalent  der  Wärme. 

Diejenigen  mechanischen  V orgänge,  bei  welchen  man  bisher 
einen  absoluten  Verlust  von  Kraft  angenommen  hat,  sind: 

1)  Der  Stoss  unelastischer  Körper.  Derselbe  ist  meist 
mit  einer  Formveränderung  und  Verdichtung  der  gestossenen 
Körper  verbunden,  also  mit  Vermehrung  der  Spannkräfte;  dann 
finden  wir  bei  oft  wiederholten  Stössen  der  All  eine  beträcht- 
liche Wärmeentwickelung,  z.  B.  beim  Hämmern  eines  Metall- 

1)  S.  Melloni  in  Pogg.  Ann.  Bd.  LVII.  S.  300.  Brücke  in  Ann, 
Bd.  LXV.  593. 
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Stückes;  endlich  wird  ein  Theil  der  Bewegung  als  Schall  an 
die  anstossenden  festen  und  luftformigen  Körper  abgegeben. 

20  2)  Die  Reibung,  sowohl  an  den  Oberflächen  zweier  sich 

über  einander  hinbewegender  Körper,  als  im  Innern  derselben 
bei  Formveränderungen,  durch  die  Verschiebung  der  kleineren 
Theilchen  aneinander  hervorgebracht.  Auch  bei  der  Reibung 
finden  meistens  geringe  Veränderungen  in  der  moleculären  Con- 
stitution der  Körper,  namentlich  im  Anfang  ihres  Aneinander- 
reibens, statt;  späterhin  pflegen  sich  die  Oberflächen  einander 
so  zu  accomodiren,  dass  diese  Veränderungen  bei  fernerer  Be- 
wegung als  verschwindend  klein  zu  setzen  sein  möchten.  In 
manchen  Fällen  fehlen  dieselben  wohl  ganz,  z.  B.  wenn  Flüssig- 
keiten sich  an  festen  Körpern  oder  unter  einander  reiben. 
Ausserdem  finden  aber  stets  auch  thermische  und  electrische 
Aenderungen  statt. 

Man  pflegt  in  der  Mechanik  die  Reibung  als  eine  Kraft 
darzustellen,  welche  der  vorhandenen  Bewegung  entgegenwirkt, 
und  deren  Intensität  eine  Function  der  Geschwindigkeit  ist 
Offenbar  ist  diese  Auffassung  nur  ein  zum  Behuf  der  Rech- 
nungen gemachter,  höchst  imvollständiger  Ausdruck  des  com- 
plicirten  Vorganges,  bei  welchem  die  verschiedensten  Molecular- 
kräfte  in  Wechselwirkung  treten.  Aus  jener  Auffassung  folgte, 
dass  bei  der  Reibung  lebendige  Kraft  absolut  verloren  ginge, 
ebenso  nahm  man  es  beim  elastischen  Stosse  an.  Dabei  ist 
aber  nicht  berücksichtigt  worden,  dass  abgesehen  von  der  Ver- 
mehrung der  Spannkräfte  durcli  die  Compression  der  reibenden 
oder  gestossenen  Körper,  uns  sowohl  die  gewonnene  Wärme 
eine  Kraft  repräsentirt,  durch  welche  wir  mechanische  Wir- 
kungen erzeugen  können,  als  auch  die  meistenteils  erzeugte 
Electricität  entweder  direct  durch  ihre  anziehenden  und  ab- 
stossenden  Kräfte,  oder  indirect  dadurch,  dass  sie  Wärme  ent- 

27  wickelt.  Es  bliebe  also  zu  fragen  übrig,  ob  die  Summe  dieser 
Kräfte  immer  der  verlorenen  mechanischen  Kraft  entspricht. 
In  den  Fällen,  wo  die  moleculären  Aenderungen  und  die  Elec- 
tricitätsentwickelung  möglichst  vermieden  sind,  würde  sich  diese 
Frage  so  stellen,  ob  für  einen  gewissen  Verlust  an  mechanischer 
Kraft  jedesmal  eine  bestimmte  Quantität  Wärme  entsteht,  und 
inwiefern  eine  Wärmequantität  einem  Aequivalent  mechanischer 
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Kraft  entsprechen  kann.  Zur  Lösung  der  ersteren  Frage  sind 
erst  wenige  Versuche  angestellt.  Joule1)  hat  die  Wärme- 
mengen untersucht,  welche  bei  der  Reibung  des  Wassers  in 
engen  Röhren  und  in  einem  Geiässe  entwickelt  werden,  wo  es 
durch  ein  nach  Art  einer  Turbine  construirtes  Rad  in  Bewegung 
gesetzt  wurde;  er  hat  im  ersteren  Falle  gefunden,  dass  die 
Wärme,  welche  1 kgr  Wasser  um  1°  C.  erwärmt,  452  kgr  um 
ein  Meter  hebt,  im  zweiten  521  kgr.  Indessen  entsprechen  seine 
Messungsmethoden  zu  wenig  der  Schwierigkeit  der  Unter- 
suchung, als  dass  diese  Resultate  irgendwie  auf  Genauigkeit 
Anspruch  machen  könnten  2) ; wahrscheinlich  sind  diese  Zahlen 
zu  hoch,  weil  bei  seinem  Verfahren  wohl  leicht  Wärme  für  die 
Beobachtung  verloren  werden  konnte,  dagegen  der  nothwendige 
Verlust  der  mechanischen  Kraft  in  den  übrigen  Maschinen- 
theilen  von  dieser  nicht  in  Abrechnung  gebracht  ist. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  der  ferneren  Frage,  in  wie  wreit 
Wärme  einem  Kraftäquivalent  entsprechen  könne.  Die  ma- 
terielle Theorie  der  Wärme  muss  noth wendig  die  Quantität 
des  Wärmestoffs  als  constant  ansehen;  mechanische  Kraft  kann 
er  nach  ihr  nur  durch  sein  Streben  sich  auszudehnen  erzeugen. 
Für  sie  kann  das  Kraftäquivalent  der  Wärme  also  auch  um' 
in  der  Arbeit  bestehen,  welche  dieselbe  bei  ihrem  Uebergang 
aus  einer  höheren  in  eine  niedere  Temperatur  leistet;  in  diesem 
Hinne  haben  Car  not  imd  Clapeyron  die  Aufgabe  bearbeitet, 
und  alle  Folgerungen  aus  der  Annahme  eines  solchen  Aequi- 
valents  wenigstens  für  Gase  uud  Dämpfe  bestätigt  gefunden. 

Cm  die  Reibungswärme  zu  erklären,  muss  die  materielle 
Theorie  entweder  annehmen,  dass  dieselbe  von  aussen  zugeleitet 
sei,  nach  W.  Henry,3)  oder  dass  dieselbe  nach  Berthollet4) 
durch  Compression  der  Oberflächen  und  der  abgeriebenen 

1)  J.  P.  Joule.  On  the  existence  of  an  equi  valent  relation  between 
heat  and  the  ordinary  forms  of  mechanieal  power.  Phil.  mag.  XXVII.  205. 

2)  Dieses  Urtheil  bezieht  sieh  nur  auf  die  allerersten  damals  bekannt 
gewordenen  Versuche  Joule’s.  Die  späteren  mit  vollendeter  Sachkennt- 
ni&ä  und  eiserner  Energie  durchgeführten  Versuche  desselben  Forschers 
verdienen  die  höchste  Bewunderung;  diese  ergeben  425  kgr  (1881). 

3)  Mem.  of  the  Society  of  Manchester.  T.  V.  p.  2.  London  1802. 

4)  Statique  cliimique.  T.  I.  p.  247. 

Helm  hol  tz,  wissenscli.  Abhandlungen.  3 
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Theile  entstehe.  Der  ersteren  Annahme  fehlt  bisher  noch  jede 
Erfahrung,  dass  in  der  Umgegend  geriebener  Theile  eine  der 
oft  gewaltigen  Wärmemenge  entsprechende  Kälte  entwickelt 
werde;  die  zweite,  abgesehen  davon,  dass  sie  eine  ganz  unwahr- 
scheinlich grosse  Wirkung  der  durch  die  hydrostatische  Wage 
meist  nicht  wahrnehmbaren  Verdichtung  annehmen  muss,  schei- 
tert ganz  bei  der  Reibung  von  Flüssigkeiten  und  bei  den  Ver- 
suchen, wo  Eisenkeile  durch  Hämmern  glühend  und  weich  ge- 
macht, Eisstücke  durch  Reibung  geschmolzen  werden,1)  da 
doch  das  weichgewordene  Eisen  und  das  durch  Schmelzung 
entstandene  Wasser  nicht  in  dem  comprimirten  Zustande  ge- 
blieben sein  können.  Ausserdem  beweist  uns  aber  auch  die 
Erzeugung  von  Wärme  durch  electrische  Bewegungen,  dass 
29  die  Quantität  der  AVärme  in  der  Tliat  absolut  vermehrt  werden 
könne.  Wenn  wir  auch  die  Reibungselectricität  und  die  vol- 
taische  übergehen,  weil  man  annehmen  könnte,  durch  irgend 
eine  Verbindung  und  Beziehung  der  Electricitäten  zum  Wärme- 
stoff, werde  in  diesen  Fällen  derselbe  nur  von  der  Ursprungs- 
stelle fortgefuhrt  und  in  dem  erwärmten  Leitungsdraht  abge- 
setzt: so  bleiben  uns  noch  zwei  Wege  übrig  electrische  Span- 
nungen auf  rein  mechanischem  Wege  hervorzubringen,  wobei 
nirgends  Wärme  vorhanden  ist,  welche  fortgeführt  werden 
könnte,  nämlich  durch  Vcrtheilung  und  durch  Bewegung  von 
Magneten.  Haben  wir  einen  positiv  electrischen  vollkommen 
isolirten  Körper,  der  seine  Electricität  nicht  verlieren  kann, 
so  wird  ein  angenäherter  isolirter  Leiter  + E zeigen,  wir  werden 
diese  auf  die  Innenseite  einer  Batterie  entladen  können,  den 
Leiter  entfernen,  worauf  er  freie  — E enthält,  welche  in  die 
Aussenseite  der  ersten  oder  in  eine  zweite  Batterie  entladen 
wird.  Wir  werden  durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  offen- 
bar eine  beliebig  grosse  Batterie  beliebig  oft  laden  und  durch 
ihre  Entladung  Wärme  erzeugen  können,  ohne  dass  dieselbe 
irgendwo  verschwindet.  Dagegen  werden  wir  eine  gewisse 
mechanische  Kraftgrösse  verbraucht  haben,  weil  bei  jeder  Ent- 
fernung des  negativ  geladenen  Leiters  von  dem  positiven  ver- 


1)  Huinphrey  Davy,  Essay  on  heat,  light  and  tlie  combinations 
of  light. 
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teilenden  Körper  die  Anziehung  zwischen  beiden  überwunden 
werden  muss.  Im  Wesentlichen  wird  dieses  Verfahren  offenbar 
ausgefuhrt  bei  dem  Gebrauche  des  Electrophors  zur  Ladung 
einer  Leydner  Flasche.  Derselbe  Fall  findet  bei  den  magnet- 
electrischen  Maschinen  statt;  so  lange  Magnet  und  Anker  gegen- 
einander bewegt  werden,  entstehen  electrische  Ströme,  welche 
im  Schliessungsdraht  Wärme  erzeugen,  und  indem  sie  der  Be- 
wegung des  Ankers  gegen  den  Magneten  fortdauernd  entgegen-  ao 
wirken,  dafür  einen  gewissen  Tlieil  der  mechanischen  Kraft 
zerstören.  Es  kann  hier  offenbar  aus  den  die  Maschine  con- 
stituirenden  Körpern  in  das  Unendliche  Wärme  entwickelt 
werden,  ohne  dass  dieselbe  irgendwo  verschwände.  Dass  der 
magnetelectrische  Strom  auch  in  dem  direct  unter  dem  Einfluss 
des  Magneten  stehenden  Tlieil  der  Spirale  Wärme,  und  nicht 
Kälte,  erzeugt,  hat  direct  durch  das  Experiment  Joule1)  zu 
beweisen  gesucht.  Aus  diesen  Thatsachen  folgt  nun,  dass  die 
Quantität  der  Wärme  absolut  vermehrt  werden  könne  durch 
mechanische  Kräfte,  dass  deshalb  die  Wärmeerscheinungen 
nicht  hergeleitet  werden  können  von  einem  Stoffe,  welcher  durch 
sein  blosses  Vorhandensein  dieselben  bedinge,  sondern  dass  sie 
abzuleiten  seien  von  Veränderungen,  von  Bewegungen,  sei  es 
eines  eigenthümlichen  Stoffes,  sei  es  der  schon  sonst  bekannten 
pondcrablen  und  imponderablen  Körper,  z.  B.  der  Electricitäten 
oder  des  Lichtäthers.  Das,  was  bisher  Quantität  der  Wärme 
genannt  worden  ist,  würde  hiernach  der  Ausdruck  sein  erstens 
für  die  Quantität  der  lebendigen  Kraft  der  W ärmebewegung, 
und  zweitens  für  die  Quantität  derjenigen  Spannkräfte  in  den 
Atomen,  welche  bei  einer  Veränderung  ihrer  Anordnung  eine 
solche  Bewegung  hervorbringen  können;  der  erstere  Tlieil  würde 
dem  entsprechen,  was  bisher  freie,  der  zweite  dem,  was  latente 
Wärme  genannt  ist.  Wenn  es  erlaubt  ist  einen  Versuch  zu 
machen  den  Begriff  dieser  Bewegung  noch  bestimmter  zu  fassen, 
so  scheint  im  Allgemeinen  eine  der  Ansicht  von  Ampere  sich 
anschliessende  Hypothese  dem  jetzigen  Zustand  der  Wissen- 
schaft am  besten  zu  entsprechen.  Denken  wir  uns  die  Körper  31 
aus  Atomen  gebildet  , welche  selbst  aus  differenten  Theilchen 


1)  Philos.  Magazine.  1844. 
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bestehen  (chemischen  Elementen,  Electricitäten  etc.),  so  können 
an  einem  solchen  Atom  dreierlei  Arten  von  Bewegungen  unter- 
schieden werden,  nämlich  1)  Verschiebung  des  Schwerpunktes, 
2)  Drehung  um  den  Schwerpunkt,  3)  Verschiebungen  der 
Theilchen  des  Atoms  gegeneinander.  Die  beiden  ersteren  würden 
durch  die  Kräfte  der  Nachbaratome  ausgeglichen  werden  und 
sich  deshalb  auf  diese  in  Wellenform  fortpflanzen,  eine  Fort- 
pflanzungsart, welche  wohl  der  Strahlung,  nicht  aber  der  Leitung 
der  Wärme  entspricht.  Bewegungen  der  einzelnen  Theile  des 
Atoms  gegeneinander  würden  sich  durch  die  innerhalb  des 
Atoms  befindlichen  Kräfte  ausgleichen  und  die  Nachbaratome 
nur  langsam  in  Mitbewegung  setzen  können,  wie  eine  schwingende 
Saite  die  andere,  dafür  aber  selbst  eine  gleiche  Quantität  Be- 
wegung verlieren;  diese  Art  der  Fortpflanzung  scheint  der  der 
geleiteten  Wärme  ähnlich  zu  sein.  Auch  ist  im  Allgemeinen 
klar,  dass  solche  Bewegungen  in  den  Atomen  Aenderungen  in 
den  Molekularkräften,  also  Ausdehnung  und  Aenderung  des 
Aggregatzustandes,  hervorbringen  können;  welcher  Art  aber 
diese  Bewegungen  seien,  zu  bestimmen,  dazu  fehlen  uns  alle 
Anhaltspunkte;  auch  ist  für  unseren  Zweck  die  Einsicht  der 
Möglichkeit  hinreichend,  dass  die  Wärmeerschemüngen  als  Be- 
wegungen gefasst  werden  können.  Die  Erhaltung  der  Kraft 
würde  bei  dieser  Bewegung  so  weit  stattfinden,  als  bisher  die 
Erhaltung  der  Quantität  des  Wärmestoffes  erkannt  ist,  nämlich 
bei  allen  Erscheinungen  der  Leitung  und  Strahlung  aus  einem 
Körper  zu  dem  andern,  bei  der  Bindung  und  Entbindung  von 
Wärme  durch  Aenderung  des  Aggregatzustandes. 

32  Von  den  verschiedenen  Entstehungsweisen  der  Wärme 
haben  wir  die  durch  Einstrahlung  und  durch  mechanische  Kräfte 
besprochen,  die  durch  Electricität  werden  wir  unten  durchgehen. 
Es  bleibt  die  Wärmeentwickelung  durch  chemische  Processe. 
Man  hat  dieselbe  bisher  für  ein  Freiwerden  von  AYrärmestoff 
erklärt,  welcher  in  den  sich  verbindenden  Körpern  latent  vor- 
handen sei.  Da  man  hiernach  jedem  einfachen  Körper  und 
jeder  chemischen  Verbindung,  die  noch  weitere  Verbindungen 
höherer  Ordnung  eingehen  kann,  eine  bestimmte  Quantität  la- 
tenter Wärme  beilegen  musste,  welche  nothwendig  mit  zu  ihrer 
chemischen  Constitution  gehörte:  so  folgte  hieraus  das  Gesetz, 
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welches  mau  auch  theilweise  in  der  Erfahrung  bewalu’heitet 
hat,  dass  nämlich  bei  der  chemischen  Verbindung  mehrerer 
Stoße  zu  gleichen  Producten  stets  gleich  viel  Wärme  hervor- 
gebracht werde,  in  welcher  Ordnung  und  in  welchen  Zwischen- 
stufen auch  die  Verbindung  vor  sich  gehen  möge.1)  Nach  un- 
serer Vorstellungsweise  würde  die  bei  chemischen  Processen 
entstehende  Wärme  die  Quantität  der  lebendigen  Kraft  sein, 
welche  durch  die  bestimmte  Quantität  der  chemischen  An- 
ziehungskräfte hervorgebracht  werden  kann,  imd  das  obige  Ge- 
setz würde  der  Ausdruck  für  das  Princip  von  der  Erhaltung 
der  Kraft  in  diesem  Falle  werden. 

Ebensowenig,  als  man  die  Bedingungen  und  Gesetze  der 
Erzeugung  von  Wärme  imtersucht  hat,  obgleich  eine  solche 
unzweifelhaft  stattßndet,  ist  dies  für  das  Verschwinden  derselben 
geschehen.  Bisher  kennt  man  nur  die  Fälle,  wo  chemische 
Verbindungen  aufgehoben  wurden,  oder  dünnere  Aggregatzu- 
stände eintraten  und  dadurch  Wärme  latent  wurde.  Ob  bei 
der  Erzeugung  mechanischer  Kraft  Wärme  verschwinde,  was 
ein  nothwendiges  Postulat  der  Erhaltung  der  Kraft  sein  würde, 
ist  noch  niemals  gefragt  worden.  Ich  kann  dafür  nur  einen 
Versuch  von  Joule2)  anführen,  der  ziemlich  zuverlässig  zu 
sein  scheint.  Derselbe  fand  nämlich,  dass  die  Luft  bei  dem 
Ausströmen  aus  einem  Behälter  von  136,5  Cubikzollen,  in 
welchem  sie  unter  22  Atmosphären  Druck  stand,  das  umgebende 
Wasser  um  4°, 085  F erkältete,  sobald  sie  in  die  Atmosphäre 
ausströmte,  also  deren  Widerstand  zu  überwinden  hatte.  Da- 
gegen trat  keine  Temperaturveränderung  ein,  wenn  dieselbe  in 
ein  luftleeres,  ebenso  grosses  Gefäss  überströmte,  welches  in 
demselben  Wassergefäss  stand,  wo  sie  also  keinen  Widerstand 
zu  überwinden  hatte  und  keine  mechanische  Kraft  ausübte. 

Wir  haben  jetzt  noch  zu  untersuchen,  in  welchem  Ver- 
hältniss  die  Versuche  von  Clapeyron3)  und  Holtzmann4), 
das  Kraft  äquivalent  der  Wärme  herzuleiten,  zu  dem  unsrigen 

1)  Hess  in  Pogg.  Ann.  L 392.  LVI  598. 

2)  Philos.  Magaz.  XXVI  369. 

3)  Pogg.  Anu.  Bd.  LIX  446.  566.  (1843). 

4)  lieber  die  Wärme  und  Elasticität  der  Gase  und  Dämpfe.  Mann- 
heim, 1845.  Ein  Auszug  davon  in  Pogg.  Ann.  Ergänzungsbd.  II. 
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stehen.  Clapeyron  geht  aus  von  der  Betrachtung,  dass  die 
Wärme  nur  durch  ihre  Verbreitung  aus  einem  wärmeren  Kör- 
per in  einen  anderen  kälteren  als  Mittel  zur  Erzeugung  mecha- 
nischer Kraft  benutzt  werden  könne,  und  dass  das  Maximum 
der  letzteren  gewonnen  werden  müsse,  wenn  die  Ueberleitung 
der  Wärme  nur  zwischen  Körpern  gleicher  Temperatur  statt- 
finde, die  Temperaturänderungen  aber  durch  Compression  und 
Dilatation  der  erwärmten  Körper  bewirkt  würden.  Dieses 
34  Maximum  müsse  aber  für  alle  Naturkörper,  wrelche  durch  Er- 
wärmung und  Erkältung  eine  mechanische  Arbeit  leisten  könnten, 
dasselbe  sein;  denn  wäre  es  verschieden,  so  würde  man  den 
einen  Körper,  in  welchem  ein  gewisses  Wärmequantum  die 
grössere  Wirkung  giebt,  zur  Gewinnung  von  mechanischer  Arbeit 
benutzen  können  und  einen  Theil  dieser  letzteren  dann,  um 
mit  dem  anderen  Körper  rückwürts  die  Wärme  wieder  aus  der 
kälteren  in  die  wärmere  Quelle  zurückzubringen,  und  man  würde 
so  in  das  Unendliche  mechanische  Kraft  gewinnen,  wrobei  aber 
stillschweigend  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Quantität  der  Wärme 
dadurch  nicht  verändert  werde.  Analytisch  stellt  er  dies  Gesetz 
in  folgendem  allgemeinen  Ausdrucke  dar: 

dg  dt  dg  dt  ^ 

dv  dp  dp  dv  * 


woiin  q die  Quantität  der  Wärme,  welche  ein  Körper  enthält, 
t seine  Temperatur,  beide  ausgedrückt  als  Functionen  von  v 
dem  Volumen  und  p dem  Druck.  1/C  ist  die  mechanische  Arbeit, 
welche  die  Einheit  der  Wärme  (die  1 kgr  Wasser  um  1°C. 
erwärmt)  leistet,  wemi  sie  in  eine  um  1 0 niedrigere  Temperatur 
übergeht  Dieselbe  soll  für  alle  Naturkörper  identisch  sein, 
aber  nach  der  Temperatur  veränderlich.  Für  Gase  wird  diese 
Formel : 


dv  ' dp 


Clapeyron ’s  Folgerungen  aus  der  Allgemeingültigkeit  dieser 
Formel  haben  wenigstens  für  Gase  eine  grosse  Zahl  von  er- 
fahrungsmässigen  Analogien  für  sich.  Seine  Ableitung  des 
Gesetzes  kann  nur  zugegeben  werden,  wenn  die  absolute  Quan- 
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tität  der  Wanne  als  unveränderlich  betrachtet  wird;1)  übrigens  35 
folgt  seine  speciellere  Formel  für  Gase,  welche  allein  durch 
Vergleichung  mit  der  Erfalirung  unterstützt  ist,  auch  aus  der 
Formel  von  Holtzmann,  wie  wir  sogleich  zeigen  werden.  Von 
der  allgemeinen  Formel  hat  er  nur  zu  zeigen  gesucht,  dass  das 
daraus  folgende  Gesetz  der  Erfahrung  wenigstens  nicht  wider- 
spricht. Dieses  Gesetz  ist,  dass  wenn  der  Druck  auf  verschie- 
dene Körper,  genommen  bei  gleicher  Temperatur,  um  eine 
kleine  Grösse  erhöht  wird,  Wärmemengen  entwickelt  werden, 
die  proportional  sind  ihrer  Ausdehnbarkeit  durch  die  Wärme. 
Nur  auf  eine  mindestens  sehr  unwahrscheinliche  Folgerung  die- 
ses Gesetzes  will  ich  aufmerksam  machen.  Compression  des 
Wassers  bei  dem  Wendepunkte  seiner  Dichtigkeit  würde  näm- 
lich keine  Wärme,  zwischen  diesem  und  dem  Gefrierpunkt  aber 
Kälte  erzeugen. 

Holtzmann  geht  aus  von  der  Betrachtung,  dass  eine 
gewisse  Wärmemenge,  welche  in  ein  Gas  ein  tritt,  darin  ent- 
weder eine  Temperaturerhöhung  oder  eine  Ausdehnung  ohne 
Temperaturerhöhung  erzeugen  kann.  Die  durch  diese  Aus- 
dehnung zu  leistende  Arbeit  nahm  er  als  das  mechanische 
Aequivalent  der  Wärme  und  berechnete  aus  den  Schallver- 
suchen von  Dulong  über  das  Verhältniss  der  beiden  speci- 
fischen  Wärmen  der  Gase  für  die  Wärme,  welche  1 kgr  Wasser 
um  1°  C.  erwärmt,  374  kgr  gehoben  um  1 m.  Diese  Art  der 
Berechnung  ist  von  unseren  Betrachtungen  aus  nur  zulässig, 
wenn  die  ganze  lebendige  Kraft  der  hinzugetretenen  Wärme 
wirklich  als  Arbeitskraft  abgegeben  ist,  also  die  Summe  der 
lebendigen  und  Spannkräfte,  d.  h.  die  Quantität  der  freien  und 
latenten  Wärme  in  dem  stärker  ausgedehnten  Gase  ganz  die- 
selbe ist,  wie  in  dem  dichteren  von  derselben  Temperatur. 
Danach  müsste  ein  Gas,  welches  ohne  Leistung  einer  Arbeit  3« 
sich  ausdehnt,  seine  Temperatur  nicht  ändern,  wie  es  aus  dem 
oben  erwähnten  Experiment  von  Joule  wirklich  hervorzugehen 
scheint,  imd  die  Temperaturerhöhung  und  Erniedrigung  bei  der 
Compression  und  Dilatation  unter  den  gewöhnlichen  Umständen 


1)  Bekanntlich  hatHr.  Claus  iu  s später  (1850)  diesen  Punkt  der  Car - 
not’schen  Theorie  verbessert  (1881). 
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würde  von  einer  Erzeugung  von  Wärme  durch  mechanische 
Kraft  und  umgekehrt  herrühren.  Für  die  Richtigkeit  des  Ge- 
setzes von  Holtzmann  spricht  die  grosse  Menge  der  mit  der 
Erfahrung  übereinstimmend  gezogenen  Folgerungen,  namentlich 
die  Herleitung  der  Formel  für  die  Elasticität  des  Wasser- 
dampfes bei  verschiedenen  Temperaturen. 

Joule  bestimmt  aus  seinen  eigenen  Versuchen  das  Kraft- 
äquivalent,  welches  Holtzmann  aus  fremden  zu  374  berechnet 
hat,  zu  481,  464,  479,  während  er  durch  Reibung  für  das  Kraft- 
äquivalent der  Wärmeeinheit  452  und  521  gefunden  hatte. 

Die  Formel  von  Holtzmann  ist  übereinstimmend  mit  der 
von  Clapeyron  für  Gase,  nur  ist  darin  auch  die  unbestimmte 
Function  der  Temperatur  C gefunden,  und  dadurch  wird  die 
vollständige  Bestimmung  des  Integrals  möglich.  Die  erstere 
lautet  nämlich: 

££  _ „ „ dl 

a dr  ‘ dp ’ 


wo  a das  Kraftäquivalent  der  Wärmeeinheit;  die  von  Cla 
peyron: 


dq 

dp 


Beide  sind  also  übereinstimmend,  wenn  C=  pvja  oder  da 
37  p = kjv  (1  + at\  wo  u der  Ausdehnungscoefficient,  k eine  Con- 
stante  ist,  wenn: 

1 a 

C k (1  + a t) 


Die  von  Clapeyron  berechneten  Werthe  von  l/C  stimmen 
nun  wirklich  ziemlich  mit  dieser  Formel,  wie  aus  der  nach- 
stehenden Zusammenstellung  hervorgeht. 


Tem- 

Von  Clapeyron  berechnet 

Nach  der 

peratur 

a 

b 

c 

Formel 

0° 

1,410  ~ 

1,586 

1,544 

35,5 

1,365 

1,292 

1,366 

78,8 

1,208 

1,142 

1,198 

100 

1,115 

1,102 

1,129 

156,8 

1,076 

1,072 

0,904 

Die  Zahl  unter  a ist  aus  der  Schallgeschwindigkeit  in  der  Luft 
berechnet,  die  Reihe  b aus  den  latenten  Wärmen  des  Dampfes 


Digilized  by  Google 


Erhaltung  der  Kraft. 


41 


von  Aether,  Alkohol,  Wasser,  Terpentinöl,  c aus  der  Expansiv- 
kraft des  Wasserdunstes  für  verschiedene  Temperaturen.  Cla- 
pevron’s  Formel  für  Gase  ist  hiernach  identisch  mit  der  von 
Holtzmann;  ihre  Anwendbarkeit  auf  feste  und  tropfbar  flüssige 
Körper  bleibt  vorläufig  zweifelhaft.1) 

V.  Das  Kraftäquivalent  der  electrischen  Vorgänge. 

Statische  Electricität.  Die  Maschinenelectricität  kamt 
uns  auf  zweierlei  Weise  Ursache  von  Krafterzeugung  werden, 
einmal  indem  sie  sich  mit  ihren  Trägern  bewegt,  durch  ihre 
anziehende  und  abstossende  Kraft,  dann  indem  sie  sich  in  den  38 
Trägern  bewegt,  durch  Wärmeentwickelung.  Die  ersteren 
mechanischen  Erscheinungen  hat  man  bekanntlich  aus  den 
im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  der  Entfernung 
wirkenden,  anziehenden  und  abstossenden  Kräften  zweier  elec- 
trischer  Fluida  hergeleitet,  und  die  Erfahrungen,  soweit  die- 
selben mit  der  Theorie  verglichen  werden  konnten,  mit  der 
Rechnung  übereinstimmend  gefunden.  Gemäss  unserer  anfäng- 
lichen Herleitung,  muss  die  Erhaltung  der  Kraft  für  solche 
Kräfte  stattfinden.  Wir  wollen  deshalb  auf  die  specielleren 
Gesetze  der  mechanischen  Wirkungen  der  Electricität  nur  so 
weit  eingehen,  als  es  uns  für  die  Ableitung  des  Gesetzes  der 
electrischen  Wärmeentwickelung  nöthig  ist. 

Sind  e,  und  e„  zwei  electrische  Massenelemente,  deren 
Einheit  diejenige  ist,  welche  eine  ihr  gleiche  in  der  Entfernung 
= 1 mit  der  Kraft  = 1 abstösst,  werden  die  entgegengesetzten 
Electricitäten  durch  entgegengesetzte  Vorzeichen  der  Massen 
bezeichnet,  und  ist  r die  Entfernung  zwischen  e , und  etn  so  ist 
die  Intensität  ihrer  Centralkraft: 

rf  = - 7*  * 

Der  Gewinn  an  lebendiger  Kraft,  indem  sie  aus  der  Entfer- 
nung R in  die  r übergehen,  ist: 


R 


1)  S.  Zusatz  5 betreffs  der  Arbeiten  von  R.  Mayer. 
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Wenn  sie  aus  der  Entfernung oo  in  die  r übergehen,  ist  der- 
selbe — e,e„/r.  Bezeichnen  wir  diese  letztere  Grösse,  die  Summe 
der  bei  der  Bewegung  von  oo  bis  r verbrauchten  Spannkräfte 

39  und  gewonnenen  lebendigen  Kräfte,  gemäss  der  Bezeichnung, 
welche  Gauss  bei  den  Magnetismen  angewendet  hat,  mit  dem 
Namen  Potential  der  beiden  elektrischen  Elemente  für  die 
Entfernung  r,  so  ist  die  Zunahme  an  lebendiger  Kraft  bei 
irgend  einer  Bewegung  gleich  zu  setzen  dem  Ueberschuss  des 
Potentials  am  Ende  des  Weges  über  das  am  Anfänge. 

Bezeichnen  wir  ebenso  die  Summe  der  Potentiale  eines 
electrischen  Elementes  gegen  sämmtliche  Elemente  eines  elec- 
trisirten  Körpers  als  das  Potential  des  Elementes  gegen  den 
Körper,  und  die  Summe  der  Potentiale  aller  Elemente  eines 
electrischen  Körpers  gegen  alle  eines  andern  als  das  Potential 
der  beiden  Körper:  so  wird  uns  wieder  der  Gewinn  an  leben- 
diger Kraft  durch  den  Unterschied  der  Potentiale  gegeben, 
vorausgesetzt,  dass  die  Yertheilung  der  Electricität  in  den 
Körpern  nicht  geändert  werde,  dass  dieselben  also  idioelec- 
trische  sind.  Aendert  sich  die  Vertheilung,  so  ändert  sich 
auch  die  Quantität  der  electrischen  Spannkräfte  in  den  Kör- 
pern selbst,  die  gewonnene  lebendige  Kraft  muss  also  dann 
eine  andere  sein. 

Durch  alle  Methoden  des  Electrisirens  werden  gleiche 
Quantitäten  positiver  und  negativer  Electricität  erzeugt.;  bei 
der  Ausgleichung  der  Electrieitäten  zwischen  zwei  Körpern, 
deren  einer  A eben  so  viel  positive  Electricität  enthält,  als  der 
andere  B negative,  geht  die  Hälfte  positiver  Electricität  von 
A nach  B , dagegen  die  Hälfte  negativer  von  B nach  A . Nen- 
nen wir  die  Potentiale  der  Körper  auf  sich  selbst  Wa  und  HTby 
das  Potential  derselben  gegen  einander  V,  so  finden  wir1)  die 
ganze  gewonnene  lebendige  Kraft,  wenn  wir  das  Potential  der 
übergehenden  electrischen  Massen  vor  der  Bewegung  gegen 
jede  der  anderen  Massen  und  auf  sich  selbst  abziehen  von 

40  denselben  Potentialen  nach  der  Bewegung.  Dabei  ist  zu  be- 
merken, dass  das  Potential  zweier  Massen  sein  Zeichen  wech- 


1)  Nämlich:  „unter  den  hier  gemachten  Annahmen“.  S.  Zusatz  6.  (1881). 
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seit,  wenn  eine  der  Massen  dasselbe  wechselt.  Es  kommen  also 
iü  Betracht  folgende  Potentiale: 


1)  des  bewegten  + JE  aus  A 
gegen  sich  selbst 

gegen  das  bewegte  — J E 
gegen  das  ruhende  -f*  J E 
gegen  das  ruhende  — JE 

2)  des  bewegten  — J E aus  B 
gegen  sich  selbst 

gegen  das  bewegte  -f  JE 
gegen  das  ruhende  —JE 
gegen  das  ruhende  + JE 


}(  Wh  - Wa) 
- V) 
J(  — K—  IVn) 

K-  »V-  v ) 


\(Wa-  IV,) 

i ( v - v ) 

\(-y-  wy 

H-wa-  v ) 


Summe  — 


Wa  4-  H\\ ' 


Diese  Grösse  giebt  uns  also  das  Maximum  der  zu  erzeugenden 
lebendigen  Kraft  und  die  Quantität  der  Spannkraft  an,  welche 
durch  das  Electrisiren  gewonnen  wird. 

Um  nun  statt  dieser  Potentiale  geläufigere  Begriffe  in  die 
Rechnung  einzufuhren,  brauchen  wir  folgende  Betrachtung. 
Denken  wir  uns  Flächen  construirt,  für  welche  das  Potential 
eines  in  ihnen  liegenden  electrischen  Elementes  in  Bezug  auf 
einen  oder  mehrere  vorhandene  electrische  Körper  gleiche 
Werthe  hat,  und  nennen  diese  Gleichgewichtsoberflächen,  so 
muss  die  Bewegung  eines  electrischen  Theilchens  von  irgend 
einem  Punkte  der  einen  zu  irgend  einem  Punkte  einer  be- 
stimmten anderen  stets  die  lebendige  Kraft  um  eine  gleiche 
Grosse  vermehren,  dagegen  wird  eine  Bewegung  in  der  Fläche 
selbst  die  Geschwindigkeit  des  Theilchens  nicht  verändern.  Es 
wird  also  die  Resultante  sämmtlicher  electrischer  Anziehungs-  4i 
kräfte  für  jeden  einzelnen  Punkt  des  Raumes  auf  der  durch 
ihn  gehenden  Gleichgewichtsoberfläche  senkrecht  stehen  müs- 
sen, und  jede  Fläche,  auf  der  diese  Resultanten  senkrecht 
stehen,  wird  eine  Gleichgewichtsoberfläche  sein  müssen. 

Das  electrische  Gleichgewicht  in  einem  Leiter  wird  nun 
sicht  eher  bestehen,  als  bis  die  Resultanten  sämmtlicher  An- 
ziehungskräfte seiner  eigenen  Electricitäten  und  etwa  noch 
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vorhandener  anderer  electrisirter  Körper  senkrecht  auf  seiner 
Oberfläche  stehen,  weil  durch  dieselben  sonst  die  electrischen 
Tlieilchen  längs  der  Oberfläche  verschoben  werden  müssten. 
Folglich  wird  die  Oberfläche  eines  electrisirten  Leiters  selbst 
eine  Gleichgewichtsoberfläche  sein,  und  die  lebendige  Kraft, 
welche  ein  verschwindend  kleines  electrisches  Tlieilchen  bei 
seinem  Uebergange  von  der  Oberfläche  eines  Leiters  zu  der 
eines  andern  gewinnt,  eine  Constante.  Bezeichnet  Ca  die  leben- 
dige Kraft,  welche  die  Einheit  der  positiven  Electricität  ge- 
winnt bei  ihrem  Uebergange  von  der  Oberfläche  des  Leiters  A 
in  unendliche  Entfernung,  so  dass  Ca  für  positiv  electrische 
Ladungen  positiv  ist,  Aa  das  Potential  derselben  Electricitäts- 
menge,  wenn  sie  sich  in  einem  bestimmten  Punkte  der  Ober- 
fläche von  A befindet  gegen  A,  Ab  dasselbe  gegen  B,  fVa  das 
Potential  von  A auf  sich  selbst,  Wb  dasselbe  von  B , V das  von 
A auf  B,  und  Qa  die  Quantität  der  Electricität  in  Ay  Qb  in  B: 
so  ist  die  lebendige  Kraft,  welche  das  electrische  Tlieilchen  e 
bei  seinem  Uebergange  aus  unendlicher  Entfernung  auf  die 
Oberfläche  von  A gewinnt: 

- eCa  — e(Aa  -f-  Ab). 

Setzt  man  statt  e nach  einander  alle  electrischen  Tlieilchen  der 
42  Oberfläche  von  A , und  für  Aa  und  Ab  die  zugehörigen  Poten- 
tiale, und  addirt  alle,  so  erhält  man: 

- QaCa=  V+  fVa. 

Ebenso  für  den  Leiter  B : 

- QbCb=  V+  Wb. 

Die  Constante  C muss  nun  nicht  nur  für  die  ganze  Ober- 
fläche eines  und  desselben  Leiters  gleich  sein,  sondern  auch 
für  getrennte  Leiter,  wenn  dieselben  bei  Herstellung  einer  Ver- 
bindung, durch  welche  die  Vertheilung  ihrer  Electricitäten  nicht 
. merklich  geändert  wird,  keine  Electricität  mit  einander  aus- 
tauschen,  d.  h.  sie  muss  gleich  sein  für  alle  Leiter  von  gleicher 
freier  Spannung.  Wir  können  als  Maass  der  freien  Spannung 
eines  electrischen  Körpers  diejenige  Quantität  von  Electricität 
gebrauchen,  welche  ausserhalb  der  Vertheilungsweite  in  einer 
Kugel  vom  Radius  = 1 angehäuft,  mit  jenem  Körper  im  elec- 
trischen Gleichgewicht  steht.  Ist  die  Electricität  gleichmässig 
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über  die  Kugel  verbreitet,  so  wirkt  sie  bekanntlich  nach  aussen, 
als  wäre  sie  ganz  im  Mittelpunkt  derselben  zusammengedrängt. 
Bezeichnen  wir  die  Masse  der  Electricität  mit  E,  den  Radius 
der  Kugel  mit  R = 1,  so  ist  für  diese  Kugel  die  Constante: 


Also  die  Constante  C ist  unmittelbar  gleich  der  freien  Span- 
nung. 

Danach  findet  sich  die  Quantität  von  Spannkräften  zweier 
Leiter,  welche  gleiche  Quantitäten  Q von  positiver  und  nega- 
tiver Electricität  enthalten: 


= Q 


c«  - Cf 


Da  Ci  negativ  ist,  so  ist  die  algebraische  Differenz  Ca  — Ch 
gleich  ihrer  absoluten  Summe.  Ist  die  Ableitungsgrösse  des  ** 
Leiters  B selir  gross,  also  nahehin  Ch  — 0,  so  ist  die  Quan- 
tität der  Spannkräfte  \ QCa  = J(—  V + fVa);  ist  auch  die  Ent- 
fernung beider  Leiter  sehr  gross,  so  ist  dieselbe  — J Wa. 

Die  lebendige  Kraft,  welche  bei  der  Bewegung  zweier  elec- 
tri>cher  Massen  entsteht,  haben  wir  gefunden  gleich  der  Ab- 
nahme der  Summe  J(QaCa  + QbCf).  Diese  lebendige  Kraft  ge- 
winnen wir  als  mechanische,  wenn  die  Geschwindigkeit,  womit 
sich  die  Elektrieität  in  den  Körpern  bewegt,  verschwindend 
klein  ist  gegen  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  elec- 
triscben  Bewegung;  wir  müssen  sie  als  Wärme  empfangen, 
wenn  dies  nicht  der  Fall  ist.  Die  bei  der  Entladung 
gleicher  Quantitäten  Q entgegengesetzter  Electricität  erzeugte 
Wärme  0 findet  sich  demnach: 


0 = j >aQ(Ca~Cb), 


wo  a das  mechanische  Aequivalent  der  Wärmeeinheit  be- 
zeichnet, oder  wenn  Ch  = 0,  wie  in  Batterien,  deren  äussere 
Belegung  nicht  isolirt  ist,  deren  Ableitungsgrösse  S ist,  so 
dass  CS—  Q: 

l l Q2 

^ **  2a  Q C ~ 2 a ~S  * 
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Riess1)  hat  durch  Experimente  bewiesen,  dass  bei  ver- 
schiedenen Ladungen  und  verschiedener  Anzahl  gleich  con- 
struirter  Flaschen  die  in  jedem  einzelnen  Theile  desselben 
Schliessungsdrahtes  entwickelte  Wärme  proportional  sei  der 
4t  Grösse  Q2jS.  Nur  bezeichnet  er  mit  «S  die  Oberfläche  der  Be- 
legung der  Flaschen.  Bei  gleich  construirten  Flaschen  muss 
diese  aber  der  Ableitungsgrösse  proportional  sein.  Aus  seinen 
Versuchen  hat  ferner  Vorsse  1 mann  de  Heer2)  gefolgert,  so 
wie  Knochenhauer3)  aus  den  eigenen,  dass  die  Wärmeent- 
wickelung bei  derselben  Ladung  derselben  Batterie  dieselbe 
bleibe , wie  auch  der  Schliessungsdrath  abgeändert,  werden 
möge.  Der  Letztere  hat  dieses  Gesetz  auch  bei  Verzweigung 
der  Schliessungsdrähte  und  bei  Nebenströmen  durchgeführt 
lieber  die  Grösse  der  (konstante  a liegen  bis  jetzt  noch  keine 
Beobachtungen  vor. 

Zu  erklären  ist  dieses  Gesetz  leicht,  sobald  wir  uns  die 
Entladung  einer  Batterie  nicht  als  eine  einfache  Bewegung  der 
Electricität  in  einer  Richtung  vorstellen,  sondern  als  ein  Hin- 
und  Herschwanken  derselben  zwischen  den  beiden  Belegungen 
in  Oscillationen , welche  immer  kleiner  werden,  bis  die  ganze 
lebendige  Kraft  derselben  durch  die  Summe  der  Widerstände 
vernichtet  ist.  Dafür,  dass  der  Entladungsstrom  aus  abwech- 
selnd entgegengerichteten  Strömen  besteht,  spricht  erstens  die 
abwechselnd  entgegengesetzte  magnetisirende  Wirkung  dessel- 
ben, zweitens  die  Erscheinung,  welche  Wollaston  bei  dem 
Versuch  Wasser  durch  electrische  Schläge  zu  zersetzen,  wahr- 
nahm, dass  sich  nämlich  beide  Gasarten  an  beiden  Electroden 
entwickeln.  Zugleich  erklärt  diese  Annahme,  warum  bei  diesem 
Versuch  die  Electroden  möglichst  geringe  Oberfläche  haben 
müssen. 

45  Galvanismus.  Wir  haben  in  Beziehung  auf  die  galva- 
nischen Erscheinungen  zwei  Klassen  von  Leitern  zu  unter- 
scheiden: 1)  diejenigen,  welche  nach  Art  der  Metalle  leiten, 
und  dem  Gesetze  der  galvanischen  Spannungsreihe  folgen ; 

1J  Pogg.  Ann.  XLIII  47. 

2)  Pogg.  Ann.  XLVIII.  292.  Dazu  die  Bemerkung  von  Riess 
ebendas.  S.  320. 

3)  Ann.  LXII.  364.  LXIV  64. 
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2)  diejenigen,  welche  diesem  Gesetze  nicht  folgen.  Alle  diese 
letzteren  sind  zusammengesetzte  Flüssigkeiten , und  erleiden 
durch  jede  Leitung  eine  der  Quantität  der  geleiteten  Electri- 
cit&t  proportionale  Zersetzung. 

Wir  können  danach  die  experimentellen  Thatsachen  ein- 
theüen:  1)  in  solche,  welche  nur  zwischen  Leitern  der  ersten 
Klasse  stattfinden,  die  Ladung  verschiedener  sich  berührender 
Metalle  mit  imgleichen  Electricitäten , und  2)  in  solche  zwi- 
schen Leitern  beider  Klassen , die  electrisclien  Spannungs- 
unterschiede der  offenen  und  die  electrischen  Ströme  der  ge- 
schlossenen Ketten.  Durch  eine  beliebige  Combination  von 
Leitern  erster  Klasse  können  niemals  electrische  Ströme  her- 
vorgehracht  werden , sondern  nur  electrische  Spannungen. 
Diese  Spannungen  sind  aber  nicht  äquivalent  einer  gewissen 
Kraftgrösse,  wie  die  bisher  betrachteten,  welche  eine  Störung 
des  electrischen  Gleichgewichts  bezeichneten;  die  galvanischen 
Spannungen  sind  vielmehr  entstanden  durch  die  Herstellung 
des  electrischen  Gleichgewichts,  durch  sie  kann  keine  Bewe- 
gung der  Electricität  hervorgerufen  werden  ausser  bei  Lagen- 
verändeningen  der  Leiter  selbst  durch  die  geänderte  Verthei- 
lung  der  gebundenen  Electricität.  Denken  wir  uns  alle  Metalle 
der  Erde  mit  einander  in  Berührung  gebracht,  und  die  ent- 
sprechende Yertheilung  der  Electricität  erfolgt,  so  kann  durch 
keine  andere  Verbindung  derselben  irgend  eines  eine  Aenderung 
seiner  electrischen  freien  Spannung  erleiden,  ehe  nicht  eine  Be- 
rührung mit  einem  Leiter  zweiter  Klasse  erfolgt  ist.  Den  Be- 
griff der  Contactkraft,  der  Kraft,  welche  an  der  Berührungs- 
stelle zweier  verschiedenen  Metalle  thätig  ist , und  ihre 
verschiedenen  electrischen  Spannungen  erzeugt  und  unterhält, 
hat  man  bisher  nicht  näher  bestimmt  als  eben  so,  weil  man 
mit  demselben  auch  die  Erscheinungen  der  Berührung  von 
Leitern  erster  und  zweiter  Klasse  zu  umfassen  suchte  zu  einer 
Zeit,  wo  man  den  constanten  und  wesentlichen  Unterschied 
beider  Erscheinungen,  den  chemischen  Process,  noch  nicht  als 
solchen  kannte.  In  dieser  dadurch  nothwendig  gemachten  Un- 
bestimmtheit der  Begriffsfassung  erscheint  nun  allerdings  die 
Contactkraft  als  eine  solche,  welche  in  das  Unendliche  Quan- 
titäten freier  Electricität  und  somit  mechanische  Kräfte, 
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d.  h.  die  Spannungsdifferenz  muss  bei  verschiedenen  Stücken 
derselben  Metalle  constant  sein,  und  bei  verschiedenen  Me- 
tallen dem  Gesetze  der  galvanischen  Spannungsreihe  folgen. 

Bei  den  galvanischen  Strömen  haben  wir  in  Bezug  auf  die 
Erhaltung  der  Kraft  hauptsächlich  folgende  Wirkungen  zu  be- 
trachten: Wärmeentwickelung,  chemische  Processe  und  Polari- 
sation. Die  electrodynamischen  Wirkungen  werden  wir  beim 
Magnetismus  durchnehmen.  Die  Wärmeentwickelung  ist  allen  4a 
Strömen  gemein;  nach  den  beiden  anderen  Wirkungen  können 
wir  sie  für  unseren  Zweck  unterscheiden  in  solche,  welche  blos 
chemische  Zersetzungen,  in  solche,  welche  blos  Polarisation, 
und  in  solche,  welche  beides  hervorbringen. 

Zuerst  wollen  wir  die  Bedingungen  der  Erhaltung  der  Kraft 
untersuchen  an  solchen  Ketten,  bei  welchen  die  Polarisation 
aufgehoben  ist,  weil  diese  die  einzigen  sind,  für  welche  wir  bis 
jetzt  bestimmte  durch  Messungen  bewährte  Gesetze  haben.  Die 
Intensität  des  Stromes  J einer  Kette  von  n Elementen  wird 
gegeben  durch  das  Ohm’sche  Gesetz: 

j n A 

J - W ’ 

wo  die  Constante  A die  electromotorische  Kraft  des  einzelnen 
Elementes  und  fV  der  Widerstand  der  Kette  genannt  wird; 

A und  W sind  in  diesen  Ketten  unabhängig  von  der  Intensität. 
Da  während  eines  gewissen  Zeitraumes  der  Wirkung  einer 
solchen  Kette  nichts  in  ihr  geändert  wird  als  die  chemischen 
Verhältnisse  und  die  Wärmemenge,  so  würde  das  Gesetz  von 
der  Erhaltung  der  Kraft  fordern,  dass  die  durch  die  vorge- 
gangenen chemischen  Processe  zu  gewinnende  Wärme  gleich 
sei  der  wirklich  gewonnenen.  In  einem  einfachen  Stück  einer 
metallischen  Leitung  vom  Widerstand  w ist  nach  Lenz1)  die 
während  der  Zeit  t entwickelte  Wärme: 

?9*  = J2wt , 

wenn  man  als  Einheit  von  tc  die  Drahtlänge  nimmt,  in  welcher 
die  Einheit  des  Stromes  in  der  Zeiteinheit  die  Wärmeeinheit 
entwickelt.  Für  verzweigte  Scldiessungsdrähte,  wo  die  Wider- 


1)  S.  Pogg.  Ann.  LIX.  S.  203  u.  407  aus  den  Bull,  de  l'acad.  d. 
scienc.  de  St.  Petersbourg.  1843. 

Helmholtz,  wissensch.  Abhandlungen.  4 
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stände  der  einzelnen  Zweige  mit  wa  bezeichnet  werden,  ist  der 
Gesammtwiderstand  w gegeben  durch  die  Gleichung: 


l 

w 


— v 


die  Intensität  Jn  im  Zweige  tcn  durch: 

Jxc 


J ft 


iC 


n 


also  die  Wärme  xtn  in  demselben  Zweige: 

<9„  = JhcK  — t, 

«V 

und  die  in  der  ganzen  verzweigten  Leitung  entwickelte  W arme : 


# = = J'w'2 


_i 

IC 


a 


t = J2w  . t. 


Folglich  ist  die  in  einer  mit  beliebigen  Verzweigungen  der 
Leitung  versehenen  Kette  entwickelte  Gesammtwärme,  wenn 
das  Gesetz  von  Lenz  auch  auf  flüssige  Leiter  passt,  wie  es 
Joule  gefunden  hat: 

e-^j-nrt  = 7iAJt. 


Wir  haben  zweierlei  Arten  von  constanten  Ketten,  die 
nach  dem  Schema  der  Daniell’schen  und  die  nach  dem  der 
Grove’schen  construirten.  Bei  den  ersteren  besteht  der  che- 
mische Vorgang  darin,  dass  sich  das  positive  Metall  in  einer 
Säure  auflöst,  und  aus  einer  Lösung  in  derselben  Säure  das 
negative  sich  niederschlägt.  Nehmen  wir  als  Einheit  der 
Stromintensität  diejenige,  welche  in  der  Zeiteinheit  ein  Aequi- 
6o  valent  Wasser  zersetzt  (etwa  0 — 1 gr.  genommen),  so  werden 
in  der  Zeit  t gelöst  nJt  Aequivalente  des  positiven  Metalls, 
und  eben  so  viele  des  negativen  niedergeschlagen.  Ist  nun 
die  Wärme,  welche  ein  Aequivalent  des  positiven  Metalls  bei 
seiner  Oxydation  und  Lösung  des  Oxyds  in  der  betreffenden 
Säure  entwickelt,  ax,  und  die  gleiche  für  das  negative  aC7  so 
würde  die  chemisch  zu  entwickelnde  Wärme  sein: 

— nJt(a.z  — ac) . 

Die  chemische  würde  also  der  electrischen  gleich  sein,  wenn: 

A = az  — aC) 

d.  h.  wenn  die  electromotorisehen  Kräfte  zweier  so  combi- 
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nirten  Metalle  dem  Unterschied  der  bei  ihrer  Verbrennung 
und  Verbindung  mit  Säuren  zu  entwickelnden  Wärme  pro- 
portional wären. 

In  den  nach  Art  der  Grove’schen  Kette  gebauten  Ele- 
menten wird  die  Polarisation  dadurch  aufgehoben,  dass  der 
auszuscheidende  Wasserstoff  sogleich  zur  Reduction  der  sauer- 
stoffreichen Bestandtheile  der  Flüssigkeit  verbraucht  wird, 
welche  das  negative  Metall  umgiebt.  Es  sind  dahin  zu  rech- 
nen die  Gr o v e ’schen  und  die  B u ns e n ’schen  Elemente : amal- 
gamirtes  Zink,  verdünnte  Schwefelsäure,  rauchende  Salpeter- 
säure, Platin  oder  Kohle;  ferner  die  mit  Chromsäure  gebauten 
constanten  Ketten,  unter  denen  genaueren  Messungen  unter- 
worfen sind:  amalgamirtes  Zink,  verdünnte  Schwefelsäure, 
Lösung  von  saurem  chromsaurem  Kali  mit  Schwefelsäure, 
Kupfer  oder  Platin.  Die  chemischen  Processe  sind  in  den 
beiden  mit  Salpetersäure  gebauten  Ketten  gleich,  ebenso  die 
in  den  beiden  genannten  mit  Chromsäure;  daraus  würde  ge- 
mäss der  eben  gemachten  Deduction  folgen,  dass  auch  die 
elektromotorischen  Kräfte  gleich  seien , und  das  ist  in  der  51 
That  nach  den  Messungen  von  Poggendorf1)  sehr  genau  der 
Fall.  Die  mit  Kohle  gebaute  Chromsäure-Kette  ist  sehr  in- 
constant,  und  hat  eine  beträchtlich  höhere  electromotorische 
Kraft,  wenigstens  im  Anfang;  dieselbe  ist  deshalb  hier  nicht 
herzurechnen,  sondern  zu  den  Ketten  mit  Polarisation.  Bei 
diesen  constanten  Ketten  ist  also  die  electromotorische  Kraft 
unabhängig  von  dem  negativen  Metall ; wir  können  sie  uns  auf 
den  Typus  der  Daniell’schen  Kette  zurückbringen,  wenn  wir 
als  den  letzten  die  Flüssigkeit  unmittelbar  berührenden  Leiter 
erster  Klasse  die  dem  Platin  zunächst  liegenden  Theilchen  von 
salpetriger  Säure  und  Chromoxyd  ansehen,  so  dass  wir  die 
Grove’schen  und  B unsen ’schen  Elemente  als  Ketten  zwi- 
schen Zink  und  salpetriger  Säure,  die  mit  Chromsäure  ge- 
bauten als  Zink-Chromoxydketten  erklären  würden. 

Unter  den  Ketten  mit  Polarisation  können  wir  solche 
unterscheiden,  welche  blos  Polarisation  und  keine  chemische 
Zersetzung  hervorbringen,  und  solche  welche  beides  bewirken. 


1)  Pogg.  Arm.  LLV.  429  und  LVII.  104. 

4* 
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Zu  den  ersteren,  welche  einen  inconstanten  meist  bald  ver- 

* » 

schwindenden  Strom  geben,  gehören  unter  den  einfachen  Ket- 
ten die  von  Faraday1)  mit  Lösung  von  Aetzkali,  Schwefel- 
kalium, salpetriger  Säure  gebildeten  Combinationen,  ferner  die 
der  stärker  negativen  Metalle  in  den  gewöhnlichen  Säuren, 
wenn  das  positivere  derselben  die  Säure  nicht  mehr  zu  zer- 
setzen vermag,  z.  B.  Kupfer  mit  Silber,  Gold,  Platin,  Kohle 
in  Schwefelsäure  u.  s.  w.;  von  den  zusammengesetzten  alle  mit 
ß2  eingeschalteten  Zersetzungszellen,  deren  Polarisation  die  elec- 
tromotorische  Kraft  der  anderen  Elemente  überwiegt.  Scharfe 
messende  Versuche  haben  über  die  Intensitäten  dieser  Ketten 
bis  jetzt  wegen  der  grossen  Veränderlichkeit  des  Stromes  mcht 
gemacht  werden  können.  Im  Allgemeinen  scheint  die  Inten- 
sität ihrer  Ströme  von  der  Natur  der  eingetauchten  Metalle 
abzuhängen,  ihre  Dauer  wächst  mit  der  Grösse  der  Oberflächen 
und  mit  der  Abschwächung  der  Stromintensität;  aufgefrischt 
können  sie  werden,  auch  wenn  sie  fast  ganz  verschwunden  sind, 
durch  Bewegungen  der  Platten  in  der  Flüssigkeit  und  durch 
Berührung  derselben  mit  der  Luft,  wodurch  die  Polarisation 
der  Wasserstoffplatte  aufgehoben  wird.  Von  solchen  Einwir- 
kungen mag  auch  wohl  der  geringe,  nicht  aufhörende  Rest  des 
Stromes  herrühren,  den  feinere  galvanometrische  Instrumente 
immer  anzugeben  pflegen.  Der  ganze  Vorgang  ist  also  eine 
Herstellung  des  electrischen  Gleichgewichts  der  Flüssigkeits- 
theilchen  mit  den  Metallen;  dabei  scheinen  sich  einmal  die 
Flüssigkeitstheilchen  anders  zu  ordnen,  und  dann,  wenigstens 
in  vielen  Fällen2),  auch  chemische  Umänderungen  der  ober- 
flächlichen Metallschichten  zu  entstehen.  Bei  den  zusammen- 
gesetzten Ketten , wo  die  Polarisation  ursprünglich  gleicher 
Platten  die  Wirkung  des  Stromes  anderer  Elemente  ist,  können 
wir  die  dabei  verlorene  Kraft  des  ursprünglichen  Stromes  als 
secundären  Strom  wiedergewinnen,  nachdem  wir  die  erregenden 
Elemente  entfernt,  und  die  Metalle  der  polarisirten  Zelle  unter 
sich  geschlossen  haben.  Um  das  Prineip  von  der  Erhaltung  der 


1)  Experimentaluntersuchungen  über  Electricität.  16.  Reihe.  Philos. 
Transact.  1840  p.  I.  und  Pogg.  Ann.  LII.  S.  163  u.  547. 

2)  S.  Ohm  in  Pogg.  Ann.  LXIII.  389. 
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Kraft  liier  näher  anzuwenden,  fehlen  uns  bis  jetzt  noch  alle 
speciellen  Thatsachen. 

Den  verwickeltesten  Fall  bilden  diejenigen  Ketten,  in  53 
welchen  Polarisation  und  chemische  Zersetzung  neben  einander 
vor  sich  gehen;  dazu  gehören  die  Ketten  mit  Gasentwickelung. 
Der  Strom  derselben  ist,  wie  der  der  blossen  Polarisations- 
ketten, zu  Anfang  am  stärksten  und  sinkt  schneller  oder  lang- 
samer auf  eine  ziemlich  constant  bleibende  Grösse.  Bei  ein- 
zelnen Elementen  dieser  Art,  oder  Ketten,  welche  nur  aus 
solchen  zusammengesetzt  sind,  hört  der  Polarisationsstrom  nur 
äusserst  langsam  auf;  leichter  gelingt  es  dagegen,  schnell  con- 
stante  Ströme  zu  erhalten,  bei  Combination  von  constanten 
Ketten  mit  einzelnen  inconstanten,  namentlich,  wenn  die  Plat- 
ten der  letzteren  verhältnissmässig  klein  sind.  Bisher  sind  aber 
an  solchen  Zusammenstellungen  nur  wenige  Messungsreihen  ge- 
macht worden;  aus  den  wenigen,  welche  ich  aufgefunden  habe, 
Ton  Lenz1)  und  Poggendorf2),  geht  hervor,  dass  die  Inten- 
sitäten solcher  Ketten  bei  verschiedenen  Drahtwiderständen 
nicht  durch  die  einfache  Ohm’sche  Formel  gegeben  werden 
können,  sondern  wenn  man  die  Constanten  derselben  bei  ge- 
ringen Intensitäten  berechnet,  werden  die  Ergebnisse  der  ftech- 
nung  für  höhere  Intensitäten  zu  gross.  Man  muss  deshalb  den 
Zähler  oder  den  Nenner  derselben,  oder  beide  als  Functionen 
der  Intensität  betrachten;  die  bisher  bekannten  Thatsachen 
liefern  uns  keine  Entscheidung  dafür , welcher  von  diesen 
Fällen  eigentlich  stattfinde. 

Suchen  wir  das  Princip  von  der  Erhaltung  der  Kraft  auf 
diese  Ströme  anzuwenden,  so  müssen  wir  dieselben  in  zwei 
Tbeile  theilen,  in  den  inconstanten  oder  Polarisationsstrom,  64 
über  den  dasselbe  gilt,  was  wir  über  die  reinen  Polarisations- 
strome gesagt  haben,  und  in  den  constanten  oder  Zersetzungs- 
strom. Auf  den  letzteren  ist  dieselbe  Betrachtungsweise  an- 
wendbar, wie  für  die  constanten  Ströme  ohne  Gasentwickelung. 

Die  durch  den  Strom  erzeugte  Wärme  muss  gleich  sein  der 
durch  den  chemischen  Process  zu  erzeugenden.  Ist  z.  B.  in 


1)  Pogg.  Ann.  LIX.  229. 

2)  Ann.  LXVII.  531. 
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einer  Combination  von  Zink  und  einem  negativen  Metalle  in 
verdünnter  Schwefelsäure  die  Wärmeentbindung  eines  Atomes 
Zink  bei  seiner  Auflösung  und  der  Austreibung  des  Wasser- 
stoffes az  — ah,  so  ist  die  in  der  Zeit  dt  zu  erzeugende  Wanne: 

J[ax  — ah)  dt. 

Wäre  nun  die  Wärmeentwickelung  in  allen  Theilen  einer 
solchen  Kette  proportional  dem  Quadrate  der  Intensität,  also 
J2fi'dt,  so  hätten  wir  wie  oben: 


also  die  einfache  Ohm’sche  Formel.  Da  diese  aber  ihre  An- 
wendung hier  nicht  findet,  so  folgt,  dass  es  Querschnitte  in  der 
Kette  giebt,  in  denen  die  Wärmeentwickelung  einem  anderen 
Gesetze  folgt,  deren  Widerstand  also  nicht  als  constant  zu 
setzen  ist.  Ist  z.  B.  die  Entbindung  von  Wärme  in  irgend 
eiuem  Querschnitte  direct  proportional  der  Intensität,  wie  es 
unter  anderen  die  durch  Aenderung  der  Aggregatzustände  ge- 
bundene Wärme  sein  muss,  also  & = uJdt,  so  ist: 

J[at  — = J2ic  + Ju 

a.  — ah  — u 

j=— — ± — -• 

ic 

Die  Grösse  u würde  also  mit  in  dem  Zähler  der  0 h nr  sehen 
cs  Formel  erscheinen.  Der  Widerstand  eines  solchen  Quer- 
schnittes würde  sein  w = { t’jJ 2 = ixjJ.  Ist  nun  aber  die  Wärme- 
entwickelung desselben  nicht  genau  proportional  der  Intensität, 
also  die  Grösse  u nicht  ganz  constant,  sondern  mit  der  Inten- 
sität steigend,  so  erhalten  wir  den  Fall,  welcher  den  Beob- 
achtungen von  Lenz  und  Poggendorf  entspricht. 

Als  electromotorische  Kraft  einer  solchen  Kette  würde 
nach  Analogie  der  constanten  Ketten,  sobald  der  Polari- 
sationsstrom aufgehört  hat,  die  zwischen  Zink  und  Wasser- 
stoff zu  bezeichnen  sein.  In  der  Ausdrucksweise  der  Con- 
tacttheoiie  wäre  es  die  zwischen  Zink  und  dem  negativen 
Metall,  vermindert  um  die  Polarisation  des  letzteren  in  Was- 
serstoff. Wir  müssen  dann  nur  dieses  Maximum  der  Polari- 
sation für  unabhängig  von  der  Intensität  des  Stromes  ansehen, 
und  für  verschiedene  Metalle  um  eben  so  viel  verschieden,  als 
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es  die  eiectromotorischen  Kräfte  dieser  Metalle  sind.  Der 
Zähler  der  Ohm’schen  Formel,  berechnet  aus  Intensitäts- 
messungen bei  verschiedenen  Widerständen,  kann  aber  ausser 
der  eiectromotorischen  Kraft;  einen  Summanden  enthalten, 
'welcher  von  dem  Uebergangswiderstande  herrührt,  und  welcher 
hei  verschiedenen  Metallen  vielleicht  verschieden  ist.  Dass  ein 
Üebergangswiderstand  existire,  folgt  nach  dem  Princip  von  der 
Erhaltung  der  Kraft  aus  der  Thatsache,  dass  die  Intensitäten, 
dieser  Ketten  nicht  nach  dem  Ohm’schen  Gesetz  zu  berech- 
nen sind,  da  doch  die  chemischen  Processe  dieselben  bleiben.1) 
Dafür,  dass  in  Ketten,  wo  die  Polarisationsströme  aufgehört 
haben,  der  Zähler  der  Ohm’schen  Formel  von  der  Natur  des 
negativen  Metalls  abhänge,  habe  ich  noch  keine  sicheren  Be- 
obachtungen auffinden  können.  Um  die  Polarisationsströme 
schnell  zu  beseitigen  ist  es  hierbei  nöthig,  die  Dichtigkeit  des 
Stromes  an  der  polarisirten  Platte  möglichst  zu  erhöhen,  theils 
durch  Einfügung  von  Zellen  mit  constanter  electromotorischer 
Kraft,  theils  durch  Verkleinerung  der  Oberfläche  dieser  Platte. 
In  den  hierher  gehörenden  Versuchen  von  Lenz  und  Sawel- 
jew2)  ist  nach  ihrer  eigenen  Angabe  die  Constanz  der  Ströme 
nicht  erreicht  worden,  die  von  ihnen  berechneten  electromoto- 
nischen  Kräfte  enthalten  demnach  noch  die  der  Polarisations- 
ströme. Sie  fanden  für  Zink  Kupfer  in  Schwefelsäure  0,51, 
für  Zink  Eisen  0,76,  für  Zink  Quecksilber  0,90. 

Schliesslich  bemerke  ich  noch,  dass  ein  Versuch,  die  Gleich- 
heit der  auf  chemischem  und  electrischem  Wege  entwickelten 
Wärme  experimentell  nachzuweisen  gemacht  ist  von  Joule3). 
Doch  ist  gegen  seine  Messungsmethoden  mancherlei  einzuwen- 
den. Er  setzt  z.  B.  für  die  Tangentenbussole  das  Gesetz  der 
Tangenten  als  richtig  voraus  bis  in  die  höchsten  Grade  hinein, 
hat  keine  constanten  Ströme,  sondern  berechnet  deren  Inten- 
sität nur  nach  dem  Mittel  der  Anfangs-  und  Endablenkung, 
setzt  electromotorische  Kraft  und  Widerstand  von  Zellen  mit 

1)  Die  Occlusion  des  Wasserstoffes  in  den  Metallen  war  noch  nicht 
bekannt  (1881). 

2)  Bnll.  de  la  classe  pliys.  math.  de  l’acad.  d.  scienc.  de  St.  Peters- 
boorg.  T.  V.  p.  1.  und  Pogg.  Ann.  LVII.  497. 

3)  Philos.  Magaz.  1841.  vol.  XIX.  S.  275.  und  1843.  XX.  S.  204. 
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Gasentwickelung  als  constant  voraus.  Auf  die  Abweichung 
seiner  quantitativen  Wärmebestimmungen  von  anderweitig  ge- 
fundenen Zahlen  hat  Hess  schon  aufmerksam  gemacht.  Das- 
selbe Gesetz  will  E.  Becquerel  empirisch  bestätigt  gefunden 
haben  nach  einer  Anzeige  desselben  in  den  Comptes  ren- 
dus  (1843.  No.  16). 

57  Wir  haben  oben  uns  genöthigt  gesehen  den  Begriff  der 
Contactkraft  zurückzuführen  auf  einfache  Anziehungs-  und  Ab- 
stossungskräfte,  um  denselben  mit  unserem  Princip  in  Ueber- 
einstimmung  zu  bringen.  Versuchen  wir  nun  auch,  die  elec- 
trischen  Bewegungen  zwischen  Metallen  und  Flüssigkeiten 
darauf  zurückführen.  Denken  wir  uns  die  Theile  des  zusam- 
mengesetzten Atomes  einer  Flüssigkeit  mit  verschiedenen  An- 
ziehungskräften gegen  die  Electricitäten  begabt,  und  demgemäss 
verschieden  electrisch.  Scheiden  diese  Atomtheile  an  den  me- 
tallischen Elektroden  aus,  so  giebt  jedes  Atom  nach  dem  elec- 
trolytischen  Gesetz  eine  von  seinen  electromotorischen  Kräften 
unabhängige  Menge  ± E an  dieselben  ab.  Wir  können  uns 
deshalb  vorstellen,  dass  auch  in  der  chemischen  Verbindung 
schon  die  Atome  mit  Aequivalenten  ± E verbunden  sind, 
welche  für  alle  ebenso  gleich  sind,  wie  die  stöchiometrischen 
Aequivalente  der  wägbaren  Stoffe  in  verschiedenen  Verbin- 
dungen. Tauchen  nun  zwei  verschieden  electrische  Metalle 
in  eine  Flüssigkeit  ein , ohne  dass  ein  chemischer  Process 
stattfindet,  so  werden  die  positiven  Bestandtheile  derselben  von 
dem  negativen  Metall,  die  negativen  vom  positiven  angezogen. 
Der  Erfolg  wird  also  eine  veränderte  Richtung  und  Verthei- 
lung  der  verschieden  electrischen  Flüssigkeitstheilchen  sein, 
deren  Eintreten  wir  als  Polarisationsstrom  wahrnehmen.  Die 
bewegende  Kraft  dieses  Stromes  würde  die  electrische  Differenz 
der  Metalle  sein,  ihr  müsste  deshalb  auch  seine  anfängliche 
Intensität  proportional  sein;  seine  Dauer  muss  bei  gleicher 
Intensität  der  Menge  der  an  den  Platten  anzulagernden  Atome, 
also  ihrer  Oberfläche  proportional  sein.  Bei  den  mit  chemi- 
scher Zersetzung  verbundenen  Strömen  kommt  es  dagegen 

58  nicht  zu  einem  dauernden  Gleichgewicht  der  Flüssigkeitstheil- 
clien  mit  den  Metallen , weil  die  positiv  geladene  Oberfläche 
des  positiven  Metalls  fortdauernd  entfernt  wird,  dadurch  dass 
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sie  selbst  zum  Bestandtheil  der  Flüssigkeit  wird,  also  eine  stete 
Erneuerung  der  Ladung  hinter  ihr  stattfinden  muss.  Durch 
jedes  Atom  des  positiven  Metalls,  welches  mit  einem  Aequi- 
\alent  positiver  Electricität  vereinigt  in  die  Lösung  eintritt, 
vofür  ein  Atom  des  negativen  Bestandteiles  neutral  electrisch 
ausscheidet,  wird  eine  Beschleunigung  der  einmal  begonnenen 
Bewegung  hervorgerufen,  sobald  die  Quantität  der  Anziehungs- 
kraft des  ersteren  Atomes  zur  -f-  E bezeichnet  durch  at , grösser 
ist  als  die  des  letzteren  ac.  Die  Bewegung  würde  dadurch  in 
das  Unbegrenzte  an  Geschwindigkeit  zunehmen,  wenn  nicht 
auch  zugleich  der  Verlust  an  lebendiger  Kraft  durch  Wärme- 
entwickelung wüchse.  Sie  wird  deshalb  nur  wachsen  bis  die- 
ser Verlust,  J2Wdt,  gleich  ist  dem  Verbrauch  an  Spannkraft 
J(ax  — ac) dt  oder  bis: 


Ich  glaube,  dass  in  dieser  Unterscheidung  der  galvanischen 
Ströme  in  solche,  welche  Polarisation,  und  in  solche,  welche 
Zersetzung  hervorbringen , wie  sie  durch  das  Princip  von  der 
Erhaltung  der  Kraft  bedingt  wird,  der  einzige  Ausweg  zu  fin- 
den sein  möchte,  um  gleichzeitig  die  Schwierigkeiten  der  che- 
mischen und  der  Contacttheorie  zu  umgehen. 

Thermoelectrische  Ströme.  Bei  diesen  Strömen 
müssen  wir  die  Quelle  der  Kraft  in  den  von  Peltier  ge- 
fundenen Wirkungen  auf  die  Löthstellen  suchen,  welche  einen 
dem  gegebenen  Strom  entgegengesetzten  erzeugen  würden. 

Denken  wir  uns  einen  hydroelectrischen  constanten  Strom,  59 
in  dessen  Leitungsdraht  ein  Stück  eines  anderen  Metalls  ein- 
gelöthet  ist,  dessen  Löthstellen  die  Temperaturen  ( und  (' 
haben,  so  wird  der  electrische  Strom  während  des  Zeittheil- 
chens  dt  in  der  ganzen  Leitung  die  Wärme  J2Wdt  erzeugen, 
ausserdem  in  der  einen  Löthstelle  q,dt  entwickeln,  in  der  an- 
deren q„dt  verschlucken.  Ist  A die  electromotorische  Kraft 
der  hydroelectrischen  Kette , also  AJ dt  die  chemisch  zu  er- 
zeugende Warme,  so  folgt  aus  dem  Gesetze  von  der  Erhal- 
tung der  Kraft: 


AJ=J*W+q,-qn. 


(1) 
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Ist  Bt  die  electromotorische  Kraft  der  Thermokette,  wenn  eine 
der  Löthstellen  die  Temperatur  t und  die  andere  irgend  eine 
constante  Temperatur  z.  B.  0°  bat,  so  ist  für  die  ganze  Kette: 

A — Bt,  4-  Bt„ 

j = ^ 

Für  t,  = t„  wird: 


Dies  in  die  Gleichung  (1)  gesetzt  giebt: 

<1,  — q„  > 

d.  h.  bei  gleicher  Temperatur  der  Löthstellen  derselben  Metalle 
und  gleicher  Intensität  des  Stromes  müssen  che  entwickelten 
und  verschluckten  Wärmemengen  gleich  sein,  unabhängig  vom 
Querschnitte.  Dürfen  wir  annehmen,  dass  dieser  Vorgang  in 
jedem  Punkte  des  Querschnittes  derselbe  ist,  so  folgt,  dass  die 
in  gleichen  Flächenräumen  verschiedener  Querschnitte  durch 
denselben  Strom  entwickelten  Wärmemengen  sich  wie  die 
oo  Dichtigkeiten  des  Stromes  verhalten,  und  daraus  wieder,  dass 
che  durch  verschiedene  Ströme  in  den  ganzen  Querschnitten 
entwickelten  sich  direct  wie  che  Intensitäten  der  Ströme 
verhalten. 

Sind  die  Löthstellen  von  verschiedener  Temperatur,  so 
folgt  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2): 

{Btf  - Btt!)  J = q,  - q„  > 

dass  also  bei  gleichen  Stromintensitäten  die  Wärme  ent- 
wickelnde und  bindende  Kraft  in  demselben  Maasse  mit  der 
Temperatur  steigt,  als  die  electromotorische. 

Für  beide  Folgerungen  sind  mir  bis  jetzt  noch  keine 
messenden  Versuche  bekannt. 


VI.  Kraftäquivalent  des  Magnetismus  und  Electro- 

magnetismus. 

Magnetismus.  Ein  Magnet  ist  vermöge  seiner  anziehen- 
den und  abstossenden  Kräfte  gegen  andere  Magnete  und  un- 
magnetisches Eisen  fähig,  eine  gewisse  lebendige  Kraft  zu  er- 
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zeugen.  Da  die  Anziehungserscheinungen  von  Magneten  voll- 
ständig herzuleiten  sind  aus  der  Annahme  zweier  Fluida,  welche 
sich  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Entfernung  anziehen  und 
abstossen,  so  folgt  hieraus  allein  schon  nach  der  im  Anfang 
unserer  Abhandlung  gegebenen  Herleitung,  dass  die  Erhaltung 
der  Kraft  bei  der  Bewegung  magnetischer  Körper  gegen  ein- 
ander stattfinden  müsse.  Der  folgenden  Theorie  der  Induction 
wegen  müssen  wir  auf  die  Gesetze  dieser  Bewegungen  etwas 
naher  eingehen.1) 

1)  Sind  m,  und  m„  zwei  magnetische  Massenelemente, 
deren  Einheit  diejenige  ist,  welche  eine  gleiche  in  der  Ent- 
fernung = 1 mit  der  Kraft  = 1 abstösst,  werden  entgegenge- 
setzte Magnetismen  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  der  Mas- 
sen bezeichnet,  und  ist  r die  Entfernung  zwischen  m,  und  m,„ 
so  ist  die  Intensität  ihrer  Centralkraft: 

__  m,m„ 

9 - r*~  ’ 

Der  Gewinn  an  lebendiger  Kraft  beim  Uebergange  aus  unend- 
licher Entfernung  in  die  r ist  — - • 

2)  Bezeichnen  wir  diese  Grösse  als  Potential  der  beiden 
Elemente,  und  übertragen  wir  die  Benennung  Potential  auf 
magnetische  Körper  wie  bei  den  Electricitäten , so  erhalten 
wir  den  Gewinn  an  lebendiger  Kraft  bei  der  Bewegung  zweier 
Körper,  deren  Magnetismus  sich  nicht  ändert,  also  von  Stahl- 
magneten, wenn  wir  von  dem  Werth  des  Potentials  am  Ende 
der  Bewegung  den  zu  Anfang  der  Bewegung  abziehen.  Da- 
gegen wird  wie  bei  den  Elektricitäten  der  Gewinn  an  leben- 
diger Kraft  bei  der  Bewegung  magnetischer  Körper,  deren 
Vertheilung  sich  ändert,  gemessen  durch  die  Veränderungen 
der  Summe: 

V+\(Wa  + Wb\ 

wo  V das  Potential  der  Körper  gegen  einander,  // a und  W h 
das  derselben  auf  sich  selbst  ist.  Ist  der  Körper  B ein  un- 
veränderlicher Stahlmagnet,  so  erzeugt  die  Annäherung  eines 


1)  Verbesserungen  hierzu  im  folgenden  Aufsatz  (1881). 
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Körpers  von  veränderlichem  Magnetismus  eine  lebendige  Kraft, 
gleich  der  Zunahme  der  Summe  V + J Ua. 

3)  Es  ist  bekannt,  dass  die  Wirkungen  eines  Magneten 
nach  aussen  stets  durch  eine  gewisse  Vertheilung  der  magne- 

62  tischen  Fluida  an  seiner  Oberfläche  ersetzt  werden  können. 
Wir  können  also  statt  der  Potentiale  der  Magneten  die  Po- 
tentiale solcher  Oberflächen  setzen.  Dann  finden  wir  wie  bei 
den  leitenden  electrischen  Oberflächen  für  ein  vollkommen 
weiches  Eisen  A,  welches  durch  Vertheilung  von  einem  Mag- 
neten B raagnetisirt  ist,  den  Gewinn  C an  lebendiger  Kraft 
für  die  Einheit  der  Quantität  des  als  positiv  bezeichneten  Mag- 
netismus bei  dem  Uebergange  von  der  Oberfläche  des  Eisens 
in  unendliche  Entfernung  gegeben  durch  die  Gleichung: 

- QC=  V+  Wa. 

Da  nun  jeder  Magnet  so  viel  nördlichen  wie  südlichen 
Magnetismus  enthält,  also  Q in  jedem  gleich  0 ist,  so  folgt 
für  ein  solches  Eisenstück  oder  für  ein  Stahlstück  von  derselben 
Form,  Lage  und  Vertheilung  des  Magnetismus,  dessen  Mag- 
netismus also  vollständig  durch  den  Magneten  B gebunden 
ist,  dass: 

V=  - Wa, 

4)  V ist  aber  die  lebendige  Kraft,  welche  der  Stahlmagnet 
bei  seiner  Annäherung  bis  zur  Bindung  seiner  Magnetismen  er- 
zeugt; sie  muss  nach  dieser  Gleichung  dieselbe  sein,  an  welchen 
Magneten  er  sich  auch  annähern  möge,  sobald  es  nur  bis  zur 
vollständigen  Bindung  kommt,  weil  Wa  immer  dasselbe  bleibt. 
Dagegen  ist  die  lebendige  Kraft  eines  gleichen  Eisenstückes, 
welches  bis  zu  derselben  Vertheilung  des  Magnetismus  genähert 
wird,  wie  oben  gezeigt  ist: 

F+  \W  = -\W, 

also  nur  halb  so  gross  als  die  des  schon  magnetisirten  Stückes; 
zu  bedenken  ist,  dass  W an  sich  negativ  ist,  also  — J W stets 
positiv. 

03  Wird  ein  Stahlstück  dem  vertheilenden  Magneten  un- 
magnetisch  genähert,  und  behält  es  beim  Entfernen  den  er- 
langten Magnetismus , so  wird  dabei  — W an  mechanischer 
Arbeit  verloren,  dafür  ist  der  nunmehrige  Magnet  auch  im 
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Stande  — J /F  Arbeit  mehr  zu  leisten,  als  es  das  Stahlstück 
vorher  konnte. 

Electromagnetismus.  Die  electrodynamischen  Er- 
scheinungen sind  zurückgeführt  worden  von  Ampere  auf  an- 
ziehende und  abstossende  Kräfte  der  Stromelemente,  deren 
Intensität  von  der  Geschwindigkeit  und  Richtung  der  Ströme 
abhängt.  Seine  Herleitung  umfasst  aber  die  Inductionser- 
scheinungen  nicht.  Letztere  sind  dagegen  zugleich  mit  den 
eleetrodvnamischen  von  W.  Weber  zurückgeführt  worden  auf 
anziehende  und  abstossende  Kräfte  der  electrischen  Fluida 
selbst,  deren  Intensität  abhängt  von  der  Näherungs-  oder  Ent- 
femungsgeschwindigkeit  und  der  Zunahme  derselben.  Für  jetzt 
ist  noch  keine  Hypothese  aufgefunden  worden,  vermöge  deren 
man  diese  Erscheinungen  auf  constante  Centralkräfte  zurück- 
führen könnte.  Die  Gesetze  der  inducirten  Ströme  sind  von 
Neumann1)  entwickelt  worden,  indem  er  die  experimentell 
für  ganze  Ströme  gefundenen  Gesetze  von  Lenz  auf  die  kleinsten 
Theilchen  derselben  übertrug,  und  dieselben  stimmen  bei  ge- 
schlossenen Strömen  mit  den  Entwickelungen  von  Weber 
überein.  Ebenso  stimmen  die  Gesetze  von  Ampere  und 
Weber  für  die  electrodynamischen  Wirkungen  geschlossener 
Ströme  mit  der  Herleitung  derselben  aus  Rotationskräften  von 
Grassma nn.2)  Weiter  giebt  uns  auch  die  Erfahrung  keine 
Aufschlüsse,  weil  bis  jetzt  nur  mit  geschlossenen  oder  beinahe  w 
geschlossenen  Strömen  experimentirt  worden  ist.  Wir  wollen 
deshalb  auch  unser  Princip  nur  auf  geschlossene  Ströme  an- 
wenden, und  zeigen,  dass  daraus  dieselben  Gesetze  herfolgen. 

Es  ist  schon  von  Ampere  gezeigt  worden,  dass  die  electro- 
dynamischen  Wirkungen  eines  geschlossenen  Stromes  stets  er- 
setzt werden  können  durch  eine  gewisse  Vertheilung  der  mag- 
netischen Fluida  an  einer  beliebigen  von  dem  Strom  begrenzten 
Fläche.  Neumann  hat  daher  den  Begriff  des  Potentials  auf 
die  geschlossenen  Ströme  übertragen,  indem  er  dafür  das  Po- 
tential einer  solchen  Fläche  setzt. 

Bewegt  sich  ein  Magnet  unter  dem  Einfluss  eines  Stromes, 


1)  Pogg.  Ann.  LXVn.  31. 

2)  Ann.  LXIV.  1. 
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so  muss  die  lebendige  Kraft,  die  er  dabei  gewinnt,  geliefert 
werden  aus  den  Spannkräften,  welche  in  dem  Strome  verbraucht 
werden.  Diese  sind  während  des  Zeittheilckens  dt  nach  der 
schon  oben  gebrauchten  Bezeichnungsweise  AJdt  in  Wärme- 
einheiten, oder  aAJdt  in  mechanischen,  wenn  a das  mecha- 
nische Aequivalent  der  Wärmeeinheit  ist.  Die  in  der  Strom- 
bahn erzeugte  lebendige  Kraft  ist  aJ'lVVdt , die  vom  Magneten 
gewonnene  JdVjdt,  wo  V sein  Potential  gegen  den  von  der 
Stromeinheit  durchlaufenen  Leiter  ist.  Also: 


folglich: 


aAJdt  — aJ2  W dt  + J dt, 


1 

a dt 

~w 


Wir  können  die  Grösse  (1  ja) . (d  Vjdt)  als  eine  neue  electromo- 
torische  Kraft  bezeichnen,  als  die  des  Inductionsstromes.  Sie 
wirkt  stets  der  entgegen,  welche  den  Magneten  in  der  Richtung, 
die  er  hat,  bewegen  oder  seine  Geschwindigkeit  vermehren 
würde.  Da  diese  Kraft  unabhängig  ist  von  der  Intensität  des 
Stromes,  muss  sie  auch  dieselbe  bleiben,  wenn  vor  der  Be- 
wegung des  Magneten  gar  kein  Strom  vorhanden  war. 

Ist  die  Intensität  wechselnd,  so  ist  der  ganze  während 
einer  gewissen  Zeit  inducirte  Strom: 


1 , _ J_  (Vf  - V„) 

a wj  dt  1 ~ a W 


wo  V,  das  Potential  zu  Anfang  und  V„  zu  Ende  der  Bewegung 
bedeutet.  Kommt  der  Magnet  aus  sehr  grosser  Entfernung, 
so  ist: 


unabhängig  von  dem  Wege  und  der  Geschwindigkeit  dei 
Magneten. 

Wir  können  das  Gesetz  so  aussprechen:  Die  gesamxut« 
electromotorische  Kraft  des  Inductionsstromes,  den  eine  Lagen 
änderung  eines  Magneten  gegen  einen  geschlossenen  Strom 
leiter  hervorbringt,  ist  gleich  der  Veränderung,  die  dabei  h 
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dem  Potentiale  des  Magneten  gegen  den  Leiter  vor  sich  geht, 
wenn  letzterer  von  dem  Strome  — 1 ja  durchflossen  gedacht 
wird.  Einheit  der  electromotorischen  Kraft  ist  dabei  die, 
durch  welche  die  willkürliche  Stromeinheit  in  der  Widerstands- 
einheit hervorgebracht  wird.  Letztere  aber  diejenige,  in  welcher 
jene  Stromeinheit  in  der  Zeiteinheit  die  Wärmeeinheit  ent- 
wickelt. Dasselbe  Gesetz  bei  Neu  mann  1.  c.  § 9,  nur  hat 
er  statt  1 ja  eine  unbestimmte  Constaute  c. 

6)  Bewegt  sich  ein  Magnet  unter  dem  Einflüsse  eines 
Leiters,  gegen  den  sein  Potential  bei  der  Stromeinheit  cf  sei, 
and  eines  durch  diesen  Leiter  magnetisirten  Eisenstückes,  gegen 
welches  sein  Potential  für  den  durch  die  Stromeinheit  erregten 
Maimetismus  y sei,  so  ist  wie  vorher: 


also: 


oAJ  = a,I-  IV  Jdf.- , 

dt  dt 


(d<r 

[de 

W 


Die  electromoto rische  Kraft  des  Inductionsstromes,  welcher 
Ton  der  x\nwesenheit  des  Eisenstückes  herrührt,  ist  also: 

_ # 
a dt 

Wird  in  dem  Electromagneten  durch  den  Strom  n die- 
selbe Vertheilung  des  Magnetismus  hervorgerufen,  wie  durch 
den  genäherten  Magneten,  so  muss  nach  dem  in  Nr.  4 ge- 
sagten das  Potential  desselben  gegen  den  Magneten,  ny,  gleich 
sein  seinem  Potential  gegen  den  Leitungsdraht  n V,  wenn  V 
dasselbe  für  die  Stromeinheit  bedeutet.  Es  ist  also  y — V. 
Wird  also  ein  Inductionsstrom  hervorgerufen  dadurch,  dass 
das  Eisenstück  durch  Vertheilung  von  dem  Magneten  magne- 
tisirt  wird,  so  ist  die  electromotorische  Kraft  — (X I a)  .{dy  / dt) 
= — (1  jai)  .(dVjdt),  und  wie  in  Nr.  7 der  Gesammtstrom: 

1-  ( y,  - y») 

w ’ 

wo  Vt  und  V„  die  Potentiale  des  magnetisirten  Eisens  gegen 
•len  Leitungsdraht  vor  und  nach  der  Magnetisirung  sind.  — 
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Neumann  folgert  dies  Gesetz  aus  der  Analogie  mit  dem 
vorigen  Falle. 

7)  Wird  ein  Elektromagnet  unter  dem  Einflüsse  eines 
Stromes  magnetisch , so  geht  durch  den  Inductionsstrom 
Wärme  verloren;  ist  das  Eisenstück  weich,  so  wird  bei  der 
Oeffnung  derselbe  Inductionsstrom  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung gehen,  und  die  Wärme  wieder  gewonnen.  Ist  es  ein 
Stahlstück,  welches  seinen  Magnetismus  behält,  so  bleibt  jene 
Wärme  verloren,  und  an  ihrer  Stelle  gewinnen  wir  magnetische 
Arbeitskraft,  gleich  dem  halben  Potential  jenes  Magneten  bei 
vollständiger  Bindung,  wie  in  No.  4 gezeigt  ist.  Aus  der  Ana- 
logie der  vorigen  Fälle  möchte  es  indessen  nicht  unwahrschein- 
lich sein , dass  die  electromotorisehe  Kraft  seinem  ganzen 
Potential  entspricht,  wie  Neumann  den  gleichen  Schluss 
macht,  und  dass  ein  Theil  der  Bewegung  der  magnetischen 
Fluida  wegen  der  Schnelligkeit  derselben  als  Wärme  verloren 
geht,  welche  hierbei  in  dem  Magneten  gewonnen  wird. 

8)  Werden  zwei  geschlossene  Stromleiter  gegen  einander 
bewegt,  so  kann  die  Intensität  des  Stromes  in  beiden  verän- 
dert werden.  Ist  V ihr  Potential  für  che  Stromeinheit  gegen 
einander,  so  muss  wie  in  den  vorigen  Fällen  und  aus  den- 
selben Gründen  sein: 


A,J,  + A„J„  = J ,2  IV ’t  -f  J„2  W„  -}-  — J,J„ 


dV 

dt 


«8  Ist  nun  die  Stromintensität  in  dem  einen  Leiter  W„  selir  viel 
geringer  als  in  dem  anderen  W, , so  dass  die  electromotoriseshe 
Inductionskraft,  welche  von  W„  in  IV,  erregt  wird,  gegen  die 
Kraft  A,  verschwindet,  und  wir  J = A,jW,  setzen  können,  so 
erhalten  wir  aus  der  Gleichung: 


l 7 dV 
a dt 
W 

Vf  ff 


Die  electromotorisehe  Inductionskraft  ist  also  dieselbe,  welche 
ein  Magnet  erzeugen  würde,  der  dieselbe  electrodynamischo 
Kraft  hat  als  der  inducirende  Strom.  Dieses  Gesetz  hat 
W.  Weber1)  experimentell  erwiesen. 


1)  Elektrodynamische  Maassbestimmungen.  S.  71—75. 
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Ist  dagegen  die  Intensität  in  fV,  verschwindend  klein  gegen 
die  in  so  findet  sieh: 


A,- 


a 


' n 


(IV 

dt 


Die  electromotorischen  Kräfte  der  Leiter  aufeinander  sind  sich 
also  gleich,  wenn  die  Stromintensitäten  gleich  sind,  wie  auch 
die  Form  der  Leiter  sein  mag. 

Die  gesammte  Inductionskraft , welche  während  einer  ge- 
wissen Bewegung  der  Leiter  gegen  einander  ein  Strom  liefert, 
der  selbst  durch  die  Induction  nicht  verändert  wird,  ist  hier- 
nach wieder  gleich  der  Aenderung  in  dem  Potentiale  desselben 
?egen  den  anderen  von  — 1 ja  durchflossenen  Leiter.  In  dieser 
Form  erschliesst  Neu  mann  das  Gesetz  aus  der  Analogie  der 
magnetischen  und  electrod)rnamischen  Kräfte  1.  c.  § 10,  und 
dehnt  es  auch  auf  den  Fall  aus,  wo  die  Induction  in  ruhenden  69 
Leitern  durch  Verstärkung  oder  Schwächung  der  Ströme  her- 
vorgebracht wird.  W.  Weber  zeigt  die  Uebereinstimmung  seiner 
Annahme  für  die  electrodynamischen  Kräfte  mit  diesen  Theo- 
remen 1.  c.  S.  147 — 153.  Aus  dem  Gesetze  von  der  Erhaltung 
der  Kräfte  ist  für  diesen  Fall  keine  Bestimmung  zu  entnehmen; 
nur  muss  durch  Rückwirkung  des  inducirten  Stromes  auf  den 
inducirenden  eine  Schwächung  des  letzteren  eintreten,  welche 
einem  el>enso  grossen  Wärmeverlust  entspricht,  als  in  dem  in- 
ducirten Strome  gewonnen  wird.  Dasselbe  Verhältniss  muss 
bei  der  Wirkung  des  Stromes  auf  sich  selbst  zwischen  der  an- 
fänglichen Schwächung  und  dem  Extracurrent  stattfinden.  In- 
dessen lassen  sich  hieraus  keine  weiteren  Folgerungen  ziehen, 
weil  die  Form  des  Ansteigens  der  Ströme  nicht  bekannt  ist, 
und  ausserdem  das  Ohm’sche  Gesetz  nicht  unmittelbar  an- 
wendbar ist,  da  diese  Ströme  wohl  nicht  gleichzeitig  die  ganze 
Ausdehnung  der  Leitung  einnehmen  möchten. 


Es  bleiben  uns  von  den  bekannten  Naturprocessen  noch 
die  der  organischen  Wesen  übrig.  In  den  Pflanzen  sind  die 
Vorgänge  hauptsächlich  chemische,  und  ausserdem  findet, 
wenigstens  in  einzelnen,  eine  geringe  Wärmeentwickelung 

HfJmholtz,  wrüwenficb.  Abhandlungen.  5 
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statt.  Vornehmlich  wird  in  ihnen  eine  mächtige  Quantität 
chemischer  Spannkräfte  deponirt,  deren  Aequivalent  uns  als 
Wärme  bei  der  Verbrennung  der  Pflanzensubstanzen  geliefert 
wird.  Die  einzige  lebendige  Kraft,  welche  dafür  nach  unseren 
bisherigen  Kenntnissen  während  des  Wachsthums  der  Pflanzen 
absorbirt  wird,  sind  die  chemischen  Strahlen  des  Sonnenlichtes. 
Es  fehlen  uns  indessen  noch  alle  Angaben  zur  näheren  Ver- 

70  gleichung  der  Kraftäquivalente,  welche  hierbei  verloren  gehen 
und  gewonnen  werden.  Für  die  Thiere  haben  wir  schon  einige, 
nähere  Anhaltpunkte.  Dieselben  nehmen  die  complicirten  oxy- 
dablen  Verbindungen,  welche  von  den  Pflanzen  erzeugt  werden, 
und  Sauerstoff  in  sich  auf,  geben  dieselben  theils  verbrannt  als 
Kohlensäure  und  Wasser,  theils  auf  einfachere  Verbindungen 
reducirt  wieder  von  sich,  verbrauchen  also  eine  gewisse  Quan- 
tität chemischer  Spannkräfte  und  erzeugen  dafür  Wärme  und 
mechanische  Kräfte.  Da  die  letzteren  eine  verhältnissmässig  ge- 
linge Arbeitsgrösse  darstellen  gegen  die  Quantität  der  Wärme, 
so  reducirt  sich  die  Frage  nach  der  Erhaltung  der  Kraft  un- 
gefähr auf  die,  ob  die  Verbrennung  und  Umsetzung  der  zur 
Nahrung  dienenden  Stoffe  eine  gleiche  Wärmequantität  er- 
zeuge, als  die  Thiere  abgeben.  Diese  Frage  kann  nach  den 
Versuchen  vonDulong  und  Despretz  wenigstens  annähernd 
bejaht  werden. *) 

Schliesslich  muss  ich  noch  einiger  Bemerkungen  von 
Matteucci  gegen  die  hier  durchgeführte  Betrachtungsweise 
erwähnen,  welche  sich  in  der  Biblioth.  univ.  de  Geneve  Suppl. 
No.  16.  1847.  15.  Mai.  S.  375  finden.  Derselbe  geht  aus  von 
dem  Satze,  dass  nach  derselben  ein  chemischer  Process  nicht 
so  viel  Wärme  erzeugen  könne,  wenn  er  Electricität , Magne- 
tismus oder  Licht  zugleich  entwickelt,  als  wenn  dies  nicht  der 
Fall  sei.  Er  führt  dagegen  an,  dass,  wie  er  durch  eine  Reihe 
von  Messungen  zu  zeigen  sich  bemüht,  Zink  bei  seiner  Auf- 

71  lösung  in  Schwefelsäure  ebenso  viel  Wärme  erzeugt,  wenn  die- 


1)  Näher  eingegangen  bin  ich  auf  diese  Frage  in  dem  Encycl. 
Wörterbuch  der  medieinischen  Wissenschaften.  Art.  „Wärme“, 
(diese  Sammlung  Bd.  II)  und  in  den  Fortschritten  der  Physik  im 
«Jahre  1845,  dargestellt  von  der  physikalischen  Gesellschaft 
zu  Berlin.  8.  346  (diese  Sammlung  Bd.  I Nr.  1). 
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selbe  unmittelbar  durch  die  chemische  V erwandtschaft  geschieht, 
als  wenn  es  mit  Platin  eine  Kette  bildet,  und  dass  ein  electri- 
scher  Strom,  der  einen  Magneten  in  Ablenkung  erhält,  ebenso 
viel  chemische  und  thermische  Wirkungen  erzeuge  als  olme 
diese  Ablenkung.  Dass  Matteucci  diese  Thatsachen  als  Ein- 
würfe betrachtet,  rührt  von  einem  vollständigen  Missverstehen 
der  Ansicht  her,  welche  er  widerlegen  will,  wie  sich  aus  einem 
Vergleiche  mit  unserer  Darstellung  dieser  Verhältnisse  sogleich 
ergiebt.  Dann  führt  er  zwei  calorimetrische  Versuche  an  über 
die  Wärme,  welche  bei  der  Verbindung  von  Aetzbaryt  mit  con- 
centrirter  oder  verdünnter  Schwefelsäure  sich  entwickelt,  und 
über  die,  welche  in  einem  Drathe  in  Gasen  von  verschiedenem 
Abkühlungsvermögen  durch  denselben  electrischen  Strom  er- 
zeugt wird,  wobei  jene  Masse  und  der  Drath  bald  glühend 
werden,  bald  nicht.  Er  findet  diese  Wärmemengen  im  ersteren 
Falle  nicht  kleiner  als  im  letzteren.  Wenn  man  aber  die  Un- 
vollkommenheit unserer  calorimetrischcn  Vorrichtungen  be- 
denkt, so  kann  es  nicht  auffallen,  dass  Unterschiede  der  Ab- 
kühlung durch  Strahlung  nicht  bemerkt  werden,  welche  davon 
herrühren  könnten,  dass  diese  Strahlung  je  nach  der  leuchten- 
den oder  nicht  leuchtenden  Natur  derselben  die  umgebenden 
diathermanen  Mittel  leichter  oder  schwerer  durchdringt  In 
dem  ersteren  Versuche  von  Matteucci  geschieht  die  Vereini- 
gung des  Baryts  mit  der  Schwefelsäure  noch  dazu  in  einem 
nicht  diathermanen  Gefässe  von  Blei,  wo  die  leuchtenden 
Strahlen  gar  nicht  einmal  herausdringen  können.  Die  Unvoll- 
kommenheiten von  Matteucci ’s  Methoden  bei  diesen  Mes- 
sungen können  wir  daher  wohl  unenvähnt  lassen. 

Ich  glaube  durch  das  Angeführte  bewiesen  zu  haben,  dass 
das  besprochene  Gesetz  keiner  der  bisher  bekannten  Thatsachen 
der  Naturwissenschaften  widerspricht,  von  einer  grossen  Zahl 
derselben  aber  in  einer  auffallenden  Weise  bestätigt  wird.  Ich 
habe  mich  bemüht  die  Folgerungen  möglichst  vollständig  auf- 
zustellen, welche  aus  der  Combination  desselben  mit  den  bis- 
her bekannten  Gesetzen  der  Naturerscheinungen  sich  ergeben, 
und  welche  ihre  Bestätigung  durch  das  Experiment  noch  er- 
warten müssen.  Der  Zweck  dieser  Untersuchung,  der  mich  zu- 
gleich wegen  der  hypothetischen  Theile  derselben  entschuldigen 
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mag,  war,  den  Physikern  in  möglichster  Vollständigkeit  die 
theoretische,  practische  und  heuristische  Wichtigkeit  dieses  Ge- 
setzes darzulegen,  dessen  vollständige  Bestätigung  wohl  als  eine 
der  Hauptaufgaben  der  nächsten  Zukunft  der  Physik  betrachtet 
werden  muss. 


Zusätze  (1881). 

1)  Zu  Seite  13.  Die  philosophischen  Erörterungen 
der  Einleitung  sind  durch  Kant’s  erkenntnisstheoretische 
Ansichten  stärker  beeinflusst,  als  ich  jetzt  noch  als  richtig  an- 
erkennen möchte.  Ich  habe  mir  erst  später  klar  gemacht,  dass 
das  Princip  der  Causalität  in  der  That  nichts  Anderes  ist  als 
die  Voraussetzung  der  Gesetzlichkeit  aller  Naturerscheinungen. 
Das  Gesetz  als  objective  Macht  anerkannt,  nennen  wir  Kraft. 
Ursache  ist  seiner  ursprünglichen  Wortbedeutung  nach  das 
hinter  dem  Wechsel  der  Erscheinungen  unveränderlich  Bleibende 
oder  Seiende,  nämlich  der  Stoff  und  das  Gesetz  seines  Wirkens, 
die  Kraft.  Die  auf  Seite  14  berührte  Unmöglichkeit  beide  isolirt 
zu  denken,  ergiebt  sich  also  einfach  daraus,  dass  das  Gesetz 
einer  Wirkung  Bedingungen  voraussetzt,  unter  denen  es  zur 
Wirksamkeit  kommt.  Eine  von  der  Materie  losgelöste  Kraft 
wäre  die  Objectivirung  eines  Gesetzes,  dem  Bedingungen  seiner 
Wirksamkeit  fehlen. 

2)  Zu  Seite  15.  Die  Notli  wendigkeit  der  Auflösung  der 
Kräfte  in  solche,  die  sich  auf  Punkte  beziehen,  kann  aus  dem 
Princip  der  vollständigen  Begreifbarkeit  der  Natur  herge- 
leitet werden  für  die  Massen,  auf  welche  die  Kräfte  wirken, 
insofern  vollständige  Kenntniss  der  Bewegung  fehlt,  wenn 
nicht  die  Bewegung  jedes  einzelnen  materiellen  Punktes  an- 
gegeben werden  kann.  Aber  die  gleiche  Nothwendigkeit 
scheint  mir  nicht  zu  bestehen  für  die  Massen,  von  denen  die 
Kräfte  ausgehen.  Ich  habe  dies  schon  zum  Theil  im  folgenden 
Aufsatze  besprochen.  Die  Erörterungen  in  I und  II  des  Textes 
sind  zum  Theil  nur  zulässig,  wenn  diese  Auflösbarkeit  in  Punkt- 
kräfte als  von  vorn  herein  feststehend  beibehalten  wird.  Dass 
die  Bewegungskräfte,  wie  sie  durch  Newton  definirt  sind,  die 
nach  dem  Gesetz  des  Parallelogramms  construirten  Resultanten 
aller  Einzelkräfte  sind,  die  von  sämmtlichen  einzelnen  vorhan- 
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denen  Massenelementen  ausgehen,  kann  ich  nur  noch  als  ein 
durch  Erfahrung  gefundenes  Naturgesetz  anerkennen.  Es  sagt 
eine  Thatsache  aus:  Die  Beschleunigung,  welche  ein  Massen- 
punkt erfährt,  wenn  mehrere  Ursachen  Zusammenwirken,  ist 
die  Resultante  (geometrische  Summe)  derjenigen  Beschleu- 
nigungen, welche  die  einzelnen  Ursachen  einzeln  herbeigefiihrt 
haben  würden.  Nun  kommt  freilich  der  Fall  empirisch  vor, 
dass  zwei  Körper,  z.  B.  zwei  Magnete,  die  gleichzeitig  auf  einen 
dritten  wirken,  eine  Kraft  ausüben,  die  nicht  einfach  die  Re- 
sultante der  Kräfte  ist,  die  jeder  allein  genommen  ausüben 
würde.  Wir  kommen  in  diesem  Falle  mit  der  Annahme  aus, 
dass  jeder  einzelne  Magnet  in  dem  anderen  die  Anordnung  einer 
unsichtbaren  imponderablen  Substanz  verändert.  Aber  ich  kann 
das  Princip  der  Begreiflichkeit  nicht  mehr  als  zureichend  für 
die  Folgerung  anerkennen,  dass  die  durch  das  Zusammenwirken 
zweier  oder  mehrerer  Bewegungsursachen  entstehende  Wirkung 
nothwendig  durch  (geometrische)  Summirung  aus  denen  der  ein- 
zelnen gefunden  werden  müsse. 

Sowohl  dieser  thatsächliche  Inhalt  von  Newton’s  zweitem 
Axiom,  wie  das  weiter  unten  ausgesprochene  Princip,  dass  die 
Kräfte,  welche  zwei  Massen  aufeinander  ausüben,  nothwendig  be- 
stimmt sein  müssen,  wenn  die  Lage  der  Massen  vollständig  ge- 
geben ist,  sind  verlassen  worden  in  denjenigen  electrodyna- 
mischen  Theorien,  welche  die  Kraft  zwischen  electrischen  Quantis 
von  deren  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  abhängig  machen. 
Die  in  dieser  Richtung  gemachten  Versuche  haben  bisher  noch 
immer  in  Widersprüche  gegen  die  innerhalb  des  Bereichs  unserer 
bisherigen  Erfahrung  ausnahmslos  bewährten  mechanischen  Prin- 
cipien  von  der  Gleichheit  der  Action  und  Reaction  und  von  der 
Constanz  der  Energie  geführt,  worüber  später  in  den  electro- 
dynamischen  Abhandlungen  dieses  Bandes  mehr  die  Rede  sein 
wird.  Wenn  für  Electricität  in  Leitern  nur  labiles  Gleichgewicht 
existirte,  so  wäre  damit  auch  die  Eindeutigkeit  und  Bestimmtheit 
der  Lösungen  electrischer  Probleme  verloren  gegangen,  und  wenn 
eine  Kraft  abhängig  gemacht  wird  von  der  absoluten  Bewegung, 
d.  h.  von  einer  veränderten  Beziehung  einer  Masse  zu  etwas, 
was  nie  Gegenstand  einer  möglichen  Wahrnehmung  werden 
Lum,  nämlich  zum  unterschiedslosen  leeren  Raum,  so  erscheint 


Digitized  by  Google 


70 


Zur  Lehre  von  der  Energie. 


mir  dies  als  eine  Annahme,  die  die  Aussicht  auf  vollständige 
Lösung  der  naturwissenschaftlichen  Aufgaben  aufgiebt,  was 
meiner  Meinung  nach  erst  geschehen  dürfte,  wenn  alle  anderen 
theoretischen  Möglichkeiten  erschöpft  wären. 


3)  Zu  Seite  20.  Dieser  viel  gebrauchte  Beweis  ist  unge- 
nügend für  den  Fall,  dass  die  Kräfte  von  den  Geschwindig- 
keiten oder  Beschleunigungen  abhängen  sollten,  worauf  mich 
Hr.  Lipschitz  aufmerksam  machte.  Denn  man  kann  auch 


setzen : 


X = R 

dx  ^ dt 


dy 

dt 


Y =- 


d U | dx 
~dj  + u'di 

*L—  _i_  o dy 
dz  + dt 


- P 


dz 

dt 


worin  U eine  Function  der  Coordinaten,  P7  Qf  R dagegen  be- 
liebige Functionen  der  Coordinaten  imd  ihrer  Differentialquo- 
tienten seien,  so  ist: 


y dx  y dy 

xTt  + 1 dt  + 


ry  dz  d U f 1 S 

Z - — m <r 

dt  dt  dt  2 * 


also  die  lebendige  Kraft  eine  Function  der  Coordinaten.  Die 
mit  den  Factoren  P,  Q , R versehenen  Zusätze  zu  den  Werthen 
der  Kraftcomponenten  repräsentiren  eine  resultirende  Kraft, 
welche  senkrecht  zu  der  resultirenden  Geschwindigkeit  des  be- 
wegten Punktes  ist.  Eine  solche  Kraft  würde  ersichtlich  die 
Krümmung  der  Bahn  verändern  aber  nicht  die  lebendige  Kraft. 

Wenn  man  die  Giltigkeit  des  Gesetzes  von  der  Action 
und  Reaction  lesthält  und  die  Auflösbarkeit  in  Punktkräfte,  so 
bleibt  der  im  Text  aufgestellte  allgemeine  Satz  aber  richtig. 
Denn  das  genannte  Gesetz  lässt  für  ein  Punktpaar  nur  Kräfte 
zu,  welche  in  Richtung  der  Verbindungslinie  gleiche  Intensität 
und  entgegengesetzte  Richtung  haben.  Die  zu  den  Geschwin- 
digkeiten senkrechten  Kräfte  würden  daher  nur  in  den  Mo- 
menten eintreten  können,  wo  beide  Geschwindigkeiten  senkrecht 
zur  Verbindungslinie  wären. 

Der  Schlusssatz  des  Abschnittes  muss  also  den  in  der  An- 
merkung gemachten  Zusatz  erhalten. 
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4)  Zu  Seite  27.  Auch  dieser  Satz  ist  zu  weit  gefasst,  da  wir 
die  vorausgehenden  allgemeinen  Sätze  auf  die  Fälle  beschrän- 
ken müssen,  wo  Gleichheit  der  Action  und  Reaction  allgemein 
gilt.  Wenn  wir  die  letztere  fallen  lassen,  so  zeigt  das  neuer- 
dings von  Hm.  Clausius  aufgestellte  electrodynamische  Grund- 
gesetz einen  Fall,  wo  Kräfte,  die  von  den  Geschwindigkeiten 
und  Beschleunigungen  abhängen , doch  nicht  ins  Unendliche 
Triebkraft  erzeugen  können. 

5)  Zu  Seite  41.  Zur  Geschichte  der  Entdeckung 
des  Gesetzes  von  der  Erhaltung  der  Kraft  wäre  hier 
noch  nachzutragen,  dass  R.  Mayer  1842  seinen  Aufsatz  „Ueber 
die  Kräfte  der  unbelebten  Natur“1),  veröffentlicht  hatte,  und 
1845  die  Abhandlung  über  „Die  organische  Bewegung  in  ihrem 
Zusammenhänge  mit  dem  Stoffwechsel“.  Heilbronn.  Schon  in 
dem  ersten  Aufsatze  ist  die  Ueberzeugung  von  der  Aequivalenz 
der  Wärme  und  Arbeit  ausgesprochen  und  das  Aequivalent  der 
Wärme  auf  demselben  Wege,  der  im  Texte  als  der  von  Holtz- 
mann  angegeben  ist,  auf  365  m . kg  berechnet.  Der  zweite  Auf- 
satz ist  seinem  allgemeinen  Ziele  nach  im  wesentlichen  zusam- 
menfallend  mit  dem  meinigen.  Ich  habe  beide  Aufsätze  erst 
später  kennen  gelernt,  und  seitdem  ich  sie  kannte,  nie  unter- 
lassen, wo  ich  öffentlich  von  der  Aufstellung  des  hier  be- 
sprochenen Gesetzes  zu  reden  hatte2),  R.  Mayer  in  erster 
Linie  zu  nennen,  auch  habe  ich  seine  Ansprüche,  so  weit  ich 
sie  vertreten  konnte,  gegen  die  Freunde  Joule  ’s,  welche  die- 
selben gänzlich  zu  leugnen  geneigt  waren,  in  Schutz  genommen. 
Ein  von  mir  in  diesem  Sinne  an  Hrn.  P.  G.  Tait  geschriebener 
Brief  ist  von  diesem  in  der  Vorrede  zu  seinem  Buche:  „Sketch 
of  Thermodynamics“  (Edinburgh,  1868)  abgedruckt.  Ich  lasse 
ihn  hier  folgen: 

„Ich  muss  sagen,  dass  mir  die  Entdeckungen  von  Kirch- 
hoff  auf  diesem  Felde  (Radiation  and  Absorption)  als  einer 

1)  Annalen  der  Chemie  und  Pharmacie  von  Wöhler  und  Liebig. 
Bd.  XLII  p.  23B.  — Beide  Aufsätze  wieder  abgedruekt  in  „Die  Mec  hanik 
<ier  Wärme“  in  .gesammelten  Schriften  von  J.  R.  Mayer.  Stuttgart. 
Cotta  1867. 

2)  S.  meine  „Populären  wissenschaftlichen  Vorträge.  Heft  II  S.  112 
aas  dem  Jahre  1854.  Ebenda  S.  141  (1862).  Ebenda  S.  194  (1869). 
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der  lehrreichsten  Fälle  in  der  Geschichte  der  Wissenschaft  er- 
scheinen, eben  auch  deshalb  weil  viele  andere  Forscher  vorher 
schon  dicht  am  Rande  derselben  Entdeckung  gewesen  waren. 
Kirchhoff’s  Vorgänger  verhalten  sich  zu  ihm  in  diesem  Felde 
ungefähr  so,  wie  in  Bezug  auf  die  Erhaltung  der  Kraft  Rob. 
Mayer,  Colding  imd  Seguin  zu  Joule  und  W.  Thomson“ 
„Was  nun  Robert  Mayer  betrifft,  so  kann  ich  allerdings 
den  Standpunkt  begreifen,  den  Sie  ihm  gegenüber  eingenommen 
haben,  kann  aber  doch  diese  Gelegenheit  nicht  hingehen  lassen, 
ohne  auszusprechen,  dass  ich  nicht  ganz  derselben  Meinung 
bin.  Der  Fortschritt  der  Naturwissenschaften  hängt  davon  ab, 
dass  aus  den  vorhandenen  Thatsachen  immer  neue  Inductionen 
gebildet  werden,  und  dass  dann  die  Folgerungen  dieser  In- 
ductionen, so  weit  sie  sich  auf  neue  Thatsachen  beziehen,  mit 
der  Wirklichkeit  durch  das  Experiment  verglichen  werden. 
Ueber  die  Noth wendigkeit  dieses  zweiten  Geschäftes  kann  kein 
Zweifel  sein.  Es  wird  auch  oft  dieser  zweite  Theil  einen  grossen 
Aufwand  von  Arbeit  und  Scharfsinn  kosten  und  dem,  der  ihn 
gut  durchfuhrt,  zum  höchsten  Verdienste  gereclmet  werden. 
Aber  der  Ruhm  der  Erfindung  haftet  doch  an  dem,  der  die 
neue  Idee  gefunden  hat ; die  experimentelle  Prüfung  ist  nachher 
eine  viel  mechanischere  Art  der  Leistung.  Auch  kann  man 
nicht  unbedingt  verlangen,  dass  der  Erfinder  der  Idee  ver- 
pflichtet sei  auch  den  zweiten  Theil  der  Arbeit  auszuführen. 
Damit  würden  wir  den  grössten  Theil  der  Arbeiten  aller  mathe- 
matischen Physiker  verwerfen.  Auch  W.  Thomson  hat  eine 
Reihe  theoretischer  Arbeiten  über  Car not’s  Gesetz  und  dessen 
Consequenzen  gemacht,  ehe  er  ein  einziges  Experiment  darüber 
anstellte,  und  Keinem  von  uns  wird  einfallen,  deshalb  jene 
Arbeiten  gering  schätzen  zu  wollen.“ 

„Robert  Mayer  war  nicht  in  der  Lage  Versuche  an- 
stellen zu  können;  er  wurde  von  den  ihm  bekannten  Physikern 
zurückgewiesen  (noch  mehrere  Jahre  später  ging  es  mir  ebenso); 
er  konnte  nur  schwer  Raum  für  die  Veröffentlichung  seiner 
ersten  zusammengedrängten  Darstellung  gewinnen.  Sie  werden 
wissen,  dass  er  in  Folge  dieser  Zurückweisung  zuletzt  geistes- 
krank wurde.  Es  ist  jetzt  schwer  sich  in  den  Gedankenkreis  jener 
Zeit  zurückzuversetzen  und  sich  klar  zu  machen,  wie  absolut 
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neu  damals  die  Sache  erschien.  Mir  scheint,  dass  auch  Joule 
lange  um  Anerkennung  seiner  Entdeckung  kämpfen  musste.“ 
„Obgleich  also  Niemand  leugnen  wird,  dass  Joule  viel 
mehr  gethan  hat  als  Mayer,  und  dass  in  den  ersten  Abhand- 
lungen des  Letzteren  viele  Einzelheiten  unklar  sind,  so  glaube 
ich  doch,  man  muss  Mayer  als  einen  Mann  betrachten,  der 
unabhängig  und  selbständig  diesen  Gedanken  gefunden  hat, 
der  den  grössten  neueren  Fortschritt  der  Naturwissenschaft  be- 
dingte: und  sein  Verdienst  wird  dadurch  nicht  geringer,  dass 
gleichzeitig  ein  Anderer  in  einem  anderen  Lande  und  anderem 
Wirkungskreise  dieselbe  Entdeckung  gemacht,  und  sie  freilich 
nachher  besser  durchgeführt  hat  als  er.“ 

In  neuester  Zeit  haben  die  Anhänger  metaphysischer  Spe- 
culation  versucht  das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Kraft  zu 
einem  a priori  gültigen  zu  stempeln,  und  feiern  deshalb  R 
Ma  ver  als  einen  Heros  im  Felde  des  reinen  Gedankens.  Was 

m 

sie  als  den  Gipfel  von  Mayer’ s Leistungen  ansehen,  nämlich 
die  metaphysisch  formulirten  Scheinbeweise  für  die  a priorische 
Xotkwendigkeit  dieses  Gesetzes,  wird  jedem  an  strenge  wissen- 
schaftliche Methodik  gewöhnten  Naturforscher  gerade  als  die 
schwächste  Seite  seiner  Auseinandersetzungen  erscheinen  und 
ist  unverkennbar  der  Grund  gewesen,  warum  May  er’ s Ar- 
beiten in  naturwissenschaftlichen  Kreisen  so  lange  unbekannt 
geblieben  sind.  Erst  als  von  anderer  Seite  her,  namentlich 
durch  Hrn.  Jo  ule’ s meisterhafte  Arbeiten,  die  Ueberzeugung 
von  der  Richtigkeit  des  Gesetzes  sich  Bahn  gebrochen  hatte, 
ist  man  auf  May  er ’s  Schriften  aufmerksam  geworden. 

Uebrigens  ist  dieses  Gesetz,  wie  alle  Kenntniss  von  Vor- 
gängen der  wirklichen  Welt,  auf  inductivem  Wege  gefunden 
worden.  Dass  man  kein  Perpetuum  mobile  bauen,  d.  h.  Trieb- 
kraft ohne  Ende  nicht  ohne  entsprechenden  Verbrauch  ge- 
winnen könne,  war  eine  durch  viele  vergebliche  Versuche,  es 
zu  leisten,  allmählig  gewonnene  Induction. 

Schon  längst  hatte  die  französische  Akademie  das  Per- 
petuum mobile  in  dieselbe  Kategorie  wie  die  Quadratur  des 
Zirkels  gestellt,  und  beschlossen  keine  angeblichen  Lösungen 
dieses  Problems  mehr  anzuuehmen.  Das  muss  doch  als  der 
Ausdruck  einer  unter  den  Sachverständigen  weit  verbreiteten 
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Ueberzeugung  angesehen  werden.  Ich  selbst  habe  diese  Ueber- 
zeugung  schon  während  meiner  Schulzeit  oft  genug  aussprechen 
und  die  Unvollständigkeit  der  dafür  zu  erbringenden  Beweise 
erörtern  hören.  Die  Frage  nach  dem  Ursprung  der  thierischen 
Wärme  forderte  eine  sorgfältigere  und  vollständige  Erörterung 
aller  Thatsachen,  die  darauf  Bezug  hatten.  Als  ich  an  diese 
Arbeit  ging,  habe  ich  sie  immer  nur  als  eine  kritische  be- 
trachtet, durchaus  nicht  als  eine  originale  Entdeckung,  um 
deren  Priorität  es  einen  Streit  geben  könnte.  Ich  war  nach- 
her einigermassen  erstaunt  über  den  Widerstand,  dem  ich  in 
den  Kreisen  der  Sachverständigen  begegnete;  die  Aufnahme 
meiner  Arbeit  in  Poggendorff’s  Annalen  wurde  mir  ver- 
weigert, und  unter  den  Mitgliedern  der  Berliner  Akademie  war 
es  nur  C.  G.  J.  Jacobi,  der  Mathematiker,  der  sich  meiner 
annahm.  Ruhm  und  äussere  Förderung  war  in  jenen  Zeiten 
mit  der  neuen  Ueberzeugung  noch  nicht  zu  gewinnen;  eher 
das  Gegentheil.  Dass  ich  selbst  auch  bei  Abfassung  der  Schrift 
in  keiner  Weise  nach  einer  mir  nicht  zukommenden  Priorität 
getrachtet  habe,  wie  mir  meine  Gegner  metaphysischer  Richtung 
anzudichten  streben,  ist,  meine  ich,  vollständig  dadurch  klar- 
gestellt,  dass  ich  die  andern  Forscher,  die  in  dieser  Richtung 
gearbeitet  hatten,  so  weit  ich  sie  kannte,  angeführt  habe.  Und 
schon  neben  diesen  von  mir  angeführten  Arbeiten,  namentlich 
denen  von  Joule,  konnte  damals  von  einem  Prioritätsanspruch 
für  mich  nicht  mehr  die  Rede  sein,  so  weit  überhaupt  in  Be- 
zug auf  das  allgemeine  Princip  von  einem  solchen  die  Rede 
sein  konnte. 

Wenn  meine  Litteraturkenntniss  zu  jener  Zeit  1847  noch 
unvollständig  war,  so  bitte  ich  dies  damit  zu  entschuldigen, 
dass  ich  die  vorliegende  Abhandlung  in  der  Stadt  Potsdam  aus- 
gearbeitet habe,  wo  sich  meine  literarischen  Hülfsmittel  auf 
die  der  dortigen  Gymnasialbibliothek  beschränkten,  und  dass 
damals  die  „Fortschritte  der  Physik“  der  Berliner  physikalischen 
Gesellschaft  und  andere  Hülfsmittel  noch  fehlten,  mit  denen 
es  jetzt  allerdings  sehr  leicht  geworden  ist,  sich  in  der  physi- 
kalischen Literatur  zu  orientiren. 

6)  Zu  Seite  42.  Der  Begriff  des  Potentials  eines 
Körpers,  beziehlich  einer  electrischen  Ladung  auf  sich 


Digitized  by  Google 


Erhaltung  der  Kraft. 


75 


selbst  ist  hier  in  etwas  anderer  Bedeutung  genommen,  als  dies 
später  in  der  wissenschaftlichen  Literatur  gewöhnlich  geschehen 
ist  Ich  konnte  in  der  sehr  spärlichen,  mir  damals  zugänglichen 
Literatur  keinen  Vorgänger  für  den  Gebrauch  dieses  Begriffs 
Wen,  und  habe  mich  deshalb  bei  seiner  Bildung  durch  die 
Analogie  des  Potentials  zweier  verschiedener  Ladungen  gegen 
einander  [V  im  Texte)  leiten  lassen.  Wenn  man  sich  deren 
Träger  als  congruent  und  entsprechende  Flächenstücke  als 
gleich  stark  geladen  vorstellt,  so  lässt  sich  das  Potential  V 
der  beiden  bilden.  Nun  kann  man  sich  die  beiden  Körper  in 
congruente  Lage  übergeführt  denken;  dann  wird  V das,  was 
ich  hier  mit  W bezeichnet  habe.  Darin  kommt  jede  Combi- 
nation  je  zweier  electrischer  Theilchen  e und  e zweimal  in 
Rechnung.  Das  so  gebildete  IV  ist  nicht  der  Werth  der  Arbeit, 
wie  auch  im  Texte  festgestellt  wird,  sondern  der  letztere  ist 
} fV  (S.  43). *)  In  meinen  späteren  Arbeiten  habe  ich  mich 
dem  zweckmässigeren  Gebrauche  anderer  Autoren  angeschlossen 
und  l W als  das  Potential  des  Körpers  auf  sich  selbst  be- 
zeichnet. S.  darüber  auch  den  folgenden  Aufsatz. 

1)  I)ie  betreffende  Stelle  war  im  Original  am  Schluss  als  Berichtigung 
eingefuhrt. 


III. 

Erwiderung  auf  die  Bemerkungen  von  Hm.  Clausius. 

Poggendorff’s  Annalen  Bd.  91.  S.  241—260  (1854). 


241  Hr.  Clausius  greift  in  diesen  Annalen  Bd.  L XX XIX. 
S.  568  einige  Stellen  meiner  Schrift  über  die  Erhaltung  der 
Kraft  an.  Bei  dem  ersten  Punkte,  den  er  behandelt,  die  Ab- 
leitung des  Gesetzes  der  Wärmeentwickelung  bei  electrischen 
Entladungen  aus  dem  Principe  von  der  Erhaltung  der  Kraft 
betreffend,  ist  seine  Polemik  durch  ein  vollständiges  Missver- 
ständniss  dessen,  was  ich  gemeint  und  ausgesprochen  habe, 
bedingt. 

Ich  soll  nämlich  von  der  irrigen  Ansicht  ausgegangen  sein, 
das,  was  ich  Potential  einer  Masse  auf  sich  selbst  genannt  habe, 
sei  gleich  der  gethanen  Arbeit,  während  es  doch  in  Wahrheit 
doppelt  so  gross  ist,  und  als  Beleg  dafür  citirt  Clausius  auf 
S.  569  seines  Aufsatzes  eine  Stelle  aus  S.  39  meiner  Schrift 
so,  als  hätte  ich  diese  Stelle  allgemeingültig  hingestellt,  während 
ich  ihr  vielmehr  besondere  Annahmen  vorausgeschickt  habe, 
welche  Bedingungen  ihrer  Gültigkeit  sind.  Wenn  aber  auch 
meine  Worte  in  jener  Stelle  vielleicht  einen  Zweifel  erregen 
konnten,  so  habe  ich  doch  auf  der  folgenden  Seite  den  auch 
von  Clausius  citirten  mathematischen  Ausdruck  für  die  durch 
zwei  electrisirte  Körper  repräsentirte  Arbeit  gegeben,  aus  der 
meine  Ansicht  über  diesen  Punkt  jedenfalls  ganz  unzweideutig 
zu  entnehmen  war.  Man  braucht  nur  den  einen  der  beiden 
Körper  als  unendlich  gross  und  unendlich  entfernt  anzunehmen, 
so  erhält  man  die  Arbeit,  welche  der  electrischen  Vertheilung 
in  dem  anderen  Körper  entspricht,  gleich  dem  halben  Potentiale 
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seiner  Electricität  auf  sich  selbst,  also  übereinstimmend  mit 
Clausius  gleich  dem,  was  dieser  ganzes  Potential  genannt  hat. 
Ich  habe  diese  Folgerung  an  jener  Stelle  nicht  ausdrücklich 
ausgesprochen,  weil  wir  es,  streng  genommen,  nie  mit  einem 
electrischen  Körper  allein  zu  thun  haben,  sondern  stets  min- 
destens mit  zweien,  von  denen  der  zweite  die  Erde  sein  kann. 
Doch  findet  sich  die  genannte  Folgerung  für  ganz  analoge  Ver- 
hältnisse bei  Magneten  auf  S.  63  meiner  Schrift,  wo  ausdrück- 
lich das  halbe  Potential  eines  Magneten  auf  sich  selbst  als 
Maass  der  Arbeit  anerkannt  wird.1) 

Meine  Beweisführung  geht  nicht  von  einer  falschen  An- 
nahme über  das  Arbeitsäquivalent  des  genannten  Potentiales 
aus,  sondern  hat  im  Gegentheile  den  Zweck  dies  Arbeits-Aequi- 
valent  erst  zu  finden.  Bei  einer  Bewegung  zweier  electrisirten 
Körper  ohne  Aenderung  der  Vertheilung  ist,  wie  ich  unmittel- 
bar vorher  gezeigt  habe,  der  Gewinn  an  Arbeit  der  Differenz 
des  Potentials  der  electrischen  Massen  aufeinander  gleich.  Jetzt 
musste  auch  der  Arbeitsgewinn  bei  Aenderung  der  Vertheilung 
gefunden  werden.  Dies  geschah  durch  die  Betrachtung  eines 
Falles  von  Entladung,  wobei  ich  die  wirkende  Electricität  so 
iu  vier  electrische  Massen  eintheilte,  dass  die  Arbeit,  welche 
bei  der  Entladung  durch  Vertheilungsänderungen  dieser  vier 
Massen  entstand,  gleich  Kuli  war,  indem  nämlich  zwei  von 
diesen  vier  Massen  ihren  Platz  und  ihre  Vertheilung  behielten, 
zwei  andere  von  gleicher  Grösse  und  entgegengesetztem  Zeichen 
beides  vertauschten,  wodurch  offenbar  keine  Arbeit  gewonnen 
oder  verloren  wird.  Es  wurde  dadurch  also  ein  Fall  von  Be- 
legung mit  Vertheilungsänderung  auf  einen  ohne  Vertheilungs- 
änderung zurückgeführt,  und  es  konnte  deshalb  die  gewonnene 
Arbeit  gleich  der  Differenz  der  Potentialsumme  gesetzt  werden. 
Allerdings  habe  ich  den  Grund,  warum  letzteres  geschehen 
konnte,  dem  Leser  zu  ergänzen  überlassen.  W enn  Hr.  Clausius 
meinen  Bewreis  in  diesem  Sinne  ansieht,  wird  er  ihn,  denke 
ich,  richtig  finden. 

Zweitens  nimmt  Clausius  Anstoss  daran,  dass  ich  eine 
ton  Vorsselman  de  Heer  aus  den  Versuchen  von  Biess 

1)  Siehe  auch  S.  45  und  Zusatz  6 zur  vorigen  Abhandlung. 
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gezogene  Folgerung  aufgenommen  habe,  welche  eine  unerlaubte 
Verallgemeinerung  der  durch  die  Versuche  gewonnenen  Resul- 
tate enthalte.  Er  hat  nicht  bemerkt,  dass  ich  dabei  selbst  auf 
2«  den  Aufsatz  von  Riess  verwiesen  habe,  welcher  die  Bedenken 
gegen  eine  solche  Verallgemeinerung  enthält  Ich  habe  also 
nichts  Unsicheres  als  sicher,  und  nichts  Lückenhaftes  als  voll- 
ständig ausgeben  wollen.  In  seiner  eigenen  Untersuchung  der 
Sache  gelangt  Clausius  zu  dem  Ergebnisse,  dass  die  Schluss- 
weise von  Vorsselman  de  Heer,  die  ich,  indem  ich  sie 
citirte,  mindestens  als  berücksichtigens werth  bezeichnet  hatte, 
für  den  vorliegenden  Zweck  vorläufig  ganz  unbrauchbar  sei. 
Es  könnte  also  scheinen,  als  sei  ich  ganz  unberechtigt  gewesen, 
auf  jene  Folgerungen  hinzuweisen.  Indessen  bitte  ich  zu  be- 
merken, dass  Clausius  zu  dieser  vollständigen  Verwerfung 
nur  dadurch  kommt,  dass  er  schliesslich  auch  das  von  Riess 
aus  seinen  Versuchen  abgeleitete  Gesetz  als  unsicher  verwirft. 
Hebt  man  die  thatsächliche  Grundlage  auf,  so  fällen  natürlich 
auch  alle  Folgerungen  daraus  zusammen.  Wir  wollen  zunächst 
also  festzustellen  suchen,  was  von  den  Schlüssen  von  Vorssel- 
man de  Heer  stehen  bleibe  und  für  unseren  Zweck  brauch- 
bar sei,  wenn  wir  die  Gesetze  von  Riess  so  weit  als  gültig 
betrachten,  wie  dieser  es  selbst  als  erlaubt  ansieht,  und  ausser- 
dem nur  dieselbe  Annahme  als  wahrscheinlich  beibehalten, 
welche  Clausius  selbst  anwendet,  wo  er  aus  dem  theoretischen 
Principe  zu  folgern  sucht,  dass  die  Wärmeentwickelung  in  den 
einzelnen  Theilen  des  Schliessungsdrahtes  dem  Producte  aus 
Quantität  und  Dichtigkeit  der  Electricität  in  der  Batterie 
proportional  sein  müsse,  die  Annahme  nämlich,  dass  bei 
Schliessungsbögen  von  grosser  reducirter  Länge  gegen  die  in 
den  continuirlichen  Theilen  des  Schliessungsbogens  entwickelte 
AVärmemenge  die  Arbeits-Aequivalente  der  übrigen  Entladungs- 
vorgänge verschwinden.  Diese  Annahme  ist  in  der  That  des- 
halb höchst  wahrscheinlich  richtig,  wreil  die  im  ganzen  con- 
tinuirlichen Theile  des  Schliessungsbogens  entwickelte  Wärme 
bei  wachsender  Länge  desselben  nach  den  Gesetzen  von  Riess 
fortdauernd  wächst,  und  alle  übrigen  bekannten  Entladungs- 
wirkungen dagegen  fortdauernd  abzunehmen  scheinen.  Unter 
diesen  Umständen  können  wir  folgern,  dass  mindestens  bei 
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Sekliessungsbögen  von  sehr  grosser  reducirter  Länge  und  einer  244 
beschränkten  Anzahl  von  Verbindungsstellen  verschiedener  Me- 
talle, die  bei  der  Entladung  entwickelte  Wärme  bis  auf  ver- 
schwindend kleine  Theile  von  der  Länge,  Verzweigung  und 
Zusammensetzung  des  Bogens  unabhängig  sei.  Ist  w die  re- 
ducirte  Länge  des  continuirlichen  Theiles  des  verzweigten  oder 
unverzweigten  Leitungsdrahtes,  »7-  die  in  diesem  Theile  ent- 
wickelte Wärme,  q die  Quantität  der  Electricität  in  der  Bat- 
terie, und  s die  Zahl  der  gleich  construirten  Leydener  Flaschen, 
so  ist  nach  Riess: 

«5L.2! 

o + w s 

wo  a und  b Cons tauten  sind.  Wird  nun  bei  wachsender  Grösse 
von  tr  nicht  gleichzeitig  die  Zahl  der  Verbindungsstellen  ver- 
schiedener Metalle  vermehrt,  so  wird  sich  nach  den  obigen 
Voraussetzungen  eine  Grösse  von  w erreichen  lassen,  wo  die 
Wänneentwickelung  in  den  Verbindungsstellen,  im  Funken,  in 
den  Belegen  der  Flaschen  und  andere  Arbeits-Aequivalente 
gegen  »V*  verschwinden,  »9-  also  bis  auf  unmerklich  kleine  Quan- 
titäten die  ganze  entwickelte  Wärme  repräsentirt.  Fenier  wird 
sich  rc  auch  so  gross  machen  lassen,  dass  b dagegen  ver- 
schwindet, dann  wird: 


s 


wie  es  das  theoretische  Gesetz  verlangt. 

Dagegen  will  ich  Clausius  gern  zugeben,  dass  wir  nicht 
durch  thatsächliche  Beweise  entscheiden  können,  ob  bei  den 
Versuchen  von  Riess  die  gemachten  Voraussetzungen  erfüllt 
waren,  weder  ob  die  Theile  der  Arbeit  verschwanden,  welche 
nicht  dem  Gesetze  der  Wärmeentwickelung  in  linearen  Leitern 
von  constantem  Widerstande  folgen,  noch  auch  ob  die  Grösse  b 
wirklich,  wenn  von  ihr  die  reducirten  Längen  der  constanten 
Theile  des  Schliessungsbogens  ab  und  zu  w hinzugerechnet 
wurden,  gegen  w verschwindend  klein  war.  Setzen  wir  das 
theoretische  Gesetz,  das  aus  der  Aequivalenz  von  Wärme  und 
mechanischer  Kraft  hergeleitet  ist,  als  richtig  voraus,  so  folgt 
daraus  allerdings,  dass,  soweit  die  Versuche  von  Riess  sich  245 
der  von  ihm  daraus  abgeleiteten  Formel  fügen,  die  gesammte 
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Arbeitsleistung  in  den  nicht  untersuchten  Theilen  der  Leitung 
äquivalent  sein  musste  der  Wanne,  welche  durch  die  Entladung 
in  der  reducirten  Länge  b zu  entwickeln  war.  Denn  die  ganze 
zu  leistende  Arbeit  ist: 

q 2 

a . *-  > 
ä 

die  in  den  linearen  Leitungen  vom  Widerstande  w entwickelte: 

aw  q 2 
b -f  w s ’ 

also  die  Differenz  beider: 

ab  q 2 
b + io  s ’ 

d.  h.  gleich  der  Wärme,  welche  in  der  reducirten  Länge  b zu 
entwickeln  wäre.  Während  also  durch  das  aus  den  Versuchen 
hergeleitete  Gesetz,  wenigstens  theilweise,  für  grosse  Werthe 
von  io,  wo  die  etwa  vorhandenen  störenden  Umstände  ver- 
schwinden mussten,  das  allgemeine  Princip  bestätigt  wird,  macht 
letzteres  wieder  wahrscheinlich,  dass  unter  den  Bedingungen, 
wo  jene  Versuche  angestellt  sind,  entweder  keine  unbekannten 
Umstände  einen  merklichen  Einfluss  hatten,  oder  dass  sie, 
wenn  sie  wirksam  waren,  auch  mit  unter  jenes  empirische  Ge- 
setz fielen. 

Clausius  deutet  in  seinem  Aufsatze  an,  dass  eine  solche 
Schlussfolgerung,  wie  ich  sie  eben  gezogen  habe,  möglich  sei; 
doch  lässt  er  sich  nicht  darauf  ein  sie  zu  ziehen,  weil  ihm  die 
Richtigkeit  der  empirischen  Formel  von  Riess  zweifelhaft  er- 
scheint. Er  macht  darauf  aufmerksam,  dass  die  allerdings 
kleinen  Abweichungen  zwischen  der  Formel  und  den  Beobach- 
tungen ein  constantes  Gesetz  zu  befolgen  scheinen.  Indessen 
ist  dies  fast  allgemein  bei  den  Beobachtungsreihen  von  Riess 
mit  dem  electrischen  Thermometer  der  Fall.  Die  stärkeren 
Erwärmungen  sind  fast  immer  kleiner  gefunden,  als  sie  nach 
der  Rechnung  sein  sollten,  was  davon  herrühren  mag,  dass  der 
248  Wärmeverlust  im  Thermometer  bei  höheren  Temperaturunter- 
scliieden  verhältnissmässig  stärker  w’ar.  Indessen  sind  die  Ab- 
weichungen überall  so  gering,  dass  wir  bei  der  grossen  Schwie- 
rigkeit dieser  Versuche  deshalb  wohl  noch  keinen  Verdacht 
gegen  die  Gesetze  zu  schöpfen  brauchen.  Mindestens  sehe  ich 
keinen  Grund  den  einen  Factor  der  Formel,  welcher  vom 


Erhaltung  der  Kraft,  gegen  Clausius. 


81 


Widerstande  abhängig  ist,  mehr  zu  bezweifeln,  als  den  von  der 
Ladung  abhängigen,  welchen  Clausius  für  seine  Folgerungen 
benutzt.  Lidessen  wenn  er  geneigt  ist  die  Uebereinstimmung 
der  Versuche  mit  jenem  ersten  Theile  des  Gesetzes  für  einen 
blossen  Zufall  zu  halten,  so  lässt  sich  darüber  natürlich  nicht 
weiter  mit  ihm  rechten.  Ich  bin  gern  geneigt  jeden  Zweifel, 
der  uns  dazu  führen  kann  die  Thatsachen  genauer  fest- 
zustellen, zu  ehren;  aber  wir  müssen  uns  dadurch  nicht  ver- 
hindern lassen  uns  die  Consequenzen  solcher  Gesetze  klar  zu 
machen,  die  durch  eine  lange  Reihe  von  Thatsachen  so  weit 
erwiesen  sind,  als  es  zur  Zeit  möglich  erscheint. 

Clausius  neigt  sich  in  dieser  Sache  zu  der  Annahme,  dass 
die  bisher  nicht  untersuchten  Theile  der  Arbeit  einen  beträcht- 
lichen Theil  der  Gesammtwirkung  bilden.  Mir  schien  aus  der 
Uebereinstimmung  des  theoretischen  und  empirischen  Gesetzes 
das  Gegentheil  wahrscheinlicher.  Indessen  da  es  an  factischen 
Entscheidungsmitteln  ganz  fehlt,  ist  es  unnütz  über  die  grössere 
oder  geringere  Wahrscheinlichkeit  der  einen  oder  der  anderen 
Annahme  zu  streiten.  Ich  kann  es  deshalb  wohl  unterlassen, 
gegen  die  Wahrscheinlichkeitsgründe,  welche  Clausius  vorge- 
bracht hat  Einwendungen  zu  machen  und  andere  dagegen  zu 
stellen,  besonders  da  eine  Entscheidung  der  Hauptpunkte  durch 
Versuche  nicht  eben  allzu  schwer  erscheint. 

Der  dritte  Punkt,  den  Clausius  angegriffen  hat,  betrifft 
«len  Beweis  des  folgenden  allgemeinen  Satzes : das  Priucip  von 
der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  gilt  nur  da,  wo  die  wirken- 
den Kräfte  sich  auflösen  lassen  in  Kräfte  materieller  Punkte, 
welche  in  der  Richtung  der  Verbindungslinie  wirken,  und  deren 
Intensität  nur  von  der  Entfernung  abhängt.  Wir  wollen  auf 
solche  Kräfte  allein  den  besonderen  Namen  Centralkräfte  an- 
wenden, wie  es  in  meiner  Schrift  schon  geschehen  ist. 

Ich  gebe  in  meiner  Schrift  zuerst  die  bekannte  analytische 
Folgerung,  dass  in  einem  solchen  Falle  Richtung  und  Grösse 
der  auf  einen  der  materiellen  Punkte  wirkenden  Gesammtkraft 
nur  Function  von  Raumgrössen  (Coordinaten),  nicht  von  Zeit, 
Geschwindigkeit  u.  s.  w.  sein  können.  Dieser  Theil  des  Beweises 
lässt  sich  ausführen,  ohne  die  auf  den  betrachteten  Punkt  wir- 
kende Gesammtkraft  in  ihre  einzelnen  Theile  aufzulösen,  die  den 

Vtlmholti,  wiagen^ch.  Abhandlungen.  6 
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einzelnen  wirkenden  Punkten  angehören.  Der  Grund,  warum 
es  nicht  ganz  unwichtig  erscheint  die  Theile  der  Folgerungen 
besonders  hinzustellen,  welche  eine  solche  Auflösung  nicht  er- 
fordern, wird  weiter  unten  erhellen.  (Siehe  vorher  S.  70.  Nr.  3.) 

Um  die  Kräfte  zu  finden,  mit  denen  zwei  einzelne  mate- 
rielle Punkte  gegeneinander  wirken,  muss  ich  natürlich  das 
System  aufgelöst  denken,  und  zwei  solche  Punkte  allein  be- 
trachten. Dieser  Theil  des  Beweises  kann  übrigens  von  dem 
ersten  ganz  unabhängig  gemacht  werden,  und  auf  ihn  beziehen 
sich  die  Ein  würfe  von  Clausius.  Er  behauptet  nämlich,  ich 
hätte  ausser  der  Annahme,  dass  die  Erhaltung  der  lebendigen 
Kraft  stattfinde,  noch  eine  zweite  Annahme  gemacht,  die  näm- 
lich, dass  die.  Grösse  der  Kraft  Function  der  Entfernung  sei, 
und  daraus  erst  geschlossen,  dass  die  Richtung  der  Kraft  die 
der  Verbindungslinie  sei.  Ich  habe  aber  in  der  betreffenden 
Stelle  die  Behauptung  über  die  Grösse  der  Kraft  nicht  als  An- 
nahme, sondern  als  Folgerung  aus  dem  vorhergehenden  Theile 
des  Beweises  hingestellt,  und  wenn  ich  ein  neues  Princip  ange- 
wendet habe,  so  war  es  nur  das  Princip,  wenn  man  es  so  nen- 
nen will,  dass  Stärke  und  Richtung  reell  vorhandener  Natur- 
kräfte nicht  von  der  Lage  bloss  vorgestellter  Coordinatsysteme, 
sondern  nur  von  der  Lage  reell  vorhandener  physischer  Objecte 
abhängig  gemacht  werden  können. 

Da  dieser  Theil  des  Beweises  übrigens  in  meiner  Schrift 
durch  die  Verbindung  mit  dem  ersten  Theile  schwerfälliger  ge- 
worden ist,  als  nöthig  war,  und  wie  ich  sehe  auch  in  Beziehung 
der  Gedankenverbindung  schärfer  sein  könnte,  so  möge  es  mir 
wegen  der  Wichtigkeit  des  bestrittenen  Punktes  erlaubt  sein 
ihn  hier  abgetrennt  von  dem  ersten  Theile  und  mit  specieller 
Angabe  aller  seiner  Vordersätze  wieder  anzufuhren,  damit  man 
die  Grundlagen,  auf  denen  er  ruht,  klar  übersehe.  Das  Princip 
von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  ist  gemäss  der  For- 
mulirung  auf  S.  9 meiner  Schrift,  wenn  wir  es  nur  auf  beweg- 
liche Massenpunktc  beziehen,  folgendes:  „Wenn  in  beliebiger 
Zahl  bewegliche  Massenpunkte  sich  nur  unter  dem  Einflüsse 
solcher  Kräfte  bewegen,  die  sie  selbst  gegeneinander  ausüben, 
so  ist  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  aller  zusammenge- 
nommen zu  allen  Zeitpunkten  dieselbe,  in  welchen  alle  Punkte 
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dieselben  relativen  Lagen  gegeneinander  einnehmen,  wie  auch 
ihre  Bahnen  und  Geschwindigkeiten  in  der  Zwischenzeit  ge- 
wesen sein  mögen.“  Ich  muss  hier  besonders  auf  den  Begriff 
der  relativen  Lage  aufmerksam  machen,  der  vielleicht  nicht 
von  allen  Mechanikern  in  diesem  Principe  angewendet  worden 
ist,  der  aber  offenbar  für  die  physikalische  Anwendung  des 
Prineipes  durchaus  wesentlich  ist.  Ich  denke,  es  wird  gegen 
folgende  Definition  dieses  Begriffes  nichts  einzuwenden  sein: 
„Gleiche  relative  Lage  zu  einander  haben  bewegliche  Punkte, 
so  oft  ein  Coordinatensystem  zu  construiren  ist,  in  welchem 
alle  ihre  Coordinaten  beziehungsweise  dieselben  Werthe  wieder- 
bekommen.“ 

Aus  dieser  Definition  folgt  immittelbar  für  zwei  Punkte, 
dass  sie  dieselbe  relative  Lage  zueinander  haben,  so  oft  sie 
sich  in  gleicher  Entfernung  von  einander  befinden;  denn  so  oft 
dies  der  Fall  ist,  lässt  sich  nicht  bloss  ein,  sondern  es  lassen 
sich  durch  Drehung  dieses  einen  um  die  Verbindungslinie  der 
Punkte  unzählig  viele  Coordinatensysteme  finden,  in  denen  die 
Coordinaten  beider  Punkte  beziehungsweise  dieselben  Werthe 
annehmen.  Die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  soll  nach  der 
Annahme  gleich  sein  bei  gleicher  relativer  Lage  der  Punkte. 
Die  relative  Lage  ist  gleich  bei  gleicher  Entfernung,  folglich 
wird  durch  unsere  Annahme  auch  bedingt,  dass  für  zwei  Punkte  240 
die  lebendige  Kraft  gleich  sei  bei  gleicher  Entfernung,  also 
ihrer  Grösse  nach  abhängig  sei  nur  von  der  Entfernung.  Hier- 
von geht  der  zweite  Theil  meines  Beweises  aus,  der  sich  auf 
zwei  einzelne  Punkte  bezieht.  Nennen  -wir  die  ganze  lebendige 
Kraft  des  Systemes  L1  welche  Grösse  also  nach  dem  eben 
Gesagten  Function  der  Entfernung  r ist.  Die  Coordinaten  der 
beiden  beweglichen  Punkte  seien  beziehlich  xvyv  zl  und  .r2, y27  zv 
die  Componenten  der  Kraft,  welche  auf  den  ersten  Punkt  aus- 
geübt wdrd,  X,  T,  Z,  und  ihre  Resultante  R , so  ist  nach  be- 
kannten analytischen  Sätzen: 

X = oder: 


dL  dr  i 
j—  oder: 
dr  dxx 


X = - 


dL 


dr 


und  ebenso: 


6* 
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F = 


dL  y>  - yx 

dr  r 


Z = 


dL 

dr 


r=  yx2+  r*  + z2  = 


(2) 

(3) 

(4) 


Die  Gleichungen  1,  2 und  3 sagen  aus,  dass  die  Kraft 
nach  der  Richtung  der  Verbindungslinie  wirke,  die  Gleichung  4, 
dass  ihre  Grösse  Function  der  Entfernung  r sei;  q.t.d. 

Clausius  stellt  meinen  Sätzen  die  Möglichkeit  entgegen, 
dass  bei  den  Bewegungen  eines  beweglichen  Punktes  b um 
einen  festen  a die  lebendige  Kraft  eine  beliebige  Function  der 
Coordiuaten  sei.  Eine  solche  Annahme  würde  zunächst  der 
oben  gegebenen  Formulirung  des  Principes  von  der  Erhaltung 
der  Kraft  nicht  gemäss  sein;  sie  würde  also  rein  logisch  ge- 
nommen kein  Gewicht  gegen  die  Folgerung  enthalten,  die  ich 
daraus  gezogen  habe.  Aber  es  ist  dagegen  auch  zu  erinnern, 
dass  wenn  diese  Annahme  auch  zuweilen  bei  mathematischen 
250  Untersuchungen  auf  dem  Papiere,  wo  man  sich  die  Coordinat- 
axen  hinzeichnen  kann,  eine  erlaubte  und  nützliche  Verein- 
fachung der  Vorstellung  sein  kann,  sie  sich  doch  nicht  auf  die 
physikalische  Wirklichkeit  übertragen  lässt,  so  lange  wir  dem 
Grundsätze  treu  bleiben  wollen,  für  reelle  Wirkungen  den  voll- 
ständigen Grund  auch  nur  in  den  Beziehungen  reeller  Dinge 
zueinander  zu  suchen.  Denn  wenn  der  feste  Punkt  a irgendwo 
im  Raume  gegeben  wäre,  müssten  doch  auch  unmittelbar  da- 
durch, dass  er  gegeben  ist,  diejenigen  Richtungen  gegeben  sein, 
in  denen  die  lebendige  Kraft  um  ihn  herum  die  grösste  oder 
die  kleinste  ist,  und  diese  Richtungen  können  ersichtlich  durch 
die  blosse  Lage  des  Punktes  nicht  gegeben  sein.  Wir  müssen 
hier  scharf  zwischen  einem  Punkte  und  einem  körperlichen 
Elemente  unterscheiden.  Ein  körperliches  Element  hat  drei 
Dimensionen  und  durch  seine  Lage  sind  deshalb  auch  Rich- 
tungen bestimmt.  Sobald  uns  z.  B.  die  Lage  eines  körper- 
lichen Elementes  eines  Krystalles  vollständig  gegeben  ist,  sind 
uns  auch  die  Richtungen  der  Krystallaxen  gegeben.  Dem- 
gemäss liegt  auch  kein  Widerspruch  darin,  dass  ein  solches 
Element  nach  verschiedenen  Richtungen  verschiedene  Kräfte 
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ausube,  wie  es  z.  B.  die  Elemente  eines  magnetisirten  Körpers 
timn.  Aber  innerhalb  eines  solchen  Elementes  können  wir 
uns  auch  eine  unendliche  Verscliiedenheit  von  wirkenden 
Punkten  denken.  Körperliche  Elemente  sind  deshalb  noch 
nicht  das  letzte  gleichartigste,  bei  dem  unsere  Analyse  der 
Kräfte  aufhören  müsste. 

Wenn  also  die  Mechaniker  in  einem  beweglichen  Systeme 
von  Massenpunkten  die  lebendige  Kraft  als  Function  der  Coor- 
dinaten  der  Punkte  betrachten,  so  dürfen  sie  hier  statt  der 
Punkte  nicht  körperliche  Elemente  substituiren,  denn  dann 
würde  die  lebendige  Kraft  auch  noch  von  den  Richtungen 
dreier  fester  Axen  in  jedem  Elemente  abhängen.  Dem  ent- 
sprechend müssen  wir  auch  in  dem  Beispiele  von  Clausius 
statt  des  festen  Punktes  a ein  körperliches  Element  setzen. 
Wenn  nun  die  lebendige  Kraft  des  bewegten  Punktes  b eine 
beliebige  Function  der  Coordinaten  cp  ist,  so  kann  gefragt  251 
werden,  ob  in  jedem  Falle  eine  Anordnung  von  wirkenden 
Punkten  mit  Centralkräften  innerhalb  des  Volumeneleraentes  a 
möglich  sei,  welche  die  lebendige  Kraft  <p  hervorbringen  könnte. 

Es  lässt  sich  nun  einsehen,  dass  dies  für  Entfernungen, 
gegen  welche  die  Grösse  des  Elementes  verschwindet,  stets 
möglich  sei,  und  auch,  dass  sogar  jedesmal  unendlich  viele  ver- 
schiedene Anordnungen  dieser  Art  existiren  werden.  Unter 
ihnen  ist  für  den  zu  führenden  Beweis  diejenige  die  bequemste, 
wo  wir  uns  die  wirkenden  Punkte  auf  der  Oberfläche  einer 
unendlich  kleinen  Kugel  vom  Radius  g vertheilt  denken.  Die 
Function  g sei  nach  den  Kugelfunctionen  von  Laplace  ent- 
wickelt. Wenn  cp , wie  wir  hier  annehmen  müssen,  continuirlich 
ist,  so  giebt  diese  Entwickelung  bekanntlich  stets  eine  con- 
vergirende  Reihe,  und  indem  wir  eine  gewisse  endliche  Anzahl 
ihrer  Glieder  benutzen,  können  wir  dadurch  die  Function  (p 
mit  jedem  beliebigen  Grade  von  Genauigkeit  darstellen.  Der 
Mittelpunkt  des  Coordinatensystems  sei  im  Mittelpunkte  der 
Kugel.  Die  Coordinaten  eines  äusseren  Punktes  seien: 

x — r cos  00, 
y — r sin  co  sin  &, 
z — r sin  co  cos  &. 
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Die  eines  Punktes  auf  der  Kugel  seien: 

u - o cos  or, 
b — q sin  u sin  ß, 
c = q sin  a cos  ß. 

Wir  betrachten  o als  verschwindend  klein  gegen  r,  und 
nennen  den  reciproken  Werth  der  letzteren  Grösse  e,  den  der 
Entfernung  der  beiden  Punkte  xyz  und  abc  dagegen  €,  so- 
dass  also:  _ 1 

. r 

_ _ _ 1 

— af  + (y  — b)2  + (z  — c)3  • 

Wir  setzen  ferner: 

g — e — A e. 


252  Bekannt  ist  die  Entwickelung  von  e nach  Kugelfunctionen, 
deren  Glieder  die  Form  haben: 


K,  m)9n^  + 1 


dm  Pn(a>) 
d (cos  io)'n 


sin”1«  . sinma  cos  [m  {&  — ß)]y 

d (cos  a)w 


wo  b(n>  w)  ein  Zahlencoefficient  und  Pn  (co)  eine  ganze  Function 
des  ttten  Grades  von  cos«  ist,  welche  entweder  nur  gerade 
oder  nur  ungerade  Potenzen  dieser  Grösse  enthält.  Die  Ent- 
wickelung von  Ae  ergiebt  sich  daraus  sogleich,  wenn  man  das 
erste  Glied  der  Reihe  für  «,  welches  e ist,  wegnimmt.  Die 
Entwickelung  der  Function  y liefert  dagegen  eine  Summe  von 
Gliedern  der  Form: 


dmPJu>) 

d(c08(o)m 


sinm  co  cos  (m  &) 


oder: 


dm  P (&>)  • • / m 

ip ( ) " _ smm  co  sin  (m  &), 

’ d (cos  (o)m 

wo  \p  eine  Function  von  e ist,  die  jede  mögliche  Form  haben 
kann.  Wir  wollen  die  Reihe  abschliessen  mit  den  Gliedern, 
für  welche  n — v ist. 

Die  Aufgabe  ist  also:  für  die  Punkte  der  Kugeloberfläche 
eine  Function  U von  «,  u und  ß so  zu  bestimmen,  dass  wir 
haben : 

Tt  2 Tt 

(f  = J'j' U g2  sin  oc  d a dß. 

0 0 
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Wir  können  nun  U in  eine  Summe  von  Theilen  zerlegen, 
welche  einzelnen  Gliedern  oder  Gliedergruppen  der  Reihe  für  cp 
entsprechen.  Nehmen  wir  aus  dieser  Reihe  alle  Glieder  heraus, 
lur  welche  m einen  constanten  Werth  p,  n dagegen  die  Werthe 
r,  v — 2,  v — 4 u.  s.  w.  bis  u oder  p + \ hin  hat,  und  welche 
cos  (m  &)  als  Factor  enthalten,  und  bezeichnen  wir  die  Summe 
dieser  Glieder  mit  (pVfJL,  den  dazu  gehörigen  Theil  von  U mit 
so  lässt  sich  zeigen,  dass  der  Gleichung: 


n 2rr 


(fr,*  = j'J*  UVfi  g - sin  a du  dß 


0 0 


Genüge  geschieht,  wenn  wir  für  UVfJL  eine  ähnliche  Summe  263 
setzen,  wie  ifVfl  ist,  deren  Glieder  die  Form  haben: 

uVfl  ^ (®)  sin^  u cos  (u  ß), 

rf(COSa)/* 

wo  ebenfalls  n die  Werthe  r,  v — 2,  v — 4 u.  s.  w.  bis  u oder 
u -f  1 annimmt,  und  u eine  Function  von  e allein  ist. 

Setzt  man  nun  für  XJVfl  in  die  Gleichung  (1)  diese  Summe, 
entwickelt  jedes  u nach  dem  Taylor’schen  Satze: 

deu  1 dßu 

”>  = “«  + -J7  de  + YJ  • -jp  Je1  + etc. , 


setzt  auch  für  Ae  seine  Entwickelung  nach  Kugelfunctionen, 
so  kann  man  schliesslich  alle  vorhandenen  Grössen  als  con- 
stante  Faetoren  vor  das  Integralzeichen  setzen,  mit  Ausnahme 
der  Kugelfunctionen  und  trigonometrischen  Functionen  von  u 
und  ßj  und  die  Integration  dann  ausführen.  Wenn  man  weiter 
berücksichtigt,  dass: 

2 n 

f COS  ( p ß)  COS  [q  (»9-  — ß)]  dß  = 0 , 

0 

*o  oft  nicht  p gleich  q ist,  dass  ferner: 

n 

/dmPn(u)  „ • 2m + 1 » A 

-T7 ~cosp«sin  ada  = 0, 

d (cos  a) m 

o 


so  oft  p kleiner  als  n — m ist,  und  behält  man  ferner  von  den 
Gliedern,  welche  als  Factor  dieselbe  Function  vV(JL  oder  einen 
ihrer  Differentialquotienten  enthalten,  nur  diejenigen  bei,  wrelche 
mit  den  niedrigsten  Potenzen  von  g multiplicirt  sind,  da  o so 
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klein  gemacht  werden  kann  als  man  will,  so  reducirt  sich 
schliesslich  die  Gleichung  (1)  auf  ein  System  linearer,  par- 
tieller Differentialgleichungen: 


254 


y tyvfl  ^ ^ ^ 

Q 


de 


4-  + + etc. 

2 de 2 


-4t = h e*-' du^  + b2  e'  + etc. 

q ' de  de" 

+ K —2 — n e2-4-"  + o'-  c,  c’+s  -'P*-  + etc. 

de*-Z-H  ' 2 rfe2 


+ es  <W,  e2-*  . 

de*~M 

u.  s.  w. 

Die  Grössen  a,  b , c u.  s.  w.  sind  Zahlencoefficienten.  Aus 
der  ersten  dieser  Gleichungen  kann  man  nach  bekannten  Inte- 
grationsregeln aus  der  zweiten  daun  W(„_2,^)  finden  u.  s.  w. 

Aus  dem  Verfahren,  welches  man  bei  der  Integration  zu  be- 
folgen hat,  geht  auch  hervor,  dass  wenn  die  Functionen  i p für 
endliche  Werthe  von  e endlich  sind,  auch  die  Grössen  ovUyM  und 
deren  Ableitungen  nach  c,  so  weit  sie  in  unseren  Reihenent- 
wickelungen Vorkommen,  für  endliche  Werthe  von  e und  r stets 
endlich  sind.  Sowie  somit  die  Theile  von  UVfl  gefunden  sind, 
lassen  sich  die  fiir  jedes  andere  ähnliche  Aggregat  von  Glie- 
dern von  qp  finden,  und  somit  lässt  sich  die  gestellte  Aufgabe 
jedenfalls  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  von  Genauigkeit  lösen. 

Von  einer  anderen  Seite  hätte  ich  vielleicht  Einwendungen 
gegen  meinen  Satz  erwarten  können.  Ich  habe  nämlich  ein 
Princip  angewendet,  welches  allerdings  in  der  mathematischen 
Mechanik  ganz  allgemein  gebraucht  wird,  nach  dessen  Berech- 
tigung aber  vielleicht  gefragt  werden  könnte.  Ich  habe  nämlich 
vorausgesetzt,  dass  die  Kraft,  welche  ein  Punkt  a auf  einen 
anderen  b ausübt,  unabhängig  von  der  Anwesenheit  jedes 
dritten  Punktes  c sei,  so  dass  also  die  Kraft  welche  a und  c 
gleichzeitig  auf  b ausüben,  die  Summe  derjenigen  ist,  welche 
sie  einzeln  genommen  ausiiben  würden.  Nur  unter  dieser  Vor- 
aussetzung bin  ich  berechtigt  anzunehmen,  wie  es  in  dem  vor- 
255  ausgegangenen  Beweise  geschehen  musste,  dass  das,  was  für 
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<üe  Kräfte  der  beiden  bewegten  Punkte  a und  b,  wenn  sie  sich 
allein  befinden  gilt,  auch  noch  gelte,  wenn  sie  sich  verbunden 
mit  einem  grösseren  Systeme  materieller  Punkte  bewegen. 
Wenn  wir  die  Richtigkeit  dieses  Principes  anerkennen,  wie  es 
bisher  in  der  Mechanik  immer  geschehen  ist,  so  folgt  daraus, 
dass  die  lebendige  Kraft  nicht  eine  ganz  beliebige  Function 
der  Coordinaten  des  Systemes  sein  könne,  sondern  eine  Func- 
tion, welche  gewisse  particuläre  Differentialgleichungen  erfüllen 
müsse.  Nennen  wir  L die  lebendige  Kraft,  a,  b,  c,  d u.  s.  w. 
die  einzelnen  materiellen  Punkte,  xa , ya)  za)  xb,  yb,  zb  u.  s.  w. 
ihre  Coordinaten,  Xab  die  der  ^r-Axe  parallele  Componente  der 
Krall,  welche  der  Punkt  b auf  den  Punkt  a ausübt,  so  ist  nach 
bekannten  Sätzen: 

+ Xac  -f*  \ad  ~h  etc. 

Die  Kraft  Xab  würde  nach  dem  eben  ausgesprochenen 
Principe  unabhängig  sein  von  der  Anwesenheit  oder  Lage 
sämmtlicher  anderen  materiellen  Punkte  mit  Ausnahme  von 
u und  b,  würde  also  auch  nur  Function  von  den  Coordinaten 
dieser  Punkte  sein  können,  ebenso  Xac  nur  Function  der  Coor- 
dinaten von  a und  von  c.  Daraus  folgt,  wenn  wir  nach  yb  dif- 
ferenziren,  dass: 

d'L  = dXab 
dxa,dH  dyb 

Da  der  Ausdruck  der  rechten  Seite  nur  noch  Function 
der  Coordinaten  von  a und  b ist,  kann  auch  der  der  linken 
nur  eine  eben  solche  Function  sein.  Es  müssen  also  alle 
Differentialquotienten  von  der  Form: 

d*L  A d'L  A d'L 

d*a , dyby  dzc  0dei*  dxa,  d*b,  dyc  0Cler  dxa)  dxb,  dxc 

gleich  Null  sein. 

Verbinden  wir  hiermit,  was  ich  eben  aus  dem  Begriffe  der 
relativen  Lage  für  die  physikalische  Anw  endbarkeit  hergeleitet 
habe,  so  folgt,  dass  die  Function  L eine  Summe  von  Functionen 
sein  muss,  deren  jede  nur  abhängig  von  der  Entfernung  zweier  256 
einzelnen  Punkte  ist,  so  wrie  ich  sie  in  meiner  Abhandlung  hin- 
gestellt habe. 
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Was  endlich  den  vierten  Punkt  betrifft,  der  glücklicher- 
weise nicht  in  wesentlicher  Verbindung  mit  dem  Hauptthema 
meines  Buches  steht,  nämlich  das,  was  ich  über  die  Schrift 
von  Holtzmann  gesagt  habe,  so  muss  ich  hier  allerdings 
einen  Irrthum  eingestehen.  Holtzmann  spricht  im  Anfänge 
sein  Princip  so  aus,  dass  es  wie  eine  Anerkennung  der  Aequi- 
valenz  von  Wärme  und  Arbeit  klingt,  und  der  bei  weitem 
grösste  Theil  der  mathematischen  Folgerungen,  die  er  zieht, 
so  weit  sie  ohne  Integration  zu  erhalten  sind,  entsprechen  dem 
auch.  Die  Integration  ist  aber,  wie  Clausius  nachgewiesen 
hat,  nicht  in  der  AVeise  auszuführen , wie  es  Holtzmann 
gethan  hat,  wenn  das  Princip  der  Aequivalenz  festgehalten 
werden  soll. 

In  der  Theorie  des  Galvanismus  muss  ich  die  Einwürfe 
von  Clausius  erwarten.  Das  Kapitel  der  Electrodynamik 
dagegen  ist  in  meiner  Schrift  nur  unter  einer  sehr  beschrän- 
kenden Voraussetzung  durchgeführt,  weil  ich  damals  von  aller 
mathematisch  physikalischen  Literatur  entblösst,  fast  auf  das 
beschränkt  war,  was  ich  selbst  zu  erfinden  wusste.  Ich  habe 
deshalb  den  Magnetismus  des  Eisens  nur  unter  der  Voraus- 
setzung behandeln  können,  dass  dasselbe  vollkommen  weich 
sei;  d.  h.  der  magnetischen  Vertheilung  gar  kein  Hindemiss 
entgegensetze,  sodass  diese  Vertheilung  genau  dieselbe  würde, 
wie  die  der  Electricität  an  electrisirten  Leitern.  Unter  der 
allgemeineren  Voraussetzung  jedoch,  welche  Poisson  seinen 
Theoremen  zu  Grunde  gelegt  hat,  dass  die  Stärke  der  Magne- 
tisirung  der  magnetisirenden  Kraft  proportional  sei,  was  für 
geringe  Stärke  der  Magnetisirung  jedenfalls  mit  der  Erfahrung 
stimmt,  mit  Benutzung  ferner  der  seit  jener  Zeit  in  Deutsch- 
land bekannt  gewordenen  Theoreme  von  Green  und  meiner 
eigenen  Untersuchungen  über  den  Arerlauf  der  durch  Stromes- 
schwankungen inducirten  Ströme,  lässt  sich  das  genannte 
Kapitel  jetzt  vollständiger  und  genügender  als  irgend  ein  anderes 
behandeln,  und  namentlich  lässt  sich  das  allgemeine  Gesetz 
von  Neumann  für  die  inducirten  Ströme  jetzt  viel  vollständiger 
aus  dem  Principe  von  der  Erhaltung  der  Kraft  herleiten. 

Da  Clausius  eine  Arbeit  über  dies  Kapitel  ankündigt, 
will  ich  ihm  nicht  vorgreifen  durch  eine  Veröffentlichung 
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meiner  eigenen  weiteren  Arbeiten  hierüber.  Ich  kann  es  nur 
lür  einen  Gewinn  halten,  wenn  die  Ideenverbindungen,  welche 
ich  in  meiner  Schrift  damals  zu  einer  Zeit,  wo  sie  noch  wenig 
Anklang  unter  den  Physikern  fanden,  darzulegen  suchte,  jetzt 
von  einem  Andern  in  anderer  Form  wieder  aufgenommen, 
und  in  so  vollständiger  und  kritischer  Weise  durchgearbeitet 
werden,  wie  es  bisher  bei  anderen  Kapiteln  der  Theorie  von 
der  Erhaltung  der  Kraft  durch  Hrn.  Clausius  geschehen  ist. 
Nur  sei  es  mir  vergönnt  die  Resultate,  wie  ich  sie  mit  er- 
weiterten Hülfsmitteln  später  gewonnen  habe,  hier  kurz  zu- 
^ammenzustellen,  damit  ich  mit  meiner  älteren  Darstellung  nicht 
in  zu  ungünstigem  Lichte  neben  Hrn.  Clausius  stehen  bleibe. 

I>ie  Voraussetzung  ist  demnach,  dass  das  magnetische 
Moment  eines  jeden  körperlichen  Elementes  innerhalb  eines 
durch  Vertheilung  magnetisirten  Körpers  A der  magnetischen 
Richtkraft  an  dieser  Stelle  proportional  sei  und  dieselbe  Rich- 
tung habe.  Das  Potential  des  vertheilten  Körpers  A gegen 
den  vertheilenden  Magneten  B sei  F,  das  von  A auf  sich 
>elbst  (nach  Clausius  Definition)  sei  fV,  so  lassen  sich  fol- 
gende Sätze  ableiten: 

1)  Wenn  der  vertheilende  Magnet  aus  unendlicher  Ent- 
fernung dem  vertheilten  Körper  A genähert  wird,  so  wird  dabei 
mechanische  Arbeit  gewonnen  gleich  dem  Werthe  von  \ V 
am  Ende  des  Weges.  Dies  ist  ein,  so  viel  ich  weiss,  neuer 
Satz  in  der  mathematischen  Theorie  des  Magnetismus.  Wird 
der  in  A erzeugte  Magnetismus  nun  fixirt  und  der  Magnet  in 
unendliche  Entfernung  gebracht,  so  wird  dabei  die  mechanische 
Arbeit  V aufgebraucht.  Die  erzeugte  Magnetisirung  von  A 
hat  also  die  mechanische  Arbeit  lj2  V erfordert.  Nur  wenn  258 
die  magnetische  Vertheilung  im  Eisen  ganz  unbehindert  ist, 
wird  entsprechend  den  electrisirten  Körpern,  wie  ich  es  in 
meiner  Schrift  angenommen  habe,  die  durch  die  Magnetisirung 
repräsentirte  Arbeit  gleich  — W. \ d.  h.  gleich  der  Arbeit, 
welche  durch  die  Anziehungskräfte  der  freigewordenen  magne- 
tischen Fluida  verrichtet  werden  kann.  Der  Unterschied 

— V — (—  W)  repräsentirt  also  die  Grösse  der  Molecular- 

arbeit  innerhalb  des  magnetisirten  Körpers. 
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2)  Aus  meinen  Untersuchungen  über  die  durch  Stromes- 
schwankungen inducirten  Ströme1)  ergiebt  sich,  dass  die  An- 
steigung eines  galvanischen  Stromes  gegeben  wird  durch  eine 
Gleichung  von  folgender  Form: 


wo  A die  electromotorische  Kraft,  w der  Widerstand,  t die 
Zeit  und  p eine  Constante  ist,  welche  nur  von  der  Form  der 
Leitung  abhängt  (nach  Neumann  das  doppelte  Potential  der 
Leitung  auf  sich  selbst  bei  der  Stromeseinheit,  dividirt  durch 
die  Inductionsconstante).  Der  durch  das  Ansteigen  des  Stro- 
mes inducirte  Integralstrom  ist  dann: 


p-j, 

w 7 

wo  J den  grössten  Werth,  welchen  * erreicht,  bezeichnet. 
Dabei  wird  durch  den  inducirten  Strom  die  Wärmemenge: 

tpj2 

vernichtet,  wenn  die  Einheit  von  w diejenige  ist,  in  der  die 
willkürliche  Einheit  der  Stromintensität  in  der  Zeiteinheit  die 
Wärmeeinheit  entwickelt.  Wird  der  Strom  so  unterbrochen, 
dass  der  dabei  inducirte  Extracurrent  eine  Leitung  findet,  so 
wird  dieselbe  Wärmemenge  wieder  erzeugt,  ohne  dass  dafür 
ein  anderer  Arbeitsverbrauch  stattfände.  Der  galvanische 
259  Strom  J repräsentirt  uns  also,  so  lange  er  besteht,  eine  ge- 
leistete Arbeit,  äquivalent  der  Wärmemenge: 

— n 7 2 

3)  Wenn  demnach  ein  Stromleiter  von  unveränderlicher 
Form  mit  unveränderlichen  Stahl magneten  und  Eisenmassen 
in  Wechselwirkung  tritt,  welche  letzteren  theils  durch  ihn 
selbst,  theils  durch  die  Magnete  magnetisirt  werden,  so  muss 
in  jedem  Augenblicke  durch  den  inducirten  Strom  so  viel 
Wärme  in  der  Stromleitung  entwickelt  oder  vernichtet  werden, 
als  an  Arbeit  bei  den  stattfindenden  Bewegungen , bei  der 
Magnetisirung  der  Eisenmassen  und  Veränderung  der  Strom- 
intensität  verloren  oder  gewonnen  wird.  Daraus  lässt  sich 


1)  Diese  Annalen  Bd.  LXXXIII,  S.  505. 
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jetzt  fui*  die  Induction  durch  Magnete  ganz  allgemein  das 
Gesetz  von  Neumann  ableiten,  dass  die  inducirte  electro- 
motorische  Kraft  gleich  ist  den  Veränderungen  des  Potentials 
der  vorhandenen  Magnete  auf  die  von  der  Stromeinheit  durch- 
flossene Stromleitung,  multiplicirt  mit  einer  Constanten,  und 
ferner,  dass  diese  Constante  bei  der  angegebenen  Einheit  des 
Widerstandes  gleich  dem  reciproken  Werthe  des  mechanischen 
Aequivaients  der  Wärmeeinheit  ist.  Diese  Ableitung  konnte 
ich  in  meiner  früheren  Schrift  vollständig  nur  durchführen 
für  die  Induction  durch  Bewegung  eines  unveränderlichen 
Magneten. 

4)  W.  Weber1)  hat  die  Induction  bei  der  Bewegung  eines 
Stromleiters  gegen  einen  anderen  experimentell  verglichen  mit 
der  bei  Bewegung  des  Stromleiters  gegen  einen  Magneten, 
nnd  gefunden,  dass  beide  gleich  sind,  unter  Umständen  wo  die 
Veränderungen  des  Potentials  auf  den  von  der  Stromeinheit 
durchflossenen  Leiter  gleich  sind.  Wenn  also  das  Inductions- 
gesetz  von  Neu  mann  für  Magnetinduction  vollständig  gilt, 
erscheint  es  gerechtfertigt,  dasselbe  auch  auf  Induction  durch 
Bewegung  von  Stromleitern  zu  übertragen.  Dann  lässt  sich 
weiter  aus  dem  Principe  von  der  Erhaltung  der  Kraft  folgern, 
«lass  auch  in  dem  einen  Leiter  durch  Stromesschwankungen  des 
anderen  inducirten  Ströme  demselben  Gesetze  folgen.  Für  2<w 
einen  einzelnen  Stromeskreis  ist  es  mir  noch  nicht  gelungen  zu 
beweisen,  dass  die  oben  mit  p bezeichnete  Constante  gleich 
«lern  doppelten  Potentiale  sein  müsse,  so  wahrscheinlich  dies 
auch  nach  der  Analogie  der  übrigen  Fälle  sein  mag. 

Die  in  meiner  früheren  Schrift  gegebene  Gleichung  für 
die  Induction  zweier  bewegten  Stromleiter  aufeinander,  ist  nur 
tur  den  Fall  richtig,  wo  der  eine  Strom  gegen  den  anderen 
verschwindend  klein  ist,  weil  ich  damals  noch  nicht  den  Einfluss 
der  Induction  bei  Unterbrechungen  der  Stromleitungen  zu  be- 
rücksichtigen wusste. 

Eine  zweite  Erwiderung  von  Hrn.  Clausius  ist  hierauf  erfolgt  in 
Poggendorff’s  Annalen  Bd.  91.  S.  601 — 604. 

1)  Eleetrodynamische  Maassbestimmungen.  Leipzig,  1846,  S.  171. 
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Ueber  Eigenschaften  des  Eises. 

Yorgetragon  im  naturhistoriech-medicinischen  Verein  zu  Heidelberg  am 
24.  Februar  1865.  Das  Manuseript  eingereicht  am  10.  März.  Abgedruckt 
in  den  Verhandlungen  des  Vereins  Bd.  III  S.  194—196.  Dasselbe  Thema 
in  seinen  Beziehungen  zur  Gletschertheorie  ist  besprochen  in  meinen 
Populären  wissenschaftlichen  Vorträgen.  Heft  I S.  93 — 134. 


ist  Das  Phänomen  der  Regelation  des  Eises  von  Null  Grad, 
wonach  zwei  Eisstücke  beim  Aneinanderpressen  zusammen- 
frieren und  sich  fest  vereinigen,  ist  von  Faraday  entdeckt 
und  von  James  Thomson  erklärt  worden  aus  der  Ernie- 
drigung des  Gefrierpunktes,  die  bei  gesteigertem  Drucke  eintritt. 
Dagegen  wurden  von  Faraday  Versuche  angeführt,  bei  denen 
der  Druck  sehr  klein  ist,  und  doch  die  Eisstücke  im  Laufe 
einiger  Stunden  zusammenfroren. 

Der  Vortragende  hat  einige  Versuche  angestellt,  welche 
dazu  dienen  können,  die  gegen  J.  Thomson’s  Theorie  ge- 
machten Einwände  zu  heben.  Man  muss  hierbei  wesentlich 
die  Zeit  berücksichtigen.  Unter  starkem  Drucke  haften  zwei  Eis- 
stücke augenblicklich  zusammen,  unter  Umständen  so  stark,  dass 
man  sie  nicht  wieder  von  einander  lösen  kann.  Je  schwacher 
der  Druck  ist,  desto  länger  muss  man  warten  und  desto  leichter 
sind  die  Stücke  nachher  wieder  von  einander  zu  lösen. 

Presst  man  zwei  Eisstücke  an  einander,  so  nehmen  sie 
eine  Temperatur  niedriger  als  der  Gefrierpunkt  an,  für  je  eine 
Atmosphäre  Druck  0,0075  eines  Centesimalgrades.  Die  zwi- 
schen ihnen  zurückbleibende  Wasserschicht  aber  kann  ent- 
weichen und  wird  nicht  gepresst,  deren  Gefrierpunkt  wird  also 
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auch  nicht  vermindert,  und  sie  wird  gefrieren  müssen,  da  sie 
mit  Eis  von  weniger  als  0°  in  Berührung  ist.  Je  kleiner  der 
Druck,  desto  kleiner  die  Temperaturdifferenz,  desto  langsamer 
die  Ableitung  der  Wärme  vom  Wasser  zum  Eise,  desto  lang- 
samer das  Gefrieren. 

Der  Vortragende  erhielt  einen  durch  Auskochen  luftleer 
gemachten  und  zugeschmolzenen  Glaskolben,  der  Wasser  und 
Eis  enthielt,  in  einem  Gemisch  von  Eis  und  Wasser.  Im 
Innern  des  Kolbens  musste  der  Gefrierpunkt  höher  sein  als 
ausserhalb.  Deshalb  gefror  langsam  das  innere  Wasser.  Im 
Laufe  einiger  Stunden  haftete  das  innen  schwimmende  Eis  immer 
wieder  an  der  Glaswand  des  Kolbens,  und  im  Laufe  einiger 
Tage  entstanden  gut  ausgebildete  Eiskrystalle  über  den  ganzen 
Boden  des  Kolbens.  Durch  die  Glaswand  des  Kolbens  musste 
natürlich  der  Process  sehr  viel  langsamer  vor  sich  gehen,  als 
in  einer  mikroskopisch  dünnen  Wasserschicht  zwischen  zwei 
Eisflächen. 

Durch  Berücksichtigung  dieser  Umstände  scheinen  die 
gegen  die  Theorie  von  Thomson  aufgestellten  Bedenken  be- 
seitigt zu  werden.  Faraday  nimmt  an,  dass  Wassertheilchen 
in  enger  Nachbarschaft  von  Eis  durch  eine  Art  von  Contact- 
wirkung  leichter  gefrieren.  Dabei  wird  aber  dem  Wasser 
latente  Wärme  entzogen,  und  es  ist  nicht  abzusehen,  wro  die 
bin  kommen  soll,  oder  welche  Arbeit  sie  leisten  soll.  J.  Thom- 
son hat  dagegen  wohl  mit  Recht  eingewendet,  dass  Contact-  ws 
Wirkungen  in  solchen  Fällen  wohl  Hindernisse  wegräumen 
können,  welche  der  Wirksamkeit  derjenigen  Kräfte  entgegen- 
stehen, die  V eränderung  hervorzubringen  streben,  aber  sie  nicht 
selbst  hervorbringen  können.  Es  würde  dies  ein  Widerspruch 
gegen  das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Kraft  sein. 

Die  Plasticität  des  Eises  zeigt  sich  nach  den  Versuchen 
des  Vortragenden  am  ausgezeichnetsten  in  Eis,  welches  durch 
hohen  Druck  (50  Atmosphären)  aus  Schnee  zusammengepresst 
ist  Cvlinder  aus  solchem  Eise  konnten  zwischen  zwei  Platten 
in  Richtung  ihrer  Axe  zusammengedrückt  werden,  so  dass  sie 
platte  Scheiben  wurden,  und  erst  gegen  das  Ende  der  Pressung 
bildeten  sich  offene  Spalten  an  einzelnen  Stellen  der  cylindri- 
bchen  Oberfläche. 
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Regelmässig  krystallinisches  Eis  dagegen  von  der  Ober- 
fläche eines  gefrorenen  Flusses,  spaltet  beim  Druck  zwischen 
zwei  Platten  in  grosse  Bruchstücke  auseinander,  die  zwar 
durch  Regelation  wieder  vereinigt  werden,  aber  dann  doch 
deutlich  ein  Haufwerk  unregelmässiger  Stücke  bilden. 

Körniges  Eis  dagegen,  sei  es  nun  feinkörnig,  wie  das  aus 
Schnee  gepresste  Eis,  oder  grobkörnig,  wie  krystallinisches  Eis, 
welches  in  einer  geschlossenen  eisernen  Form  zerbrochen  imd 
in  eine  neue  Gestalt  gepresst  worden  ist,  bildet  beim  Druck 
nur  kleine  Risse,  welche  den  Zusammenhang  der  Eismasse 
nicht  vollständig  trennen. 

Ein  Cylinder  solchen  körnigen  Eises  konnte  selbst  durch 
eine  Oeffnung,  deren  Durchmesser  nur  halb  so  gross  war,  als 
der  des  Cylinders,  liindurchgepresst  werden,  ohne  seinen  Zu- 
sammenhang zu  verlieren.  Doch  spaltet  der  engere  ausge- 
presste Cylinder  gewöhnlich  der  Länge  nach  auf,  ähnlich 
einem  Gletscher , der  durch  eine  enge  Felsschlucht  in  ein 
weites  Thal  hinein  bricht.  Es  erklärt  sich  dieses  Aufspalten 
dadurch,  dass  das  Eis  durch  die  Mitte  der  Oeffnung  schneller 
vordringt,  als  an  deren  Rändern. 

Bei  diesen  Versuchen,  wobei  das  Eis  einem  bis  zu  50  At- 
mosphären gesteigerten  Drucke  ausgesetzt  wird,  und  seine  Tem- 
peratur deshalb  auf  etwa  — 0°,5  fällt,  gefriert  oft  das  Wasser, 
welches  sich  in  den  Spalten  der  aus  mehreren  Stücken  zusam- 
mengesetzten eisernen  Form  ansammelt. 

Das  Eis,  welches  man  künstlich  aus  Schnee  zusammen- 
presst,  ist  von  weisslichem  Aussehen  und  undurchsichtig  wegen 
der  Menge  kleiner  Luftblasen,  die  es  einschliesst.  Wenn  man 
es  mit  der  Presse  umknetet,  wird  es  immer  klarer,  indem  die 
Luftblasen  durch  die  sich  bildenden  kleinen  Sprünge  ausge- 
trieben werden.  Presst  man  einen  Cylinder  solchen  Eises 
zwischen  ebenen  Platten,  so  sieht  man  fortwährend  eine  Menge 
kleiner  Luftbläschen  durch  seine  nasse  Oberfläche  entweichen. 
Dass  das  Gletschereis  schliesslich  ganz  klar  wird,  erklärt  sich 
also  wohl  durch  das  fortdauernde  Umkneten  desselben,  welches 
in  den  Gletschern  stattfindet. 

Aber  auch  klares  krystallinisches  Eis  wird  trübe,  wenn  es 
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unter  der  Presse  in  eine  andere  Form  gebracht  wird.  Ich  habe 
eine  geschlossene  cy  lindrische  Form  ans  Gusseisen,  in  die  ein 
Stempel  eingetrieben  werden  konnte,  mit  klaren  Eisstücken  und 
Wasser  gefüllt,  so  dass  alle  Luft  ausgeschlossen  war,  und  dann 
das  Eis  zusammengepresst,  während  das  Wasser  durch  die  Spal- 
ten der  Form  entwich.  Der  dadurch  erzeugte  Eisblock  war 
weisslich  durchscheinend.  Mit  der  Lupe  erkannte  man  eine 
grosse  Menge  sehr  feiner  und  dicht  aneinander  stehender,  das 
Licht  schwach  reflectirender  Flächen  in  seinem  Innern ; wahr- 
scheinlich Spalten  von  einer  Weite,  die  kleiner  als  Viertellicht- 
wellenlängen  war,  die  ein  Vacuum  enthielten.  Dass  solche 
spaltformige  unvollständig  mit  Wasser  gefüllte  Vacua  im 
Gletschereise  Vorkommen,  hat  Tyndall  gezeigt.  Solche 
können  beim  Pressen  entstehen,  wenn  sich  die  Wände  der 
gebildeten  Sprünge  mit  einer  kleinen  Verschiebung  weder  an- 
einander legen,  wo  sie  dann  nicht  genau  aufeinander  passen. 

Wenn  ein  solcher  weisslicher  Block  gepressten  Eises  einige 
Stunden  im  Eiswasser  lag,  so  wurde  er  ganz  durchsichtig,  wie 
Gletschereis.  Mit  der  Lupe  aber  erkannte  man  in  seinem 
Innern  eine  grosse  Zahl  von  Linien,  welche  sich  durch  andere 
Lichtbrechung  auszeichneten,  und  wie  die  anein anderstossenden 
Kanten  einer  grossen  Zahl  kleiner  Zellen  erschienen.  Brach 
man  mit  dem  Daumennagel  einige  Theile  von  der  Kante  des 
Blockes  los,  so  erschienen  diese  als  ein  Haufwerk  kleiner  po- 
hedrischer  Körner  von  Stecknadelkopf-  bis  Erbsengrösse. 
Jenes  zellige  Ansehen  des  Blockes  rührte  offenbar  davon  her, 
dass  er  durch  und  durch  aus  solchen  polyedrischen  Körnern 
bestand,  zwischen  denen  sich  Wasserschichten  befanden.  Mit- 
tels polarisirten  Lichtes  liess  sich  an  gepressten  Eisplatten  von 
*rtwa  4 mm  Dicke  dieselbe  Zusammensetzung  aus  einem  Hauf- 
werk von  Körnern  ebenfalls  leicht  erkennen,  auch  sogar  un- 
mittelbar nach  der  Pressung,  ehe  noch  das  Schmelzen  an- 
gefangen hatte.  Genau  dieselbe  Zusammensetzung  zeigt 
bekanntlich  schmelzendes  Gletschereis,  nur  dass  dieses  meist 
grössere  und  mehr  ineinander  verschränkte  Körner  hat. 

Die  Entstehung  dieser  Körner  scheint  sich  dadurch  zu  er- 
klären, dass  die  unregelmässigen  Bruchstücke,  aus  denen  der 
zu>ammengepresste  Block  besteht  und  welche  durch  Regelation 

Helmholtr,  wigaensch.  Abhandlungen.  7 
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vereinigt  sind,  bei  der  allmäligen  Erwärmung  des  Blockes  auf 
Null  Grad  gerade  an  den  Stellen  abschmelzen,  die  noch  ge- 
presst sind,  dass  die  luftleeren  Spalten  sich  mit  diesem  Wasser 
füllen,  und  so  schliesslich  eine  Masse  von  aneinander  liegenden 
Körnern  entsteht,  die  durch  ihre  gegenseitige  Verschränkung 
noch  aneinander  haften. 
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Heber  Integrale  der  hydrodynamischen  Gleichungen, 
welche  den  Wirbelbewegungen  entsprechen. 

(Aas  dem  „Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.“  Bd.  55. 

S.  25-55.  (1858.) 


Es  sind  bisher  Integrale  der  hydrodynamischen  Gleichungen  25 
fast  nur  unter  der  Voraussetzung  gesucht  worden,  dass  die 
rechtwinkeligen  Componenten  der  Geschwindigkeit  jedes  Wasser- 
theilchens  gleich  gesetzt  werden  können  den  nach  den  ent- 
sprechenden Richtungen  genommenen  Differentialquotienten 
einer  bestimmten  Function,  welche  wir  das  Geschwindigkeits- 
potential nennen  wollen.  Allerdings  hat  schon  Lagrange1) 
nachgewiesen,  dass  diese  Voraussetzung  zulässig  ist,  so  oft  die 
Bewegung  der  Wassermasse  unter  dem  Einflüsse  von  Kräften 
entstanden  ist  und  fortgesetzt  wird,  welche  selbst  als  Differential- 
qaotienten  eines  Kräftepotentials  dargestellt  werden  können, 
trnd  dass  auch  der  Einfluss  bewegter  fester  Körper,  welche 
mit  der  Flüssigkeit  in  Berührung  kommen,  die  Gültigkeit  jener 
Voraussetzung  nicht  abändert.  Da  nun  die  meisten  mathematisch 
gut  definirbaren  Naturkräfte  als  die  Differentialquotienten  eines 
Kraftepotentials  dargestellt  werden  können,  so  fallen  auch  bei 
weitem  die  meisten  mathematisch  zu  behandelnden  Fälle  von 
Flüssigkeitsbewegung  in  die  Zahl  derer,  bei  denen  ein  Ge- 
schwindigkeitspotential existirt. 

Indessen  hat  schon  Euler2)  darauf  aufmerksam  gemacht, 


1)  Mecanique  analytique.  Paris  1815.  T.  II,  p.  304. 

2)  Histoire  de  i’Acad.  des  Sciences  de  Berlin.  An.  1755,  p.  292. 
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dass  es  doch  auch  Fälle  von  Flüssigkeitsbewegung  giebt,  in 
denen  kein  Geschwindigkeitspotential  existirt,  z.  B.  die  Drehung 
einer  Flüssigkeit  um  eine  Axe  mit  gleicher  Winkelgeschwindig- 
keit aller  Theilchen.  Zu  den  Kräften,  welche  solche  Arten 
von  Bewegungen  hervorbringen  können,  gehören  magnetische 
Kräfte,  welche  auf  eine  von  elektrischen  Strömen  durchlaufene 
Flüssigkeit  wirken,  und  namentlich  die  Reibung  der  Flüssig- 
keitstheilchen  aneinander  und  an  festen  Körpern.  Der  Einfluss 
der  Reibung  auf  Flüssigkeiten  konnte  bisher  noch  nicht  mathe- 
matisch definirt  werden,  und  doch  ist  derselbe  in  allen  Fällen, 
wo  es  sich  nicht  um  unendlich  kleine  Schwingungen  handelt, 
20  sehr  gross,  und  biingt  die  bedeutendsten  Abweichungen  zwischen 
der  Theorie  und  der  Wirklichkeit  hervor.  Die  Schwierigkeit 
diesen  Einfluss  zu  definiren  und  Methoden  zu  seiner  Messung 
zu  finden,  beruhte  zum  grossen  Theile  wohl  auch  darin,  dass 
man  keine  Anschauung  von  den  Formen  der  Bewegung  hatte, 
welche  die  Reibung  in  der  Flüssigkeit  kervorbringt.  In  dieser 
Beziehung  schien  mir  daher  eine  Untersuchung  der  Bewregungs- 
formen,  bei  denen  kein  Geschwindigkeitspotential  existirt,  von 
Wichtigkeit  zu  sein. 

Die  folgende  Untersuchung  wird  nun  lehren,  dass  in  den 
Fällen,  wo  ein  Geschwindigkeitspotential  existirt,  die  kleinsten 
Wassertheilchen  keine  Rotationsbewegungen  haben,  wohl  aber 
ist  wenigstens  ein  Theil  der  Wassertheilchen  in  Rotation  be- 
griffen in  solchen  Fällen,  wo  kein  Geschwindigkeitspotential 
existirt. 

Wirbellinien  nenne  ich  Linien,  welche  durch  die  Flüssig- 
keitsmasse so  gezogen  sind,  dass  ihre  Richtung  überall  mit  der 
Richtung  der  augenblicklichen  Rotationsaxe  der  in  ihnen  hegen- 
den Wassertheilchen  zusammentrifft. 

Wirbel fä den  nenne  ich  Theile  der  Wassermassc,  welche 
man  dadurch  aus  ihr  herausschneidet,  dass  man  durch  alle 
Punkte  des  Umfanges  eines  unendlich  kleinen  Flächenelementes 
die  entsprechenden  Wirbellinien  construirt. 

Die  Untersuchung  ergiebt  nun,  dass  wenn  für  alle  Kräfte, 
welche  auf  die  Flüssigkeit  wirken,  ein  Kräftepotential  existirt: 

1)  kein  Wassertheilchen  in  Rotation  kommt,  welches  nicht 
von  Anfang  an  in  Rotation  begriffen  ist. 
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2)  Die  Wassertheilchen,  welche  zu  irgend  einer  Zeit  der- 
selben Wirbellinie  angehören,  auch  indem  sie  sich 
fortbewegen,  immer  zu  derselben  Wirbellinie  gehörig 
bleiben. 

3)  Dass  das  Product  aus  dem  Querschnitte  und  der  Ro- 
tationsgeschwindigkeit eines  unendlich  dünnen  Wirbel- 
fadens längs  der  ganzen  Länge  des  Fadens  constant 
ist,  und  auch  bei  der  Fortbewegung  des  Fadens  den- 
selben Werth  behält.  Die  Wirbelfaden  müssen  des- 
halb innerhalb  der  Flüssigkeit  in  sich  zurücklaufen,  oder 
können  nur  an  ihren  Grenzen  endigen. 

Dieser  letztere  Satz  macht  es  möglich  die  Rotations- 
geschwindigkeiten zu  bestimmen,  wenn  die  Form  der  betreffen- 
den Wirbelfaden  zu  verschiedenen  Zeiten  gegeben  ist.  Feiner 
wird  die  Aufgabe  gelöst,  die  Geschwindigkeiten  der  Wasser- 
theilchen  für  einen  gewissen  Zeitpunkt  zu  bestimmen,  wenn 
für  diesen  Zeitpunkt  die  Rotationsgeschwindigkeiten  gegeben 
sind;  nur  bleibt  dabei  eine  willkürliche  Function  unbestimmt, 
welche  zur  Erfüllung  der  Grenzbedingungen  verwendet  wer- 
den muss. 

Diese  letztere  Aufgabe  führt  zu  einer  merkwürdigen  Ana- 
logie der  Wirbelbewegungen  des  Wassers  mit  den  elektro- 
magnetischen Wirkungen  elektrischer  Ströme.  Wenn  nämlich 
in  einem  einfach  zusammenhängenden1),  mit  bewegter  Flüssig- 
keit gelullten  Raume  ein  Geschwindigkeitspotential  existirt, 
sind  die  Geschwindigkeiten  der  Wassertheilchen  gleich  und 
gleichgerichtet  den  Kräften,  welche  eine  gewisse  Vertheilung 
magnetischer  Massen  an  der  Oberfläche  des  Raumes  auf  ein 
magnetisches  Theilchen  im  Innern  ausüben  würde.  Wenn  da- 
gegen in  einem  solchen  Raume  Wirbelfäden  existiren,  so  sind 

1)  Ich  nehme  diesen  Ausdruck  in  demselben  Sinne,  in  welchem  Rie- 
mann  (dieses  Journal  Bd.  LIV,  S.  108)  von  einfach  und  mehrfach  zu- 
sammenhängenden Flächen  spricht.  Ein  n fach  zusammenhängender  Raum 
ist  danach  ein  solcher,  durch  den  n— 1,  aber  nicht  mehrere  Schnittflächen 
gelegt  werden  können,  ohne  den  Raum  in  ztvei  vollständig  getrennte 
Theile  zu  trennen.  Ein  Ring  ist  also  in  diesem  Sinne  ein  zweifach  zu- 
sammenhängender Raum.  Die  Schnittflächen  müssen  ringsum  durch  die 
Linie,  in  der  sie  die  Oberfläche  des  Raumes  schneiden,  vollständig  be- 
grenzt sein. 
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die  Geschwindigkeiten  der  Wassertheilchen  gleich  zu  setzen 
den  auf  ein  magnetisches  Theilchen  ausgeübten  Kräften  ge- 
schlossener elektrischer  Ströme,  welche  theils  durch  die  Wirbel- 
fäden im  Innern  der  Masse,  theils  in  ihrer  Oberfläche  fliessen, 
und  deren  Intensität  dem  Product  aus  dem  Querschnitt  der 
Wirbelfäden  und  ihrer  Rotationsgeschwindigkeit  proportional  ist. 

Ich  werde  mir  deshalb  im  Folgenden  öfter  erlauben,  die 
Anwesenheit  von  magnetischen  Massen  oder  elektrischen  Strö- 
men zu  fingiren,  blos  um  dadurch  für  die  Natur  von  Functionen 
einen  kürzeren  und  anschaulicheren  Ausdruck  zu  gewinnen, 
die  eben  solche  Functionen  der  Coordinaten  sind,  wie  die  Po- 
tentialfunctionen oder  Anziehungskräfte,  welche  jenen  Massen 
oder  Strömen  flir  ein  magnetisches  Theilchen  zukommen. 

Durch  diese  Sätze  wird  die  Reihe  der  Bewegungsformen, 
welche  in  der  nicht  behandelten  Klasse  der  Integrale  der 
hydrodynamischen  Gleichungen  verborgen  sind,  wenigstens  für 
die  Vorstellung  zugänglich,  wenn  auch  die  vollständige  Aus- 
führung der  Integration  nur  in  wenigen  einfachsten  Fällen 
möglich  ist,  wo  nur  ein  oder  zwei  geradlinige  oder  kreisför- 
mige Wirbelfäden  vorhanden  sind  in  unbegrenzten  oder  durch 
eine  unendliche  Ebene  theilweis  begrenzten  Wassermassen. 

Es  lässt  sich  nachweisen,  dass  geradlinige  parallele  Wir- 
belfäden in  einer  Wassermasse,  die  nur  durch  senkrecht  gegen 
2s  die  Fäden  gestellte  Ebenen  begrenzt  ist,  um  ihren  gemein- 
schaftlichen Schwerpunkt  rotiren,  wenn  man  zur  Bestimmung 
dieses  Punktes  die  Rotationsgeschwindigkeit  gleich  der  Dichtig- 
keit einer  Masse  betrachtet.  Die  Lage  des  Schwerpunkts 
bleibt  unverändert.  Bei  kreisförmigen  Wirbelfaden  dagegen, 
die  alle  auf  einer  gemeinsamen  Axe  senkrecht  stehen,  be- 
wegt sich  der  Schwerpunkt  ihres  Querschnitts  parallel  der 
Axe  fort. 


§ 1.  Definition  der  Rotation. 

Es  sei  innerhalb  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  in  dem 
Punkte,  der  durch  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z 
bestimmt  ist,  zur  Zeit  t der  Druck  gleich  p,  die  den  drei 
Coordinataxen  parallelen  Componenten  der  Geschwindigkeit 
w,  vf  w , die  Componenten  der  auf  die  Einheit  der  flüssigen 
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Masse  wirkenden  äusseren  Kräfte  X,  T und  Z,  und  die  Dich- 
tigkeit, deren  Aenderungen  als  verschwindend  klein  angesehen 
werden,  gleich  h,  so  sind  die  bekannten  Bewegungsgleichungen 
für  die  inneren  Punkte  der  Flüssigkeit: 
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Man  hat  bisher  fast  ausschliesslich  nur  solche  Fälle  be 


handelt,  wo  nicht  nur  die  Kräfte  X , T und  Z ein  Potential  V 
haben,  also  auf  die  Form  gebracht  werden  können: 


Y-dV  V-dV  7-dV 
A “ dx1 * * *  dy’  ~ dz1 * 


(la) 


sondern  auch  ausserdem  ein  Geschwindigkeitspotential  cp  ge- 
funden werden  kann,  so  dass: 

**  ab) 


d QT 

“ = 


V — 


Dadurch  vereinfacht  sich  die  Aufgabe  ausserordenthch,  indem 
die  drei  ersten  der  Gleichungen  (1)  eine  gemeinsame  Integral- 
gleichung geben,  aus  der  p zu  finden  ist,  nachdem  man  cp  der 
vierten  Gleichung  gemäss  bestimmt  hat,  welche  in  diesem  Falle 
die  Gestalt  annimmt: 


d*<p  , d*jp  d^p  _ 0 
dx 4 + dy7  + ‘ dz 7 ""  U’ 

also  mit  der  bekannten  Differentialgleichung  für  das  Potential 
magnetischer  Massen  übereinstimmt,  welche  ausserhalb  des 
Raumes  Hegen,  für  den  diese  Gleichung  gelten  soll.  Auch  ist 
bekannt,  dass  jede  Function  cp , welche  die  obige  Differential- 
gleichung innerhalb  eines  einfach  zusammenhängenden1)  Rau- 


1)  In  mehrfach  zusammenhängenden  Bäumen  kann  qp  mehrdeutig 

werden,  und  für  mehrdeutige  Functionen,  die  der  obigen  Differential- 

gleichung Genüge  thun,  gilt  der  Fundamentalsatz  von  Green’s  Theorie 

der  Elektrieität  (dieses  Journal  Bd.  XLIV,  S.  360)  nicht,  und  demgemäss 

auch  ein  grosser  Theil  der  aus  ihm  herfliessenden  Sätze  nicht,  welche 

Ga  ass  und  Green  für  die  magnetischen  Potentialfunctionen  aufgestellt 

habe n,  die  ihrer  Natur  nach  immer  eindeutig  sind. 
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mes  erfüllt,  als  das  Potential  einer  bestimmten  Vertheilung 
magnetischer  Massen  an  der  Oberfläche  des  Raumes  ausge- 
drückt werden  kann,  wie  ich  schon  in  der  Einleitung  ange- 
führt habe. 

Damit  die  in  der  Gleichung  (1  b.)  verlangte  Substitution 
gemacht  werden  könne,  muss  sein: 

du  dv dv  dto  _ p.  dw dv  ^ . 

dy  dx  y dz  dy  ’ dx  dz  1 ' ' 

Um  die  mechanische  Bedeutung  dieser  letzteren  drei  Be- 
dingungen zu  verstehen,  können  wir  uns  die  Veränderung, 
welche  irgend  ein  unendlich  kleines  Wasservolum  in  dem  Zeit- 
theilchen  dt  erleidet,  zusammengesetzt  denken  aus  drei  ver- 
schiedenen Bewegungen:  1)  einer  Fortführung  des  Wasser- 
theilchens  durch  den  Raum  hin,  2)  einer  Ausdehnung  oder 
Zusammenziehung  des  Theilchens  nach  drei  Hauptdilatations- 
richtungen, wobei  ein  jedes  aus  Wasser  gebildete  rechtwinklige 
Parallelepipedon,  dessen  Seiten  den  Hauptdilatationsrichtungen 
parallel  sind,  rechtwinklig  bleibt,  während  seine  Seiten  zwar 
ihre  Länge  ändern,  aber  ihren  früheren  Richtungen  parallel 
bleiben,  3)  einer  Drehung  um  eine  beliebig  gelichtete  temporäre 
Rotationsaxe,  welche  Drehung  nach  einem  bekannten  Satze 
immer  als  Resultante  dreier  Drehungen  um  die  Coordinataxen 
angesehen  werden  kann. 

Sind  in  dem  Punkte,  dessen  Coordinaten  £,  i)  und  5 
sind,  die  unter  (1  c)  aufgestellten  Bedingungen  erfüllt,  so 
wollen  wir  die  Werthe  von  u,  v,  w und  ihren  Differential- 
quotienten in  jenem  Punkte  folgendermassen  bezeichnen: 


du 

dw 

dv 

u 

= A 

dx 

“7 

dy  ' 

dz 

“7 
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= B, 
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du  dw 

dz  dr 
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dw 
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c, 
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dy 

77 

30  und  erhalten  dann  für  Punkte,  deren  Coordinaten  .r,  y,  z un- 
endlich wenig  von  £,  ty,  $ verschieden  sind: 

u = A + a(x- l)  + y(y-  5)  + ß(z  - j), 
v = B + y[x  — j)  + A(y  - 1>)  + a(z  - }), 
tr=  C + ß{x  - j)  + a(y  - 9)  + c(z  - j), 
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oder  wenn  wir  setzen: 

(f  ; =»  A ( x - f)  4 B {y  - tj)  + C(z  - 5)  4 (*  ~ £)2 

+ — 9)2  + Jc(r  — g)2  4 «(y  — 9)(*  — i)  4 /?(*  — E)(*  - Ö 

4y(*  — E)(y-  9)» 

so  ist: 


?/ 


dy: 


Es  ist  bekannt,  dass  man  durch  eine  geeignete  Wahl  anders 
gerichteter  rechtwinkliger  Coordinaten  xv  yv  zv  deren  Mittel- 
punkt im  Punkte  £,  ty,  j liegt,  den  Ausdruck  für  cp  auf  die 
Form  bringen  kann: 

(f  — Ax  xx  -f-  Bx  y j 4 (\  z\  4 *ri  4*  y\  4 
wo  dann  die  nach  diesen  neuen  Coordinataxen  zerlegten  Ge- 
schwindigkeiten Wj,  vv  icx  die  Werthe  erhalten: 

«i  = A1+alx1,  vx  = Bx  4-  bx yv  to1  = Cx  + cx  zv 
Die  der  ^-Axe  parallele  Geschwindigkeit  ist  also  gleich 
für  alle  Wassertheilchen  für  welche  xl  denselben  Werth  hat, 
oder  Wassertheilchen,  welche  zu  Anfang  des  Zeittheilchens  dt 
in  einer  den  yx  zx  parallelen  Ebene  liegen , sind  auch  am 
Schlüsse  des  Zeittheilchens  dt  in  einer  solchen.  Dasselbe  gilt 
für  die  xxyx  und  xxzx  Ebene.  Wenn  wir  also  ein  Parallel- 
epipedon  durch  drei  den  letztgenannten  Coordinatebenen  parallele 
und  ihnen  unendlich  nahe  Ebenen  begrenzt  denken,  so  bilden 
die  darin  eingeschlossenen  Wassertheilchen  auch  nach  Ablauf 
des  Zeitheilchens  dt  ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon,  dessen 
Flächen  denselben  Coordinatebenen  parallel  sind.  Die  ganze 
Bewegung  eines  solchen  unendlich  kleinen  Parallelepipedon  ist 
also  unter  der  in  (1  c)  ausgesprochenen  Voraussetzung  zu- 
sammengesetzt nur  aus  einer  Translationsbewegung  im  Raume, 
und  einer  Ausdehnung  oder  Zusammenziehung  seiner  Kanten, 
und  es  ist  keine  Drehung  desselben  vorhanden. 

Kehren  wir  zurück  zu  dem  ersten  Coordinatsystem  der 
x,  y,  z und  denken  wir  nun  zu  den  bisher  vorhandenen  Be- 
wegungen der  den  Punkt  umgebenden  unendlich  kleinen 
Wassermasse  noch  Rotationsbewegungen  um  Axen,  die  denen  31 
der  x.  y und  z parallel  sind,  und  durch  den  Punkt  gehen, 
hmugefugt,  deren  Winkelgeschwindigkeiten  beziehlich  sein 
mögen  f,  j /,  so  sind  die  davon  herrührenden  Geschwindig- 
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keitscomponenten  parallel  den  Coordinataxen  der  x , y , z be- 
ziehlich : 

o,  -(y-WI» 

- - b)  v,  0,  (*-£)*? 

(y  — -(*  — s)&  o. 

Die  Geschwindigkeiten  des  Theilchens,  dessen  Coordinaten  x,  y , ~ 
sind,  werden  nun  also: 

u = A + a (x  - j)  + (y  + f)  (y  - 9)  + (/?  - */)  (z  — a), 
v = 5 + (y  - ö (*  - ö + 3 (9  - y)  + («  4-  £)  (*  - 5), 
w = C+  (/?+  ?)(*  - J)  + («  - |)(y  - t))  + c(z  — 5). 
Daraus  folgt  durch  Differenziren: 

dv  die o . 

Tz  ~ Ty  “ “ 

cito  rfu  n (2) 

cf«  dt?  q »- 

Ä ~~  dl  “ & b* 


Die  Grössen  der  linken  Seite  also,  welche  nach  den  Gleichungen 
(1  c.)  gleich  Null  sein  müssen,  wenn  ein  Geschwindigkeits- 
potential existiren  soll,  sind  gleich  den  doppelten  Rotations- 
geschwindigkeiten der  betreffenden  Wassertheilchen  um  die 
drei  Coordinataxen.  Die  Existenz  eines  Geschwindigkeits- 
potentials sckliesst  die  Existenz  von  Rotationsbewegungen  der 
Wassertheilchen  aus. 

Als  eine  weitere  charakteristische  Eigenthümlichkeit  der 
Flüssigkeitsbewegung  mit  einem  Geschwindigkeitspotential  soll 
hier  ferner  noch  angeführt  werden,  dass  in  einem  ganz  von 
festen  Wänden  eingeschlossenen,  ganz  mit  Flüssigkeit  gefüllten 
und  einfach  zusammenhängenden  Raume  S keine  solche  Be- 
wegung Vorkommen  kann.  Denn  wenn  wir  mit  n die  nach 
innen  gerichtete  Normale  der  Oberfläche  eines  solchen  Raumes 
bezeichnen,  muss  die  zur  Wand  senkrecht  gerichtete  Geschwin- 
digkeitscomponente  d(p/dn  überall  gleich  Null  sein.  Dann  ist 
nach  einem  bekannten  Satze1)  von  Green: 


1)  Der  vorher  schon  angeführte  Satz  in  Journ.  f.  r.  u.  a.  Math.  B<i.  LIV. 
S.  108,  welcher  nicht  für  mehrfach  zusammenhängende  Räume  gilt. 


I 
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wo  links  die  Integration  über  den  ganzen  Raum  S,  rechts 
über  die  ganze  Oberfläche  von  S , deren  Flächenelement  mit 
da  bezeichnet  ist,  ausgedehnt  werden  muss.  Ist  nun  dcpjdn 
an  der  ganzen  Oberfläche  gleich  Null,  so  muss  auch  das  In- 
tegral links  gleich  Null  sein,  was  nur  der  Fall  sein  kann, 
wenn  im  ganzen  Raume  S: 

d qp  d(f  d (f  

dx  dy  dz  ~~  1 

also  gar  keine  Bewegung  des  Wassers  stattfindet.  Jede  Be- 
wegung einer  begrenzten  Flüssigkeitsmasse  in  einem  einfach 
zusammenhängenden  Raume,  die  ein  Geschwindigkeitspotential 
kt,  ist  also  nothwendig  mit  einer  Bewegung  der  Oberfläche 
der  Flüssigkeit  verbunden.  Ist  diese  Bewegung  der  Oberfläche, 
i h.  d(pjdn  vollständig  gegeben,  so  ist  dadurch  auch  die  ganze 
Bewegung  der  eingeschlossenen  Flüssigkeitsmasse  eindeutig  be- 
stimmt Denn  gäbe  es  zwei  Funktionen  cp,  und  cp,n  welche 
gleichzeitig  im  Inneren  des  Raumes  S der  Gleichung: 

d% <r  , d^(f  d*(f  n 

7?  + 7/  + ~dz‘  = U 

genügten  und  an  der  Oberfläche  die  Bedingung: 

dn  T 

erfüllten , wo  die  durch  die  gegebene  Bewegung  der  Ober- 
kche  bedingten  Werthe  von  dcpjdn  bezeichnet,  so  würde 
auch  die  Function  [cp,  — cp,)  die  erstere  Bedingung  im  Linern 
'On  S erfüllen,  an  der  Oberfläche  aber: 

d(<r,  — g p„)  __  n 

dn  ~ 

sin,  woraus  wie  eben  gezeigt  ist,  auch  für  das  ganze  Linere 
ron  S folgen  würde : 

d(q>,—  qp„)  _ d (cp,  — rp„)  __  d((p,—  q>„)  __  ^ 
dx  dy  dz 

Beiden  Functionen  würden  also  genau  dieselben  Geschwindig- 
feen  auch  im  ganzen  Innern  von  S entsprechen. 

Also  nur  in  dem  Falle,  wo  kein  Geschwindigkeitspotential 
testirt,  können  Drehungen  der  Wassertheilchen,  und  in  sich 
^cklaufende  Bewegungen  innerhalb  einfach  zusammenhängen- 
ganz geschlossener  Räume  Vorkommen.  Wir  können  daher 
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die  Bewegungen,  denen  ein  Geschwindigkeitspotential  nicht  zu- 
kommt, im  Allgemeinen  als  Wirbelbewegungen  charakterisiren. 


§ 2.  Constanz  der  Wirbelbewegung. 


Wir  wollen  zunächst  die  Aenderungen  der  Rotations- 
geschwindigkeiten  g,  ?;  und  f während  der  Bewegung  bestimmen, 
wenn  nur  Kräfte  wirken,  denen  ein  Kräftepotential  zukommt 
Ich  bemerke  zunächst  im  allgemeinen , dass  wenn  yj  eine 
Function  von  ar,  y,  z,  t ist,  und  um  dip  wächst,  während  die 
letzteren  vier  Grössen  um  dar,  dy,  dz  und  dt  wachsen, 
wir  haben: 


Soll  nun  die  Aenderung  von  yj  während  des  Zeittheilchens  dt 
für  ein  constant  bleibendes  Wassertheilchen  bestimmt  werden, 
so  müssen  wir  den  Grössen  dx , dy  und  dz  dieselben  Werthe 
geben,  welche  sie  für  das  bewegte  Wassertheilchen  haben, 
nämlich: 

dx  = udt , dy  = vdt,  dz  = wdt , 
und  erhalten: 


is  = tv  + u dJt  + 

et  dt  ^ dx  ^ 


vpL 

dy 


• dy 

+ w£ 


Das  Zeichen  dyj/dt  werde  ich  im  Folgenden  immer  nur  in 
dem  Sinne  gebrauchen,  dass  {d\pjdt)dt  die  Aenderung  von  ty 
während  der  Zeit  dt  für  dasselbe  Wassertheilchen  bezeichnet, 
dessen  Coordinaten  zu  Anfang  der  Zeit  dt  x,  y und  z waren. 

Indem  wir  aus  den  ersten  der  Gleichungen  (1)  mit  Hülfe 
von  Differentiationen  die  Grösse  p eliminiren,  und  dabei  die 
Bezeichnungen  der  Gleichungen  (2)  einführen,  und  für  die 
Kräfte  X,  Y,  Z die  Gleichungen  (la)  als  erfüllbar  betrach- 
ten, erhalten  wir  folgende  drei  Gleichungen: 


dj. 

= s 

du 

+ 

du 

+ 

Km 

du 

dt 

dx 

V 

dy 

s 

dz * 

öy 

dt 

= l 

d v 
dx 

+ 

d v 
dy 

+ 

f 

dv 

j— ) 

dz 

e; 

= i 

dio 

+ 

dtc 

+ 

Km 

d w 

dt 

dx 

V 

dy 

f 

Tz  \ 
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oder  auch*. 


d* 

= i 

du 

+ 

dv 

4* 

die 

dt 

dx 

V 

dx 

c 

dx 

d n 

= i 

du 

4- 

d v 

4- 

die 

dt 

dy 

>7 

dy 

£ 

dy 

a; 

du 

4- 

dv 

4- 

die 

dt 

— e 

9 

dz 

'7 

dz 

d z 

Wenn  in  einem  Wassertheilchen  g,  rj  und  £ gleichzeitig  gleich 
.Null  sind,  sind  auch: 

d$  _ ö_v  _ öji  _ A 
d*  ~ d*  ” d*  *“ 


Diej enigen  Wassertheilchen  also,  welche  nicht  schon 
Rotationsbewegungen  haben,  bekommen  auch  im  Ver- 
laufe der  Zeit  keine  Rotationsbewegungen. 

Bekanntlich  kann  man  Rotationen  nach  der  Methode  des 
Parallelogramms  der  Kräfte  zusammensetzen.  Sind  g,  y,  £ die 
Rotationsgeschwindigkeiten  um  die  Coordinataxen , so  ist  die 
Rotationsgeschwindigkeit  q um  die  augenblickliche  Axe  der 
Rotation : 

?=v'r +?’+£*, 

und  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  diese  Axe  mit  den  Coor- 
dinaten  bildet,  sind  beziehlich  g/y,  y/y  und  £/y. 

Wenn  wir  nun  in  Richtung  dieser  augenblicklichen 
Drehungsaxe,  das  unendlich  kleine  Stück  qe  abschneiden,  so 
sind  die  Projectionen  dieses  Stückes  auf  die  drei  Coordinat- 
axen beziehlich  €g,  ert  und  e£.  Während  im  Punkte  x,  y,  z 
die  Componenten  der  Geschwindigkeit  u , v und  w sind,  sind 
sie  am  anderen  Endpunkte  von  qe  beziehlich: 


, Udu  , du  , ydu 

"x  = a + £^  + £^  + «CrfJ* 

, f.dv  dv  , <.dt j 

t’i  = v + ^di  + er<3g+e^’ 


, f.dw  , die  , udw 
tc  = ic  -f-  e g j-  + er]  — + ec 
1 s dx  'ny 


'dz 


Nach  Verlauf  der  Zeit  dt  haben  also  die  Projectionen  der 
Entfernung  der  beiden  Wassertheilchen,  welche  zu  Anfang 
von  dt  das  Stück  qe  begrenzten,  einen  Werth  erlangt,  welchen 
man  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (3)  folgender- 
massen  schreiben  kann: 
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6 £ + (“l  u) =*  e + ||  dt^  , 

«*?  + (Wj  — ®)^  = *^V  + 

ef  + («i  — w)  dt-  s + Jfidty 

Links  stehen  liier  die  Projectionen  der  neuen  Lage  der 
Verbindungslinie  qe,  rechts  die  mit  dem  constanten  Factor  t 
multiplicirten  Projectionen  der  neuen  Rotationsgeschwindigkeit; 
es  folgt  aus  diesen  Gleichungen,  dass  die  Verbindungslinie  der 
beiden  Wassertheilchen,  welche  zu  Anfang  der  Zeit  dt  das 
Stück  qs  der  augenblicklichen  Rotationsaxe  begrenzten,  auch 
nach  Ablauf  der  Zeit  dt  noch  mit  der  jetzt  geänderten  Rota- 
tionsaxe zusammenfällt. 

Wenn  wir  eine  Linie,  deren  Richtung  überall  mit  der 
Richtung  der  augenblicklichen  Rotationsaxe  der  dort  befind- 
lichen Wassertheilchen  zusammentrifft,  wie  oben  festgesetzt  ist, 
eine  Wirbellinie  nennen,  so  können  wir  den  eben  gefundenen 
Satz  so  aussprechen:  Eine  jede  Wirbellinie  bleibt  fort- 
dauernd aus  denselben  Wassertheilchen  zusammen- 
gesetzt, während  sie  mit  diesen  Wassertheilchen  in 
der  Flüssigkeit  fortschwimmt. 

Die  rechtwinkligen  Componenten  der  Rotationsgeschwindig- 
keit nehmen  in  demselben  Verhältnisse  zu,  wie  die  Projectionen 
des  Stückes  eq  der  Rotationsaxe;  daraus  folgt,  dass  die  Grösse 
der  resultirenden  Rotationsgeschwindigkeit  in  einem 
bestimmten  Wassertheilchen  in  demselben  Verhält- 
nisse sich  verändert,  wie  der  Abstand  dieses  Wasser- 
theilchens  von  seinen  Nachbarn  in  der  Rotationsaxe 

Denken  wir  uns  durch  alle  Punkte  des  Umfanges  einer 
unendlich  kleinen  Fläche  Wirbellinien  gelegt,  so  wird  dadurch 
aus  der  Flüssigkeit  ein  Faden  von  unendlich  kleinem  Quer- 
schnitt herausgetheilt,  der  Wirbelfaden  genannt  werden  soll. 
Das  Volumen  eines  zwischen  zwei  bestimmten  Wassertheilchen 
gelegenen  Stückes  eines  solchen  Fadens,  welches  nach  den  eben 
bewiesenen  Sätzen  immer  von  denselben  Wassertheilchen  ange- 
füllt bleibt,  muss  bei  der  Fortbewegung  constant  bleiben,  sein 
Querschnitt  sich  also  im  umgekehrten  Verhältnisse  als  die 
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Länge  ändern.  Danach  kann  man  den  eben  hingestellten  Satz 
auch  so  aussp rechen : Das  Product  aus  der  Rotationsge- 
schwindigkeit und  dem  Querschnitte  in  einem  aus  den- 
selben Wassertheilchen  bestehenden  Stücke  eines 
Wirbelfadens  bleibt  bei  der  Fortbewegung  desselben 
eonstant. 

Aus  den  Gleichungen  (2)  folgt  unmittelbar,  dass: 


dt 

dx 


Daraus  weiter,  dass: 


+ in  + d i 

dy  dz 


= 0 


wobei  die  Integration  über  einen  ganz  beliebigen  Theil  S der 
Wassermasse  ausgedehnt  werden  kann.  Wenn  wir  partiell 
integriren,  folgt  daraus: 

f f £ dy  dz  + ffri  dx  dz  + f f ±dx  dy  ■=  0 , 


wobei  die  Integrationen  über  die  ganze  Oberfläche  des  Raumes 
S auszudehnen  sind.  Nennen  wir  dco  ein  Flächenelement  dieser 
Oberfläche  und  a,  ß,  y die  drei  Winkel,  welche  die  nach  aussen 
gerichtete  Normale  von  dco  mit  den  Coordinataxen  bildet,  so  ist: 


dy  dz 
also: 


cos  u dto  , dx  dz  — cos  ß dco , dx  dy  — cos  y dco , 
ff  (S cos  cc  + y cos  ß -j-  £ cos  y)  da)  — 0 , 


oder  wenn  man  o die  resultirende  Rotationsgeschwindigkeit 
nennt,  und  »V-  den  Winkel  zwischen  ihr  und  der  Normale, 

1 1 a cos  fr  .dco  = 0 , 

die  Integration  über  die  ganze  Oberfläche  von  5 ausgedehnt. 

Nun  sei  S ein  Stück  eines  Wirbelfadens,  begrenzt  durch 
zwei  unendlich  kleine  senkrecht  gegen  die  Axe  des  Fadens  ge- 
legte Ebenen  w,  und  co„ , so  ist  cos  & an  einer  dieser  Ebenen 
gleich  1 , an  der  andern  — 1 , an  der  ganzen  übrigen  Ober- 
fläche des  Fadens  gleich  0,  folglich  wenn  o,  und  (t„  die  Ro- 
tationsgeschwindigkeiten in  o)r  und  cd,,  sind,  reducirt  sich  die 
letzte  Gleichung  auf: 

(Tf  tüf  = Gn  10 ,,  , 

woraus  folgt : D as  Product  aus  der  Rotationsgeschwin- 
digkeit und  dem  Querschnitte  ist  in  der  ganzen  Länge 

Helm  bol  tz,  wisaenech-  Abhandlungen.  8 
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desselben  Wirbelfadens  constant.  Dass  es  sich  auch  bei 
der  Fortbewegung  des  Fadens  nicht  ändert,  ist  vorher  schon 
bewiesen  worden. 

Es  folgt  hieraus  auch,  dass  ein  Wirbelfaden  nirgends 
innerhalb  der  Flüssigkeit  aufhören  dürfe,  sondern  entweder 
ringförmig  innerhalb  der  Flüssigkeit  in  sich  zurücklaufen,  oder 
37  bis  an  die  Grenzen  der  Flüssigkeit  reichen  müsse.  Denn  wenn 
ein  Wirbelfaden  innerhalb  der  Flüssigkeit  irgend  wo  endete, 
würde  sich  eine  geschlossene  Fläche  construiren  lassen,  fiir 
welche  das  Integral  JVcos  fr.dw  nicht  den  Werth  Null  hätte. 


§ 3.  Integration  nach  dem  Raume. 


Wenn  man  die  Bewegung  der  in  der  Flüssigkeit  vor- 
handenen Wirbelfäden  bestimmen  kann,  so  werden  durch  die 
hingestellten  Sätze  auch  die  Grössen  §,  und  £ vollständig  zu 
bestimmen  sein.  Wir  wollen  jetzt  an  die  Aufgabe  gehen,  aus  den 
Grössen  |,  ?/  und  £ die  Geschwindigkeiten  ?/,  v und  zu  finden. 

Es  seien  also  innerhalb  einer  Wassermasse,  die  den  Raum 
S einnimmt,  die  Werthe  von  £,  ?;  und  £ gegeben,  welche  drei 
Grössen  der  Bedingung  genügen,  dass: 


d£  dtj  d£ 


Es  sollen  gefunden  werden  w,  v und  «c,  so  dass  sie  innerhalb 
des  ganzen  Raumes  S den  Bedingungen  genügen,  dass: 


djt.dv  dw  « 

Tx  + dj  + dz  ~~  U ’ 


dv 

dz 

dw 

dx 


dw 

dy 


du  dv  o <- 

dy  dx  <s' 


Dazu  kommen  noch  die  durch  die  jedesmalige  Natur  der  Auf- 
gabe für  die  Grenze  des  Raumes  S geforderten  Bedingungen. 

Bei  der  gegebenen  Vertheilung  von  £,  rh  £ können  nun 
theils  Wirbellinien  Vorkommen,  welche  innerhalb  des  Raumes 
S geschlossen  in  sich  zurücklaufen,  theils  solche,  welche  die 
Grenze  von  £ erreichen  und  hier  abbrechen.  Wenn  letzteres 
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der  Fall  ist,  so  kann  man  jedenfalls  entweder  auf  der  Ober- 
fläche von  6’  oder  ausserhalb  $ diese  Wirbellinien  fortsetzen 
und  in  sich  zurücklaufend  schliessen,  so  dass  dann  ein  grösserer 
Raum  Sx  existirt,  welcher  nur  geschlossene  Wirbellinien  ent- 
hält, und  an  dessen  ganzer  Oberfläche  |,  rh  £ und  ihre  Resul- 
tante <r  selbst  gleich  Null  sind,  oder  wenigstens: 


§ cos  a + rj  cos  ß -f  £ cos  y = rx  cos  & = 0.  (2  b) 

Wie  vorher  bedeuten  liier  a,  ß,  y die  Winkel  zwischen  der  3» 
Normale  des  betreffenden  Theiles  der  Oberfläche  von  Sx  und 
den  Coordinataxen,  & den  Winkel  zwischen  der  Normale  und 
der  resultirenden  Rotationsaxe. 


Werthe  von  u,  v,  w,  welche  den  Gleichungen  (1)4  und  (2) 
genügen,  erhalten  wir  nun,  indem  wir  setzen: 


dp 

+ 

dN 

dM 

u 

dx 

dy 

dz  1 

dP 

+ 

dL 

dN 

V 

dy 

dz 

dx  ' 

dP 

dM 

dL 

IC 

dz 

dx 

dy  ’ 

und  die  Grössen  L7  M,  N7  P durch  die  Bedingungen  bestim- 
men, dass  innerhalb  des  Raumes  Sx : 


PL  , PL  , PL  _ o & 

dx*  + dy*  + dz * “ 

d*M  , PM  , d'M  0 , 
dx 8 + dy*  + dz* 

' (5) 

d*N  d'N  d*N_oy  v } 

dx*  + dy * + dz*  ~ ’ 

*£  4.  d'L  jl  d*P  - 0 
dx * + dy*  + dz*  U< 

Wie  diese  letzteren  Gleichungen  integrirt  werden,  ist  bekannt. 
L.  M,  N sind  die  Potentialfunctionen  fingirter  magnetischer 
Massen,  die  mit  der  Dichtigkeit  — |/27r,  — und  — £/2  tt 

durch  den  Raum  Sx  verbreitet  sind,  P die  Potentialfunction 
von  Massen,  die  ausserhalb  des  Raumes  S liegen.  Bezeichnen 
wir  die  Entfernung  eines  Punktes,  dessen  Coordinaten  a,  b7  c 
sind,  von  dem  Punkte  ;r,  y , z mit  ?•,  und  mit  |a,  £a  die 
Werthe  von  £,  £ in  dem  Punkte  a,  b , c,  so  ist  also: 
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L = - da  db  de 

da  dh  de  • 

A = ~&ifffTdadbdc’ 

die  Integration  über  den  Raum  S1  ausgedehnt,  und: 

P = fff  da  db  de, 


(5  a) 


wo  k eine  willkührliclie  Function  von  a,  b,  c ist,  und  die  In- 
tegration über  den  äusseren,  S umschliessenden  Raum  auszu- 
dehnen ist.  Die  willkührliche  Function  k muss  so  bestimmt 
werden,  dass  die  Grenzbedingungen  erfüllt  werden,  eine  Auf- 
gabe, deren  Schwierigkeit  ähnlich  denen  über  electrische  und 
magnetische  Vertheihing  ist. 

Dass  die  in  (4)  gegebenen  Werthe  von  u,  v und  w die  Be- 
dingung (1)4  erfüllen,  ergiebt  sich  gleich  durch  Differentiation 
mit  Berücksichtigung  der  vierten  der  Gleichungen  (5). 

Fenier  findet  man  durch  Differentiation  der  Gleichungen 
(4)  mit  Berücksichtigung  der  ersten  drei  von  (5),  dass: 


d v 

dtp 

= 2|- 

d 

r dL 

+ 

J M 

+ 

dN 

dz 

dy 

' dx 

dx 

dy 

dz 

dto 

du 

d 

r dL 

+ 

dM 

+ 

dN 

dx 

dt  s 

= 2 n - 

dy 

dx 

dy 

dz 

du 

dv 

d 

r dL 

+ 

dM 

+ 

dN 

dy 

dx 

— 2t,  - 

dz 

d x 

dy 

dz 

Die  Gleichungen  (2)  sind  also  ebenfalls  erfüllt,  wenn  nachge- 
wiesen werden  kann,  dass  im  ganzen  Raume  S1: 


dL  , dM  dN 

dx  ' d y ‘ d z 


0. 


Dass  dies  der  Fall  sei,  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (5  a): 


dL 

dx 


= +^fff—i^Ldadidc> 


oder  nach  partieller  Integration: 


da  db  de , 
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dM 

d9 


— da  de 
r 


dN 

dz 


1 

2 71 


ff 


da  db  — 


d a db  de , 
da  db  de. 


Addiren  wir  diese  drei  Gleichungen  und  nennen  das  Flächen- 
element der  Oberfläche  von  S wieder  dw , so  erhalten  wir: 


dL  , dM 

dx  dy 


+ J {£ a cos  U + 1/a  COS  + Ja  COS  '/)  ~ 

-hfSSi 


da) 


+ dJ° 

<da  ^ db  ^ de  j 


da  db  de. 


Da  aber  im  ganzen  Innern  des  Raumes: 


dt 


d: 

- 1 


a 4.  _la  4.  ZU 
da  ' db  * de 


= 0, 


(2  a) 


und  auf  seiner  ganzen  Oberfläche: 

J*a  cos  u + ija  cos  ß + £a  cos  y — 0 , (2  b) 


so  sind  beide  Integrale  gleich  0 und  die  Gleichung  (5  b)  wie 
die  Gleichungen  (2)  erfüllt.  Die  Gleichungen  (4)  und  (5)  oder 
(5  a)  sind  somit  wirklich  Integrale  der  Gleichungen  (1)4  und  (2). 

Die  in  der  Einleitung  erwähnte  Analogie  zwischen  den 
Femwir klingen  der  Wirbelfäden  und  den  electromagnetischen 
Femwirkungen  stromleitender  Drähte,  welche  ein  sehr  gutes 
Mittel  abgiebt,  um  die  Form  der  Wirbelbewegungen  anschau- 
lich zu  machen,  ergiebt  sich  aus  diesen  Sätzen. 

Wenn  wir  die  Werthe  von  L,  M , N aus  den  Gleichungen 
(5a)  in  die  Gleichung  (4)  setzen,  und  diejenigen  unendlich  kleinen 
Theile  von  u , v und  i c,  welche  in  den  Integralen  von  dem  Kör- 
perelemente da,  db,  de  herrühren,  mit  du,  Jv,  dw  bezeich- 
nen, ihre  Resultante  mit  dp,  so  ist: 


A u 
Av 
A w 


271 

r3 

1 

(z—c)  sa  — (x—a)  :a 

2 71 

r3 

1 

(*“ «)  Va  ~ ty— b) 

da  db  de , 


2 TT 


Aus  diesen  Gleichungen  geht  hervor,  dass: 

Au(*  — «)  4-  dv(y  — b)  + Aw{z  — c ) = 0, 
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d.  h.  die  Resultante  Ap  von  Au,  Av  und  Ate  macht  mit  r 
einen  rechten  Winkel.  Ferner: 

t;aAu  -f*  ria  A 0 4“  ±a  J IC  = 0 , 

d.  h.  dieselbe  Resultante  Ap  macht  auch  mit  der  resultirenden 
Rotationsaxe  in  a,  b , c einen  rechten  Winkel.  Endlich: 

Ap  = y Air  -f  Av-  + Aw-  — — - — «xsim», 

1 &nr 

wo  (T  die  Resultante  von  §a,  ;;a,  £a  und  v der  Winkel  zwischen 
ihr  und  r ist,  welcher  durch  die  Gleichung  bestimmt  wird: 

6 r COS  V — {x  — (l)£a  + — Va  + (*  — c)  La  • 

« Jedes  rotirende  Wassertheilchen  a bedingt  also 
in  jedem  anderen  Theilchen  b derselben  Wassermasse 
eine  Geschwindigkeit,  welche  senkrecht  gegen  die 
durch  die  Rotationsaxe  von  n und  das  Theilchen  b ge- 
legte Ebene  steht  Die  Grösse  dieser  Geschwindigkeit 
ist  direct  proportional  dem  Volumen  von  a,  seiner  Ro- 
tationsgeschwindigkeit  und  dem  Sinus  des  Winkels 
zwischen  derLinie  ab  und  der  Rotationsaxe,  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrat  der  Entfernung  beider 
Theilchen. 

Genau  demselben  Gesetze  folgt  die  Kraft,  welche  eine 
in  a befindliche  electrische,  der  Rotationsaxe  parallele  Strömung 
auf  ein  in  b befindliches  magnetisches  Theilchen  ausüben  würde. 

Die  mathematische  Verwandtschaft  beider  Klassen  von  Natur- 
erscheinungen beruht  darin,  dass  bei  den  Wasserwirbeln  in  den- 
jenigen Theilen  des  Wassermasse,  welche  keine  Rotation  haben, 
ein  Geschwindigkeitspotential  cp  existirt,  welches  der  Gleichung: 

d 2 rf2 


d'ff 
~JZi  T 


-?  = 0 


rfx2  1 rfy2  1 dz'2 
Genüge  thut,  welche  Gleichung  nur  innerhalb  der  Wirbelfäden 
nicht  gilt.  Wenn  wir  uns  die  Wirbelfäden  aber  immer  als 
geschlossen  denken  entweder  innerhalb  oder  ausserhalb  der 
Wassermasse,  so  ist  der  Raum,  in  welchem  die  Differential- 
gleichung für  ff  gilt,  ein  mehrfach  zusammenhängender,  denn 
er  bleibt  noch  zusammenhängend,  wenn  man  Schnittflächen 
durch  ihn  gelegt  denkt,  deren  jede  durch  einen  Wirbelfaden 
vollständig  begrenzt  wird.  In  solchen  mehrfach  zusammen- 
hängenden Räumen  kann  nun  eine  Function  cp,  welche  der 
obigen  Differentialgleichung  genügt,  mehrdeutig  werden,  mul 
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sie  muss  mehrdeutig  werden,  wenn  sie  in  sich  selbst  zurück- 
laufende  Strömungen  darstellen  soll;  denn  da  die  Geschwindig- 
keiten der  Wassermasse  ausserhalb  der  Wirbelfaden  den  Diffe- 
rentialquotienten von  (p  proportional  sind,  so  muss  man  der 
Bewegung  des  Wassers  folgend  zu  immer  grösseren  Werthen 
von  (f  fortschreiten.  Ist  die  Strömung  also  in  sich  zurück- 
laufend,  und  kommt  man  ihr  folgend  schliesslich  an  den  Ort 
zurück,  wo  man  schon  früher  war,  so  findet  man  für  diesen 
einen  zweiten  höheren  Werth  von  qp.  Da  man  dasselbe  un- 
endlich oft  ausführen  kann,  so  muss  es  unendlich  viel  verschie- 
dene Werthe  von  <p  für  jeden  Punkt  eines  solchen  mehrfach 
zusammenhängenden  Raumes  geben,  welche  um  gleiche  Diffe- 
renzen von  einander  verschieden  sind,  wie  die  verschiedenen 
Werthe  von  Are  tang  (*/#),  welches  eine  solche  mehrdeutige 
Function  ist,  die  der  obigen  Differentialgleichung  genügt. 

Ebenso  verhält  es  sich  mit  den  electromagnetischen  Wir- 
kungen eines  geschlossenen  electrischen  Stromes.  Derselbe 
wirkt  in  die  Ferne,  wie  eine  gewisse  Vertheilung  magnetischer 
Massen  auf  einer  von  dem  Stromleiter  begrenzten  Fläche. 
Ausserhalb  des  Stromes  können  deshalb  die  Kräfte,  die  er 
auf  ein  magnetisches  Theilchen  ausübt,  als  die  Differential- 
quotienten einer  Potentialfunction  V betrachtet  werden,  welche 
der  Gleichung  genügt: 

dir  vv  , üZ-0 

d x*  + dtf  + dz*  “ 

Auch  hier  ist  aber  der  Raum,  welcher  den  geschlossenen 
Stromleiter  nmgiebt,  und  in  dem  diese  Gleichung  gilt,  mehr- 
fach zusammenhängend,  und  V vieldeutig. 

Bei  den  Wirbelbewegungen  des  Wassers  also,  wie  bei  den 
electromagnetischen  Wirkungen,  hängen  Geschwindigkeiten  oder 
Kräfte  ausserhalb  des  von  Wirbelfäden  oder  electrischen  Strö- 
men durchzogenen  Raumes  von  mehrdeutigen  Potentialfunctionen 
ab,  welche  übrigens  der  allgemeinen  Differentialgleichung  der 
magnetischen  Potentialfunctionen  Genüge  thun,  während  inner- 
halb des  von  Wirbelfaden  oder  electrischen  Strömen  durch- 
zogenen Raumes  statt  der  Potentialfunctionen,  die  hier  nicht 
«ristiren,  andere  gemeinsame  Functionen  auftreten,  wie  sie  in 
den  Gleichungen  (4),  (5)  und  (5  a)  hingestellt  sind.  Bei  den 
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einfach  fortströmenden  Wasserbewegungen  und  den  magne- 
tischen Kräften  dagegen  haben  wir  es  mit  eindeutigen  Po- 
tentialfunctionen  zu  thun,  ebenso  wie  bei  der  Gravitation,  den 
electrischen  Anziehungskräften,  den  constant  gewordenen  elec- 
trischen  und  thermischen  Strömungen. 

Diejenigen  Integrale  der  hydrodynamischen  Gleichungen, 
in  denen  ein  eindeutiges  Geschwindigkeitspotential  existirt, 
können  wir  Integrale  erster  Klasse  nennen.  Diejenigen  da- 
gegen, bei  welchen  Rotationen  eines  Theils  der  Wassertheil- 
chen  und  demgemäss  in  den  nicht  rotirenden  Wassertlieilchen 
ein  mehrdeutiges  Geschwindigkeitspotential  vorkommt,  Inte- 
grale zweiter  Klasse.  Es  kann  Vorkommen,  dass  im  letzteren 
Falle  nur  solche  Theile  des  Raumes  in  der  Aufgabe  zu  berück- 
sichtigen sind,  welche  keine  rotirenden  Wassertheile  enthalten, 
z.  B.  bei  Bewegungen  des  Wassers  in  ringförmigen  Gefassen, 
wobei  ein  Wirbelfaden  durch  die  Axe  des  Gefässes  gehend 
gedacht  werden  kann,  und  wo  also  die  Aufgabe  doch  noch  zu 
denen  gehört,  die  mittels  der  Annahme  eines  Geschwindig- 
keitspotentials gelöst  werden  können. 

In  den  hydrodynamischen  Integralen  erster  Klasse  sind 
die  Geschwindigkeiten  der  Wassertlieilchen  gleich  gerichtet 
und  proportional  den  Kräften,  welche  eine  gewisse  ausserhalb 
« der  Flüssigkeit  befindliche  Vertheilung  magnetischer  Massen 
auf  ein  am  Orte  des  Wassertheilchens  befindliches  magnetisches 
Theilchen  hervorbringen  würde. 

In  den  hydrodynamischen  Integralen  zweiter  Klasse  sind 
die  Geschwindigkeiten  der  Wassertlieilchen  gleich  gerichtet 
und  proportional  den  auf  ein  magnetisches  Theilchen  wirken- 
den Kräften,  welche  geschlossene  electrische,  durch  die  Wir- 
belfäden fliessende  Ströme,  deren  Dichtigkeit  der  Rotations- 
geschwindigkeit dieser  Fäden  proportional  w’äre,  vereint  mit 
ausserhalb  der  Flüssigkeit  befindlichen  magnetischen  Massen 
hervorbringen  würden.  Die  electrischen  Ströme  innerhalb  der 
Flüssigkeit  würden  mit  dem  betreffenden  Wirbelfaden  fort- 
fliessen  und  constante  Intensität  behalten  müssen.  Die  ange- 
nommene Vertheilung  magnetischer  Massen  ausserhalb  der 
Flüssigkeit  oder  auf  ihrer  Oberfläche  muss  so  bestimmt  wer- 
den, dass  den  Grenzbedingungen  Genüge  geschieht.  Jede 
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magnetische  Masse  kann  bekanntlich  auch  durch  electrische 
Strömungen  ersetzt  werden.  Statt  also  in  den  Werthen  für 
y.  r und  w noch  die  Potentialfunction  P einer  ausserhalb 
liegenden  Masse  k hinzuzufügen,  erhält  man  eine  ebenso  all- 
gemeine Lösung,  wenn  man  den  Grössen  |,  tj  und  £ ausser- 
halb oder  selbst  nur  an  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  be- 
liebige Werthe  ertheilt,  aber  so,  dass  nur  geschlossene 
Stromfaden  entstehen,  und  dann  die  Integration  in  den  Glei- 
chungen (5  a)  über  den  ganzen  Raum  ausdehnt,  in  welchem 
£ r,  und  £ von  0 verschieden  sind. 

§ 4.  Wirbelflächen  und  Energie  der  Wirbelfäden. 

In  den  hydrodynamischen  Integralen  erster  Art  ge- 
nügt es,  wie  ich  oben  gezeigt  habe,  die  Bewegung  der  Ober- 
fläche zu  kennen.  Dadurch  ist  die  Bewegung  im  Innern  der 
Flüssigkeit  ganz  bestimmt.  Bei  den  Integralen  zweiter  Art 
ist  dagegen  noch  die  Bewegung  der  innerhalb  der  Flüssigkeit 
befindlichen  Wirbelfäden  unter  ihrem  gegenseitigen  Einflüsse 
und  mit  Berücksichtigung  der  Grenzbedingungen  zu  bestimmen, 
wodurch  die  Aufgabe  viel  verwickelter  wird.  Indessen  lässt 
sich  für  gewisse  einfache  Fälle  auch  diese  Aufgabe  lösen, 
namentlich  für  solche,  wo  Rotation  der  Wasser theilchen  nur  in 
gewissen  Flächen  oder  Linien  vorkommt,  und  die  Gestalt  dieser 
Flächen  und  Linien  bei  der  Fortbewegung  unverändert  bleibt. 

Die  Eigenschaften  von  Flächen,  welchen  eine  unendlich 
dünne  Schicht  rotirender  Wassertheilchen  anliegt,  ergeben  sich 
leicht  aus  den  Gleichungen  (5  a).  Wenn  £,  i]  und  £ nur  in 
einer  unendlich  dünnen  Schicht  von  0 verschieden  sind,  so 
werden  ihre  Potentialfunctionen  Z,  M und  N nach  bekannten 
Sätzen  auf  beiden  Seiten  der  Schicht  gleiche  Werthe  haben, 
al)er  ihre  Differentialquotienten,  in  Richtung  der  Normale  der 
Schicht  genommen,  werden  verschieden  sein.  Denken  'wir  uns 
die  Coordinataxen  so  gelegt,  dass  an  der  von  uns  betrachteten 
Stelle  der  Wirbelfläche  die  z-Axe  der  Normale  der  Fläche,  die 
**Axe  der  Rotationsaxe  der  Wassertheilchen  in  der  Fläche 
entspricht,  so  dass  an  dieser  Stelle  rj  = £ = 0,  so  werden  die 
Potentiale  M und  N1  so  wie  ihre  Differentialquotientcn  auf 
beiden  Seiten  der  Schicht  dieselben  Werthe  haben,  ebenso  L 
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und  dL/dx  und  dL\dy , dagegen  wird  dLjdz  zwei  verschie- 
dene Werthe  haben,  deren  Unterschied  gleich  2 ge  ist,  wenn  e 
die  Dicke  der  Schicht  bezeichnet.  Demgemäss  ergeben  die 
Gleichungen  (4),  dass  u und  to  auf  beiden  Seiten  der  Wirbel- 
fläche gleiche  Werthe  haben,  v aber  Werthe,  die  um  2 ge  von 
einander  verschieden  sind.  Es  ist  also  auf  beiden  Seiten  einer 
Wirbelfläche  diejenige  Componente  der  Geschwindigkeit,  welche 
senkrecht  gegen  die  Wirbellinie  stehend  die  Fläche  tangirt 
von  verschiedenem.  Werthe.  Innerhalb  der  Schicht  rotirender 
Wassertheilchen  muss  man  sich  die  betreffende  Componente  der 
Geschwindigkeit  gleichmässig  zunehmend  denken  von  dem- 
jenigen Werthe  der  an  der  einen  Seite  der  Fläche  stattfindet, 
zu  dem  der  anderen  Seite.  Denn  wenn  g durch  die  ganze 
Dicke  der  Schicht  hier  constant  ist,  und  a einen  ächten  Bruch 
bezeichnet,  v den  Werth  von  v auf  der  einen,  auf  der  an- 
deren Seite,  vtt  in  der  Schicht  selbst  um  ae  von  der  ersten 
Seite  entfernt,  so  sahen  wir,  dass  v'  — w1  — 2 ge,  weil  zwischen 
beiden  eine  Schicht  von  der  Dicke  e und  der  Rotationsinten- 
sität  g hegt  Aus  demselben  Grunde  muss  v — va  — 2 g e u = 
u.(v  — vj  sein,  worin  der  hingestellte  Satz  hegt.  Da  wir  uns  die 
rotirenden  Wassertheilchen  selbst  als  bewegt  denken  müssen, 
und  die  Aenderung  der  Yertheilung  auf  der  Fläche  von  ihrer 
Bewegung  abhängt,  so  müssen  wir  ihnen  als  mittlere  Ge- 
schwindigkeit ihres  Fortfliessens  längs  der  Fläche  fiir  che  ganze 
Dicke  der  Schicht  eine  solche  zuertheilen , welche  dem  arith- 
metischen Mittel  der  an  beiden  Seiten  der  Schicht  stattfinden- 
den Geschwindigkeiten  entspricht. 

Eine  solche  Wirbelfläche  würde  z.  B.  entstehen,  wenn 
zwei  vorher  getrennte  und  bewegte  Flüssigkeitsmassen  in  Be- 
rührung miteinander  kommen.  An  der  Berülirungsfläche  würden 
sich  die  gegen  diese  senkrechten  Geschwindigkeiten  nothwendig 
ausgleichen  müssen.  Die  sie  tangirenden  Geschwindigkeiten 
werden  aber  im  Allgemeinen  in  den  beiden  Flüssigkeitsmassen 
verschieden  sein.  Die  Berührungsfläche  würde  also  die  Eigen- 
schaften einer  Wirbelfläche  haben. 

46  Dagegen  darf  man  sich  im  Allgemeinen  vereinzelte  Wirbel- 
fäden nicht  als  unendlich  dünn  denken,  weil  sonst  die  Geschwin- 
digkeiten an  entgegengesetzten  Seiten  des  Fadens  unendlich 
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grosse  und  entgegengesetzte  Werthe  erhalten,  und  die  eigene 
Geschwindigkeit  des  Fadens  deshalb  unbestimmt  wird.  Um  nun 
doch  gewisse  allgemeine  Schlüsse  iur  die  Bewegung  sehr  dünner 
Fäden  von  beliebigem  Querschnitt  ziehen  zu  können,  wird  uns 
das  Princip  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  dienen. 

Ehe  wir  also  zu  einzelnen  Beispielen  übergehen,  wollen 
wir  noch  die  Gleichung  für  die  lebendige  Kraft  K der  be- 
wegten Wassermasse  bilden: 


K — \h  JJJ  (m2  -f  v2  + w2)  dx  dy  dz.  (6) 

Indem  ich  in  dem  Integral  nach  den  Gleichungen  (4)  setze: 


u 2 


u 


V“  = v 


tc * = w 


dp 

4- 

dN 

dMy 

dx 

dy 

dz  j 

dP 

4- 

dL 

dN\ 

dy 

dz 

dx  ) 

dP 

4- 

dM 

dL) 

dz 

dx 

dy  ) 

und  partiell  integrire,  dann  mit  cos«,  cos/?,  cos;'  und  cos  & 
die  Winkel  bezeichne,  welche  die  nach  innen  gerichtete  Normale 
des  Elements  dw  der  Wassermasse  mit  den  Coordinataxen 
und  der  resultirenden  Geschwindigkeit  q bildet,  erhalte  ich  mit 
Berücksichtigung  der  Gleichungen  (2)  und  (l)t: 

K — — dco  \_Pq  cos  & + L (v  cos  y — w cos  ß)  (6  a) 
4-  M [ic  cos  a — u cos  y)  + N(u  cos  ß — v cos  «)] 

— h fff  + NI |)  dxdy  dz. 

Den  Werth  von  dK/dt  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (1), 
indem  man  die  erste  mit  ?/,  die  zweite  mit  v,  die  dritte  mit  w 
multiplicirt  und  addirt: 


,/  du  . dv  , dw 

h\uTt  + vTt  + wJ-t 


dV 


dV 


dV 


1 i|  uv,  UV.  «r  u 

’ h Ti  + V + W rT7  ) “ -Q 


dy 


u*±i?->  + B*£>  + w d(i 


dy 


l(£)\ 

dz  J* 

Wenn  man  beide  Seiten  mit  dxdy  dz  multiplicirt,  dann  über 
die  ganze  Ausdehnung  der  Wassermasse  integrirt,  und  berück- 
sichtigt, dass  wegen  (1)4: 

+ )dsdydz=  -fyqcos&du, 


Digitized  by  Google 


124 


Hydrodynamik. 


wenn  ip  im  Linern  der  Wassermasse  eine  stetige  und  eindeutige 
46  Function  bezeichnet,  so  erhält  man: 

= J dco  [p  — h U + lhq2)q  cos  ft.  (6  b) 

Wenn  die  Wassermasse  ganz  in  festen  Wänden  eingeschlossen 
ist,  muss  q cos  ft  an  allen  Punkten  der  Oberfläche  gleich  0 
sein,  dann  wird  also  auch  dK/dt—  0,  d.  h.  K constant 

Denkt  man  sich  diese  feste  Wand  in  unendlicher  Ent- 
fernung  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten  und  alle  vorhan- 
denen Wirbelfäden  in  endlicher  Entfernung,  so  werden  die 
Potentialfunctionen  Z,  M,  N,  deren  Massen  £,  rh  £ jede  in 
Summa  gleich  Null  sind,  in  der  unendlichen  Entfernung 
wie  abnehmen,  und  die  Geschwindigkeiten,  ihre  Differential- 
quotienten, wie  9t“3,  das  Flächenelement  di»  aber,  wenn  es 
immer  dem  gleichen  Kegelwinkel  im  Nullpunkte  der  Coordi- 
naten entsprechen  soll,  wie  912  zunehmen.  Das  erste  Litegral 
in  dem  Ausdrucke  für  K (Gleichung  (6  a)),  welches  über  die 
Oberfläche  der  W'assermasse  ausgedehnt  ist,  wird  wie  91~3  ab- 
nehmen,  für  ein  unendliches  91  also  gleich  Null  werden.  Dann 
reducirt  sich  der  Werth  von  K auf: 

K=-hfff  (LZ  + M«  + N l)  dx  dy  dz  (6  c) 

und  diese  Grösse  wird  während  der  Bewegung  nicht  geändert 


§ 5.  Geradlinige  parallele  Wirbelfäden. 

Wir  wollen  zuerst  den  Fall  untersuchen,  wo  nur  geradlinige, 
der  Axe  der  z parallele  Wirbelfäden  existiren,  entweder  in  einer 
unendlich  ausgedehnten  Wassermasse,  oder  in  einer  solchen 
Masse,  die  durch  zwei  gegen  die  Wirbelfäden  senkrechte 
unendliche  Ebenen  begrenzt  ist,  was  auf  dasselbe  heraus- 
kommt. Alle  Bewegungen  geschehen  dann  in  Ebenen,  die 
zur  Axe  der  z senkrecht  sind,  und  sind  in  allen  diesen  Ebenen 
genau  dieselben. 

Wir  setzen  also: 


w 


dv  dp d V 

dz  dz  dz 


Dann  reduciren  sich  die  Gleichungen  (2)  auf: 


|==0,  i]  = 0, 


dv 

dx} 
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die  Gleichungen  (3)  auf: 


Die  Wirbelfaden  behalten  also  constante  Rotationsge-  47 
schwindigkeit,  so  wie  sie  auch  eonstanten  Querschnitt  behalten. 

Die  Gleichungen  (4.)  reduciren  sich  auf: 

_dN  dN  d*N  d0-N__9^ 

dyJ  V dx 1 dz*  dy 2 

Ich  habe  hier  nach  der  am  Ende  des  § 3 gemachten  Bemer- 
kung P = 0 gesetzt.  Die  Gleichung  der  Strömungslinien  ist 
also  N — Const. 

N ist  in  diesem  Falle  die  Potentialfunction  unendlich 
langer  Linien;  diese  selbst  ist  unendlich  gross,  aber  ihre 
Differentialquotienten  sind  endlich.  Sind  a und  b die  Coordi- 
naten  eines  Wirbelfadens,  dessen  Querschnitt  da  db  ist,  so  ist: 

dN  $dadb  x — a dN  £dadby—b 

„ rs  ’ U “ dj  “ n r * ~ ‘ 

Es  folgt  hieraus,  dass  die  resultirende  Geschwindigkeit  q senk- 
recht gegen  r,  das  auf  den  Wirbelfaden  gefällte  Loth  stellt, 
und  dass: 

t da  db 
q = 2 

Haben  wir  in  einer  in  Richtung  der  x und  y unendlich 
ausgedehnten  Wassennasse  mehrere  Wirbelfäden,  deren  Coordi- 
uaten  beziehlich  xl1  yiy  x2,  y2  u.  s.  w.  sind,  während  das 
Product  aus  Rotationsgeschwindigkeit  und  Querschnitt  eines 
jeden  derselben  mit  wq,  m2  etc.  bezeichnet  wird,  und  bilden 
*ir  die  Summen: 

U — ml  ul  -f-  m2  u2  -{-  m3  w3  etc. , 

V = m1v1  + m2v2  + 7713  v.3  etc., 

so  werden  dieselben  gleich  0,  weil  der  Antheil  an  der  Summe  K, 
der  aus  der  Wirkung  des  zweiten  Wirbelfadens  auf  den  ersten 
entsteht,  aufgehoben  wird  durch  den  vom  ersten  Wirbelfaden 
auf  den  zweiten.  Beide  sind  nämlich: 


m. 


m.,  xt  — x. 

71 


- - — r—  und  m,  * "‘l 


71 
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und  so  bei  allen  andern  in  beiden  Summen.  Nun  ist  U die 
Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  der  Massen  mv  m2  u.  s.  w. 
in  Richtung  der  x,  multiplicirt  mit  der  Summe  dieser  Massen, 
ebenso  V parallel  den  y genommen.  Beide  Geschwindigkeiten 
sind  also  gleich  Null,  wenn  nicht  die  Summe  der  Massen 
gleich  Null,  wo  es  überhaupt  keinen  Schwerpunkt  giebt.  Der 
48  Schwerpunkt  der  Wirbelfaden  bleibt  also  bei  ihrer  Bewegung 
umeinander  unverändert,  und  da  dieser  Satz  für  jede  beliebige 
Vertheilung  der  Wirbelfaden  gilt,  so  dürfen  wir  ihn  auch  auf 
einzelne  Wirbelladen  von  unendlich  kleinem  Querschnitt  an- 
wenden. 

Daraus  ergeben  sich  nun  nachstehende  Folgerungen: 

1)  Haben  wir  einen  einzelnen  geradlinigen  Wirbelfaden 
von  unendlich  kleinem  Querschnitt,  in  einer  nach  allen  gegen 
den  Wirbelfaden  senkrechten  Richtungen  unendlich  ausgedehn- 
ten Wassermasse,  so  hängt  die  Bewegung  der  Wasser theil eben 
in  endlicher  Entfernung  von  ihm  nur  ab  von  dem  Product 
£da  db  — m aus  der  Rotationsgeschwindigkeit  und  der  Grösse 
seines  Querschnitts,  nicht  von  der  Form  seines  Querschnitts. 
Die  Theilchen  der  Wassermasse  rotiren  um  ihn  mit  der  Tangen- 
tialgeschwindigkeit mjnr , wo  r die  Entfernung  vom  Schwer- 
punkte des  Wirbelfadens  bezeichnet.  Die  Lage  des  Schwer- 
punktes selbst,  die  Rotationsgeschwindigkeit,  die  Grösse  des 
Querschnitts,  also  auch  die  Grösse  m bleiben  unverändert, 
wenn  auch  die  Form  des  unendlich  kleinen  Querschnitts  sich 
ändern  kann. 

2)  Haben  wir  zwei  geradlinige  Wirbelfaden  von  unendlich 
kleinem  Querschnitt  in  einer  unbegrenzten  Wassermasse,  so 
wird  jeder  den  anderen  in  einer  Richtung  forttreiben,  welche 
senkrecht  gegen  ihre  Verbindungslinie  steht.  Die  Länge  der 
Verbindungslinie  wird  dadurch  nicht  geändert.  Es  werden  sich 
also  beide  um  ihren  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  in  gleich 
bleibendem  Abstande  drehen.  Ist  die  Rotationsgeschwindigkeit 
in  beiden  Wirbelladen  gleich  gerichtet,  also  von  gleichem  Vor- 
zeichen, so  muss  ihr  Schwerpunkt  zwischen  ihnen  liegen.  Ist  sie 
entgegengesetzt  gerichtet,  also  von  ungleichem  Vorzeichen,  so 
liegt  ihr  Schweipunkt  in  der  Verlängerung  ihrer  Verbindungs- 
linie. Und  ist  das  Product  aus  der  Rotationsgeschwindigkeit  und 
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dem  Querschnitte  bei  beiden  gleich,  aber  von  entgegengesetztem 
Zeichen,  wobei  der  Schwerpunkt  in  unendlicher  Entfernung  He- 
gen würde,  so  schreiten  sie  beide  mit  gleicher  Geschwindigkeit  und 
senkrecht  gegen  ihre  Verbindungslinie  in  gleicher  Richtung  fort. 

Auf  den  letzteren  Fall  kann  man  auch  den  zuriickfüliren,  wo 
ein  Wirbelfaden  von  unendhch  kleinem  Querschnitte  sich  neben 
einer  ihm  parallelen  unendlich  ausgedehnten  Ebene  befindet.  Die 
Grenzbedingung  für  die  Bewegung  des  Wassers  an  der  Ebene, 
dass  sie  der  Ebene  parallel  sein  müsse,  erfüllt  man,  indem  man 
jenseits  der  Ebene  noch  einen  zweiten  Wirbelfaden,  das  Spiegel- 
bild des  ersten , hinzugefügt  denkt.  Daraus  folgt  denn , dass  der 
in  der  Wassermasse  befindliche  Wirbelfaden  parallel  der  Ebene 
fortschreitet  in  der  Richtung,  in  welcher  sich  che  Wassertheil- 
ehen  zwischen  ihm  und  der  Ebene  bewegen,  und  mit  J der  Ge- 
schwindigkeit, welche  die  Wassertheilchen  im  Fusspunkt  eines 
von  dem  Wirbelfaden  auf  die  Ebene  gefällten  Lothes  haben. 

Bei  geradlinigen  Wirbelfäden  führt  die  Annahme  eines  un- 
endlich kleinen  Querschnittes  auf  keine  unzulässige  Folgerung, 
weil  jeder  einzelne  Faden  auf  sich  selbst  keine  forttreibende 
Kraft  ausübt,  sondern  nur  durch  den  Einfluss  der  anderen  vor- 
handenen Fäden  fortgetrieben  wird.  Anders  ist  es  bei  ge- 
krümmten Fäden. 

§ 6.  Kreisförmige  Wirbelfäden. 

In  einer  unendHch  ausgedehnten  Wassermasse  seien  nur 
kreisförmige  Wirbelfäden  vorhanden,  deren  Ebenen  zur  z~ Axe 
senkrecht  sind  und  deren  Mittelpunkte  in  dieser  Axe  liegen, 
sodass  rings  um  sie  herum  alles  symmetrisch  ist.  Man  ändere 
die  Coordinaten,  indem  man  setzt: 

x — y cos  f , a—g  cose, 

y = ^sin£,  b—g  sine, 

Z SB  Z,  C = C. 

Die  Rotationsgeschwindigkeit  a ist  nach  der  Annahme  nur  eine 
Function  von  y und  z oder  von  g und  c,  und  die  Rotationsaxe 
steht  überall  senkrecht  auf  y (oder  g)  und  der  r-Axe.  Es  sind 
also  die  rechtwinkehgen  Componenten  der  Rotation  in  dem 
Punkte,  dessen  Coordinaten  g,  e und  c sind: 

|=  — (Tsinc,  ?;  = ö-  cose,  £ = 0. 
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In  den  Gleichungen  (5a)  wird: 

r2  = (z — c)2  + r + y2 — Z/y cos  (£ 

de  dc' 

M=  - 2“  fff  ~-e  9 (l9  de  dc< 
N — 0. 


—e), 


Indem  man  mit  cos  € und  sin £ multiplicirt  und  addirt,  erhält 
man  aus  den  Gleichungen  für  L und  M: 


L sin  8 — M cos  £ = — JjJ  (T-C08  ^ — — y dy  d(e  — e)dc , 
Z cos  6 H~  -1/ sin  £ = 21-  — c\  y ([y  ({^6 — e)  dc. 


so  In  beiden  Integralen  kommen  die  Winkel  e und  £ nur  noch  in 
der  Verbindung  (£  — e)  vor,  und  diese  Grösse  kann  deshalb  als 
die  Variable  unter  dem  Integral  betrachtet  werden.  In  dem 
zweiten  Integrale  heben  sich  die  Theile,  in  denen  {e  — e)  — c 
ist,  gegen  die  auf,  in  denen  (£  — e)  — 2 7t  — e,  es  wird  also  gleich 
Null.  Setzen  wir : 


so  wird  also: 


( t cos  e . g dg  de  dc 


c)*  + x2  +y‘1—2gx  eoa  e 


fl) 


J/cos£  — L sin£  = t/'j 
M sin  £ + L cos  £ = 0 , 


oder : 


L — — y sin£, 


M = yj  cos£. 


fl) 


Nennen  wir  r die  Geschwindigkeit  in  Richtung  des  Radius  /, 
und  berücksichtigen,  dass  in  Richtung  der  Kreisperipherie 
wegen  der  symmetrischen  Lage  der  Wirbelringe  zur  Axe  die 
Geschwindigkeit  gleich  Null  sein  muss,  so  haben  wir: 


u — t cos  £ , v — x sm  £ , 
und  nach  den  Gleichungen  (4): 


u = 


<dM  dL  _ dM  dL 

dz  } ü d z , W dx  dy 


Daraus  folgt: 


drp 


t — — -j- , tB  = JJ  + y-, 
dz  dx  x 
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oder: 


Die  Gleichung  der  Strömungslinien  ist  also: 


t — Const. 


(7  b) 


Wenn  wir  die  im  Werthe  von  \p  angezeigte  Integration 
zunächst  für  einen  Wirbelfaden  von  unendlich  kleinem  Quer- 
schnitte ausführen,  dabei  setzen  a dg  de  = mv  und  den  davon 
herrührenden  Theil  von  y mit  bezeichnen,  so  ist: 


v‘2  _ A(J  X , 

( [g  + xY  + — cY 

worin  F und  E die  ganzen  elliptischen  Integrale  erster  und 
zweiter  Gattung  für  den  Modul  * bedeuten. 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen: 


U=\(F-E)-*F, 


wo  also  U eine  Function  von  x ist,  so  ist: 

z — c 


TX=^V<>X  ~T~'  * ' 
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(2+xY  + (*-cy 


Befindet  sich  nun  in  dem  durch  / und  z bestimmten  Punkte 
ein  zweiter  Wirbelfaden  m,  und  nennen  wir  tx  die  Geschwin- 
digkeit in  Richtung  von  g,  welche  er  dem  Wirbelfaden  mx 
mittheilt,  so  erhalten  wir  diese,  indem  wir  in  dem  Ausdrucke 
tur  r: 

statt  r X 9 2 c mx 
setzen  tx  g % c z m. 


Dabei  bleiben  x und  U unverändert,  und  es  wird: 


mzx  + mxrxg  = 0.  (8) 

Bestimmen  wir  nun  den  Werth  der  der  Axe  parallelen 
Geschwindigkeit  w , welchen  der  Wirbelfaden  ml  hervorbringt, 
dessen  Coordinaten  g und  c sind,  so  finden  wir: 


(z-cY  + 9*-X9  . 
( 9+xY  + (*-<>Y 


Nennt  man  nun  wx  die  der  z-Axe  parallele  Geschwindigkeit, 
welche  der  Wirbelring  w,  dessen  Coordinaten  z und  % sind, 
am  Orte  von  mx  hervorbringt,  so  braucht  man  dazu  nur  wie- 

Helmholtz,  wissen  sch.  Abhandlungen.  9 
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der  die  vorher  schon  angezeigte  Vertauschung  der  betreffenden 
Coordinaten  und  Massen  vorzunehmen.  So  findet  man,  dass: 

2 wifc/2  + 2mlrclg2  — uiT % z — m1tlgc  = — ™ Vgx  ^ * (8a) 

Aehnliche  Summen  wie  (8)  und  (8  a)  lassen  sich  für  eine 
beliebig  grosse  Anzahl  von  Wirbelringen  bilden.  Ich  bezeichne 
für  den  ?/ten  derselben  das  Product  c dg  de  mit  mn,  die  Compo- 
nenten  der  Geschwindigkeit,  welche  ihm  von  den  übrigen  Wir- 
belringen mitgetheilt  werden,  mit  rn  und  ?/•„,  wobei  aber  vor- 
läufig abgesehen  wird  von  den  Geschwindigkeiten,  die  jeder 
Wirbelring  sich  selbst  mittheilen  kann.  Ich  nenne  ferner  den 
Radius  des  Ringes  gn  und  die  Entfernung  von  einer  gegen  die 
Axe  senkrechten  Fläche  A,  welche  beiden  letzteren  Grössen 
zwar  der  Richtung  nach  mit  / und  z übereinstimmen,  aber  als 
zu  dem  bestimmten  Wirbelringe  gehörig  Functionen  der  Zeit, 
mid  nicht  unabhängige  Variable  sind,  wie  % und  z.  Schliesslich 
52  sei  der  Werth  von  i /',  so  weit  dieser  von  den  anderen  Wirbel- 
ringen herrührt  xpn . Es  ergiebt  sich  aus  (8)  und  (8  a),  indem 
man  die  entsprechenden  Gleichungen  für  jedes  einzelne  Paar 
von  Wirbelringen  aufstellt  und  alle  addirt: 

2\mnQnT^\  = 0, 

— wnr„p„An]  = 2[m„pn^„]. 

So  lange  man  in  diesen  Summen  noch  eine  endliche  Zahl  ge- 
trennter und  unendlich  dünner  Wirbelringe  hat,  darf  man  unter 
w,  r und  xp  nur  diejenigen  Theile  dieser  Grössen  verstehen, 
welche  von  der  Anwesenheit  der  anderen  Ringe  herrühren. 
Wenn  man  aber  eine  unendlich  grosse  Anzahl  solcher  Ringe 
den  Raum  continuirlich  ausfüllend  denkt,  ist  xp  die  Potential  - 
fimetion  einer  continuirlichen  Masse,  w und  t sind  Differential- 
quotienten dieser  Potentialfunction,  und  es  ist  bekannt,  dass 
sowohl  in  einer  solchen  Function  wie  in  ihren  Differential- 
quotienten die  Theile  der  Function,  welche  von  der  Anwesen- 
heit von  Masse  in  einem  unendlich  kleinen  den  betreffenden 
Punkt,  für  den  die  Function  bestimmt  ist,  umgebenden  Raum 
herrühren,  imendlich  klein  sind  gegen  die  von  endlichen  Massen 
in  endlicher  Entfernung  herrührenden.1) 

1)  S.  Gauss  in  Resultate  des  magnetischen  Vereins  im  Jahre  1839,  S.  T. 
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Verwandeln  wir  also  die  Summen  in  Integrale,  so  können 
wir  unter  w,  t und  i p die  ganzen  in  dem  betreffenden  Punkte 
geltenden  Werthe  dieser  Grössen  verstehen,  und: 


dl 

w?  r=  — 

di 


dg 

T — — — 

dt 


setzen.  Die  Grösse  m ersetzen  wir  zu  diesem  Zwecke  durch 
das  Product  odgdh 

ff  oep(dg  dl  = 0,  (9) 

2 j'fag2^dgd^.—  f^ trgX^j  dg  dX  — ff  OQifidgdX.  (9a) 


Da  das  Product  adgdX  gemäss  § 2 nach  der  Zeit  constant 
ist,  so  kann  die  Gleichung  (9)  nach  t integrirt  werden,  und 
wir  erhalten: 

hff  GQ-dgdl  = Const. 

Denkt  man  den  Raum  durch  eine  Ebene  getlieilt,  die  durch 
die  z-Axe  geht  und  daher  alle  vorhandenen  Wirbelringe  schnei- 
det, betrachten  wir  dann  a als  die  Dichtigkeit  einer  Massen- 
schieht,  und  nennen  äk  die  ganze  in  dieser  Scliicht  der  Ebene 
anliegende  Masse,  also:  53 

5DI  = ff  adgdX7 

and  R-  den  mittleren  Werth  von  q2  für  sämmtliche  Massen- 
olemente  genommen,  so  ist: 

ff  ög.gdgdl^WlR*, 

und  da  dieses  Integral  und  der  Werth  von  der  Zeit  nach  . 
constant  sind,  so  folgt,  dass  auch  R bei  der  Fortbewegung  un- 
verändert bleibt. 

Existirt  also  in  der  unbegrenzten  Flüssigkeitsmasse  nur  ein 
kreisfonniger  Wirbelfaden  von  unendlich  kleinem  Querschnitte, 
so  bleibt  dessen  Radius  unverändert. 

Die  Grösse  der  lebendigen  Kraft  ist  nach  Gleichung  (6  c) 
in  unserem  Falle: 

K = fff  {Li  + Mij)dadbdc 
= — h fff  yjff . g dg  d).ds 

— —27ih  ff  i//<r  .gdgdX. 

Sie  ist  ebenfalls  der  Zeit  nach  constant. 


9* 
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Indem  wir  ferner  bemerken,  dass,  weil  adgdX  nach  der 
Zeit  constant  ist: 

~ /Tee2;,  dg  <n  = 2JJ0 o x d o <n  + j'j'a e2  ~ <n.  dg, 

so  wird  die  Gleichung  (9  a),  wenn  wir  mit  l den  Werth  von  /. 
für  den  Schwerpunkt  des  Querschnittes  des  Wirbelfadens  be- 
zeichnen, damit  (9)  multipliciren  und  addiren: 

2 + 5ffae(l-  D^dedX=  - (9b) 


Wenn  der  Querschnitt  des  Wirbelfadens  unendlich  klein  ist, 
und  € eine  unendlich  kleine  Grösse  derselben  Ordnung  wie  l — X 
und  die  übrigen  Linear dimensionen  des  Querschnittes,  rx  dgdy 
aber  endlich  ist,  so  ist  u>  und  auch  K von  derselben  Ordnung 
unendlich  grosser  Quantitäten,  wie  log«.  Für  sehr  kleine  Werthe 
des  Abstandes  v vom  Wirbelringe  wird  nämlich: 


v 


= V(g  - x)2  + (*  - «OS 


y. 


UV 


2=  1 - 


4 gi 


\i-x- 


m - i v 
n l0g  ■ 


w In  dem  Werthe  von  K wird  \p  noch  mit  g oder  g multiplicirt. 
Ist  g endlich  und  v von  der  gleichen  Ordnung  mit  e,  so  ist  K 
von  der  Ordnung  log«.  Nur  wenn  g unendlich  gross  von  der 
Ordnung  1/«  ist,  wird  K unendlich  gross,  wie  (1/«)  log  e.  Dann 
geht  der  Kreis  in  eine  gerade  Linie  über.  Dagegen  wird  dg  /dt, 
'welches  gleich  drpjdz  ist,  von  der  Ordnung  1/«,  das  zwreite 
Integral  also  endlich  und  bei  endlichem  g verschwindend  klein 
gegen  K.  In  diesem  Falle  können  wir  im  ersten  Integrale  das 
constante  / statt  X setzen,  und  erhalten: 


2 RH)  = __  K 

dt  2 7i  h 


oder: 


2mn2i=c-~t. 

2 71  fl 


Da  3k  und  R constant  sind,  kann  sich  nur  l proportional  der 
Zeit  ändern.  Wenn  3k  positiv  ist,  ist  die  Bewegung  der  Wasser- 
theilchen  auf  der  äusseren  Seite  des  Ringes  nach  der  Seite 
der  positiven  z,  auf  der  inneren  nach  der  negativen  z ge- 
richtet; K,  h und  R sind  ihrer  Natur  nach  immer  positiv. 


Digitized  by  Google 


• Wirbelbewegung. 


133 


Daraus  folgt  also,  dass  bei  einem  kreisförmigen  Wirbel- 
faden  von  sehr  kleinem  Querschnitt  in  einer  unendlich  ausge- 
dehnten Wassermasse  der  Schwerpunkt  des  Querschnittes  eine 
derAxe  des  Wirbelringes  parallele  Bewegung  hat  von  annähernd 
constanter  und  sehr  grosser  Geschwindigkeit,  die  nach  der- 
selben Seite  hin  gerichtet  ist,  nach  welcher  das  Wasser  durch 
den  Ring  strömt.  Unendlich  dünne  Wirbelfaden  von  endlichem 
Radius  würden  unendlich  grosse  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit erhalten.  Ist  aber  der  Radius  des  Wirbelringes  unendlich 
gross  von  der  Ordnung  1 / «,  so  wird  R 2 unendlich  gross  gegen  K, 
und  / wird  constant.  Der  Wirbelfaden,  welcher  sich  nun  in 
eine  gerade  Linie  verwandelt  hat,  wird  stationär,  wie  wir  für 
geradlinige  Wirbelfäden  schon  früher  gefunden  haben. 

Es  lässt  sich  nun  auch  im  allgemeinen  übersehen,  wie  sich 
zwei  ringförmige  Wirbelfäden,  deren  Axe  dieselbe  ist,  gegen- 
einander verhalten  wrerden,  da  jeder,  abgesehen  von  seiner 
eigenen  Fortbewegung,  auch  der  Bewegung  der  Wassertheilchen 
folgt,  die  der  andere  hervorbringt  Haben  sie  gleiche  Rotations- 
richtung,  so  schreiten  sie  beide  in  gleichem  Sinne  fort,  und 
es  wird  der  vorangehende  sich  erweitern,  dann  langsamer  fort- 
schreiten, der  nachfolgende  sich  verengern  und  schneller  fort- 
schreiten, schliesslich  bei  nicht  zu  differenten  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten den  anderen  einholen,  durch  ilm  hindurch- 
gehen. Dann  wird  sich  dasselbe  Spiel  mit  dem  anderen  wieder- 
holen, sodass  die  Ringe  abwechselnd  einer  durch  den  anderen 
hindurchgehen. 

Haben  die  Wirbelfäden  gleiche  Radien,  gleiche  und  ent- 
gegengesetzte Rotationsgeschwindigkeiten,  so  werden  sie  sich 
einander  nähern  und  sich  gegenseitig  erweitern,  sodass  schliess- 
lich, wenn  sie  sich  sehr  nah  gekommen  sind,  ihre  Bewegung 
gegeneinander  immer  schwächer  wird,  die  Erweiterung  dagegen 
Nit  wachsender  Geschwindigkeit  geschieht.  Sind  die  beiden 
^ irbelfäden  ganz  symmetrisch,  so  ist  in  der  Mitte  zwischen 
beiden  die  der  Axe  parallele  Geschwindigkeit  der  Wasser- 
theilchen gleich  Null.  Man  kann  sich  hier  also  eine  feste 
^ and  angebracht  denken,  ohne  die  Bewegung  zu  stören,  und 
erhält  so  den  Fall  eines  Wirbelringes,  der  gegen  eine  feste 
^and  anläuft. 
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Ich  bemerke  noch,  dass  man  diese  Bewegungen  der  kreis- 
förmigen Wirbelringe  in  der  Natur  leicht  studiren  kann,  indem 
man  eine  halb  eingetauchte  Kreisscheibe,  oder  die  ungefähr 
halbkreisförmig  begrenzte  Spitze  eines  Löffels  schnell  eine  kurze 
Strecke  längs  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  hinführt,  und  dann 
schnell  herauszieht.  Es  bleiben  dann  halbe  Wirbelringe  in 
der  Flüssigkeit  zurück,  deren  Axe  in  der  freien  Oberfläche 
liegt.  Die  freie  Oberfläche  bildet  also  eine  durch  die  Axe  ge- 
legte Begrenzungsebene  der  Wassermasse,  wodurch  an  den 
Bewegungen  nichts  wesentliches  geändert  wird.  Die  Wirbel- 
ringe schreiten  fort,  erweitern  sich,  wenn  sie  gegen  eine  Wand 
laufen,  und  werden  durch  andere  Wirbelringe  erweitert  oder 
verengert,  ganz  wie  wir  es  aus  der  Theorie  abgeleitet  haben. 


i 
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Sur  le  mouvement  le  plus  general  d’un  fluide. 

Reponse  ä wie  communication  precedente  de  JUT.  &• 

Comtes  rendus  de  TAcademie  des  Sciences  de  Paris.  T.67.  p.  221— 225.(1868.) 


Dans  la  s&uice  du  22  juin,  M.  S.  Bertrand  a coin- 
muniquö  k l’Acad&nie  un  th6oreme  trfes-intöressant,  concemant 
le  mouvement  infiniinent  petit  le  plus  g6n6ral,  qu'un  volume 
infinimeut  petit  d’un  fluide  puisse  prendre.  II  finit  sa  Note 
en  disant  que  le  räsultat  auquel  il  est  arrive  est  en  d^saccord 
avec  les  vues  sur  lesquelies  j’ai  6tabli  mes  thdor&mes,  concemant 
le  mouvement  toumant  des  fluides;  c’est  pourquoi  M.  Ber- 
trand revoque  en  doute  aussi  toutes  les  consßquences  que  j’ai 
fiiit  sortir  de  ces  pr&nisses. 

Je  ne  puis  m’expliquer  les  objections  de  l’illustre  göometre, 
qu'en  supposant  qu’il  s’est  tromp6  sur  le  sens  de  mes  th6or£mes, 
ayant  lu  peut-etre  une  traduction  döfectueuse  de  mon  Memoire. 
Car,  autant  que  je  puis  en  juger  moi-meme,  les  r^sultats  de 
M.  Bertrand  sont  dans  l’accord  le  plus  parfait  avec  ceux  de 
mon  Memoire,  et  il  est  lacile  de  les  faire  döriver  tous  de  l’ex- 
pression  que  j’ai  donnee  pour  reprösenter  le  mouvement  le 
plus  g6n£ral  d’un  particule  fluide. 

On  sait  que,  dans  la  m^canique  analytique,  il  est  permis 
de  d&omposer  un  mouvement  complique,  en  plusieurs  partiels 
plus  simples.  La  regle  d’apr&s  laquelle  on  le  dßcompose  est 
arbitraire,  jusqu’a  un  certain  point;  on  est  libre  de  choisir  la 
maniere  qui  convient  le  mieux  ä la  solution  du  probl&me,  pourvu 
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qu’elle  soit  assez  g6n6rale  et  parfaitement  determin£e.  La 
question  soulev£e  par  M.  Bertrand,  si  j’ai  bien  compris  le 
sens  de  sa  critique,  se  rapporte  a la  g6n6ralit6  de  la  metliode 
que  j’aie  choisie  dans  mon  Mdmoire.  H croit  avoir  trouv£ 
une  esp£ce  de  mouvement  possible,  qui  n’est  pas  compris  dans 
les  termes  que  j’ai  employös. 

J’ai  repr6sent6  le  mouvement  d’un  eiement  de  volume 
du  fluide  comme  la  somme  de  cinq  mouvements  simples,  c’est- 
ä-dire: 

1°  D’un  mouvement  du  centre  de  gravitö; 

2°,  3°,  4°  De  trois  mouvements  de  dilatation  (ou  con- 
traction),  dirig£s  parallMement  ä trois  axes  orthogonaux. 

5°  D’un  mouvement  rotatoire  autour  d’un  axe  de  rotation 
temporaire. 

La  direction  des  trois  axes  de  dilatation  et  de  Taxe  de 
rotation  est  determinee , pour  chaque  point  du  fluide  et  pour 
chaque  instant,  par  les  valeurs  des  differentielles  partielles  des 
vitesses,  prises  par  rapport  aux  coordonnees. 

Nous  pouvous  laisser  ici  de  cöte  la  premiere  espäce  de 
mouvement,  le  mouvement  du  centre  de  gravite.  La  deuxi&me 
espece  de  mouvement,  que  je  nomme  mouvement  ä dilatation s 
orthogonales,  prise  isolöment,  fait  en  sorte  qu’un  parallelipipede 
rectangle  et  infiniment  petit,  dont  les  aretes  ont  une  certaine 
direction,  se  transforme  en  un  autre  paralielipipede  dont  les 
aretes  ont  la  meme  direction  que  celles  du  premier,  mais  une 
longueur  differente. 

Par  la  mäthode  de  decomposition  choisie  par  moi,  j’ai 
aussi  fixe,  comme  on  voit,  le  sens  dans  lequel  il  faut  prendre 
le  tenne  rotation  dans  mon  Mömoire. 

Nommous  u , v,  tv  les  composantes  de  la  vitesse  paralleles 
aux  axes  des  coordonnees  x,  y,  z.  Alors  le  resultat  de  mon 
analyse  prdliminaire,  qui  semble  etre  l’objet  de  la  critique  de 
M.  Bertrand,  est  celui-ci. 

Si  l’expression  (u  dx  -f-  v dy  -f-  wdz)  est  une  differentielle 
exacte,  il  n’y  a pas  de  rotation  dans  la  partie  du  fluide  corres- 
pondant.  Si  cette  expression  n’est  pas  une  differentielle  exacte, 
il  y a rotation. 
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M.  Bertrand,  au  contraire,  a d6montr§  que,  dans  un 
iiombre  tres-consid6rable  de  cas,  on  peut  construire  des 
paraMipipedes  obliques  ayant  une  direction  d6termin6e  pour 
leurs  aretes,  qui  se  transforment  en  d’autres  parallelipipedes 
dont  les  aretes  restent  paralleles  ä celles  des  premiers;  et 
l'illustre  geom&tre  suppose  que  j’ai  omis  ce  cas  dans  mon 
analyse,  parce  que  je  n’ai  parle  que  des  parallelipipedes 
rectangles. 

Mais  on  peut  voir  aisSment  que  le  mouvement  defini  par 
M.  Bertrand  peut  etre  repr£sente  aussi  comme  la  combinaison 
d’une  rotation  avec  trois  dilatations  rectangulaires.  H me 
suffira  de  domier  ici  im  exemple  des  plus  simples  pour  rendre 
elair  le  sens  de  cette  assertion. 

Limitons  'Fanalyse  au  cas  oü  Tune  des  composantes  de 
la  vitesse  est  4gale  ä zäro,  tc  = 0;  alors  le  plan  xy  remplira 
la  condition  que  M.  Bertrand  lui-meme  a pos6e  en  formant 
les  equations  qui  sont  contenues  dans  la  seconde  moitie  de 
la  page  1228  et  ä la  page  1229  de  sa  Note.  Nommons, 
comme  lui,  P le  point  (x,  y,  z)  et  Q le  point  (x  + dx,y  + dy , z); 
enfin  soit  6 Tinclinaison  de  la  droite  PQ  sur  Taxe  des  x. 
Alors  la  rotation  ddjdt  de  cette  droite  sera,  d’aprös  les  for- 
mules  de  M.  Bertrand: 


dd  dt  , (dv  du\  . n n du  . 

— = — cos2  0 + \j j—  sm  6 cos  0 — sm-  6. 

dt  d x \dy  dxj  dy 

Regardons  maintenant  les  vitesses  u et  v comme  compos6es 
de  deux  parties,  en  posant: 

w = wo  -Mi  v = vo+Px- 

Soient  les  quantites  m0  et  v0  des  fonctions  des  coordonnöes,  et 
soit  p une  constante,  dont  la  valeur  est  donn6e  par  l’equation : 

n dv  du 

P dx  dy  1 

qui  sera  satisfaite  au  point  P.  On  a alors,  pour  ce  meine 
point: 

d Mp dv0 q 

dy  dx  “ 

Introduisons  ces  valeurs  du  u et  v dans  la  premiöre  6quation, 
nous  trouverons: 


2^  = P + (^+^)C0S(2ö)  + 


sin  (2  0). 


138 


Hydrodynamik. 


On  voit  ici  que  les  membres  qiii  contiennent  le  facteur 
p dans  nos  expressions  repr6sentent  une  rotation  <i  vite$><e 
constante  />,  qui  restera  seule  quand  u0  et  i?ö  s’6vanouissent. 
Introduisons  maintenant,  ponr  simplifier  les  expressions,  deux 
nouvelles  quantitös  A et  qui  sont  d&finies  par  les  6quations 


suivantes : 


i a \ ^ IV  i ^ u0 

A cos  (2  d0)  = + dj  ’ 


A sin  (2  ß„)  = Jj» 


dx 


Alors  nous  aurons : 

2 j-t  = p -f  A cos  2 (0  — 60)  • 

II  faut  que  dd/dt  soit  6gale  k zero  pour  les  ligues  qui  ne 
changent  pas  de  directiou,  c’est-ä-dire: 

cos  2 (0  — ö0)  = — -j-  * 

Si  61  est  une  des  valeurs  qui  remplissent  cette  condition,  une 
autre  valeur  sera  (2  ü()  — 0 x).  La  diff^rence  entre  les  deux 
est  6gale  a 2 (0o  - 0X).  Or  cette  difftrence  ne  peut  etre  uu 
angle  droit  que  sous  la  condition  p = 0. 

On  voit  donc  que  le  mouveraent  repr6sent6  par  les  quan- 
tit6s  uQ  et  v0  est  un  mouvement  a dilatations  orthogonales, 
pendant  que  le  mouvement  dont  les  termes  ont  p comme 
facteur  est  une  simple  rotation.  Ces  deux  mouvement  s Com- 
bines donnent  un  mouvement  k dilatations  obliques,  comme  il 
a 6t6  defini  par  M.  Bertrand. 

On  pourra  toujours  trouver  des  valeurs  reelles  pour 
p , u0,  vof  A et  tf0;  mais  on  ne  trouvera  une  valeur  reelle 
pour  Ö,  que  sous  la  condition  p < A.  Si  la  vitesse  de  rotation 
devient  trop  grande,  p > A,  il  n’y  a plus  de  lignes  dans  le 
plan  xy , qui  ne  changent  pas  de  direction.  C’est  le  cas  oü 
l’equation  caracteristique  de  M.  Bertrand  donne  deux  racines 
imaginaires. 

Il  n’est  pas  difficile  d’ailleurs  d’6tendre  cette  d<§mon- 
stration  au  cas  general  d'un  mouvement  k trois  dimensions. 

On  voit  par  la  que  le  mouvement  ä dilatations  obliques 
de  M.  Bertrand  est  compris  dans  mon  Memoire  parmi  les 
mouvements  rotatoires.  J’avoue  qu’au  premier  aspect  Temploi 
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du  terme  rotation  pourrait  paraitre  hardi  dans  ce  cas,  mais  je 
crois  qu’il  est  amplement  justifiö  dans  le  langage  scientifique; 
ear,  quand  on  dötermine  le  raoment  de  rotation  d’une  petite 
sphere  fluide,  contenue  dans  une  masse  d’eau  en  mouvement, 
on  trouve  que  le  moraent  d’une  teile  sph&re  est  6gal  k zöro 
dans  uu  mouvement  ä dilatations  rectangulaires,  mais  qu’il 
est  different  de  zero  dans  un  mouvement  k dilatations  obliques. 
On  trouve  ainsi,  pour  mesurer  la  rotation  du  fluide,  exacte- 
ment  les  expressions  que  j’ai  employäes  dans  mon  Memoire. 

Du  reste,  mon  savant  critique,  en  regardant  les  valeurs 
que  j’ai  donnees  ä la  page  31  de  mon  Mömoire  comme 
l’expression  la  plus  generale  des  vitesses  u,  v,  w,  d^composöes 
d'apr^s  la  r£gle  que  j’avais  fixöe,  recoimaitra  aisement  que  ces 
valeurs  contiennent  le  meme  nombre  de  quantitös  independantes 
que  celles  qu’il  a employees  lui-meme  dans  son  analyse,  et 
que  ces  deux  systemes  ont  le  meme  degr6  de  gäneralitö.  Je 
n’ai  pas  donn6,  dans  mon  Memoire,  de  dämonstration  explicite 
de  la  g6n£ralite  de  cette  d6composition  du  mouvement  que 
j’ai  employee,  parce  que  cette  methode  n’ätait  pas  nouvelle; 
eile  avait  d6jä  ete  employee  auparavant  dans  la  theorie  des 
solides  6lastiques,  entre  autres  par  M.  Kirchhoff l),  dans  son 
Memoire  sur  les  plaques  elastiques  vibrantes. 


1)  Journal  de  Crelle,  t.  XL;  1850. 


VII. 


Sur  ie  mouvement  des  fluides. 

Deuxieme  reponse  a 3f,  S,  Bertvcvnd • 


Comtes  rendus  de  l’Acad^mie  des  Sciences  de  Paris.  T.  67.  p.  754— 757.  (1866.) 


Je  n’ai  eu  connaissance  des  deux  nouvelles  Notes,  par 
lesquelles  M.  Be r trän d k tepondu  k ma  communication  du 
27  juillet,  qu’a  mon  retour  d’un  voyage,  il  y a peu  de  jours. 
Je  m’empresse  de  lui  faire  les  observations  suivantes. 

Quant  ä la  premi£re  de  ses  reponses,  je  crois  pouvoir 
me  dispenser  d’entrer  dans  de  plus  amples  details,  car  il  est 
Evident  que  M.  Bertrand  l’a  tedigöe,  sans  avoir  sous  les  yeux 
ma  teplique.  C’est  comme  cela  du  moins  que  je  m’explique 
comment  M.  Bertrand  substituo  au  terme  de  dilatation  partout 
oü  j’en  avais  fait  usage,  celui  de  translation , qui  ne  se  trouve 
pas  une  seule  fois  dans  ma  communication.  Il  a rendu  par- 
faitement  absurdes  des  theor&mes,  d’aiüeurs  evidents,  pour  les 
präsenter  ensuite,  ainsi  defigutes,  comme  etant  de  ma  fa$on. 

Dans  sa  deuxi&me  röponse  du  24  aoüt,  M.  Bertrand 
tombe  enfin  d’accord  qu’il  ne  s’agit  ici  que  d’une  denomination 
differente.  Mais  il  s’attacbe  k soutenir  que  j’ai  dornte  ä 
l’enonce  de  mes  Üteoremes  une  ölegance  apparente,  en  alterant 
arbitrairement  le  sens  du  mot  rotation . Est-il  r£ellement 
necessaire  de  r£peter  que  le  mouvement  rotatoire  (Rotations- 
Bewegung),  attribue  par  moi  aux  mol£cules  liquides,  n’a  jamais 
ete  defini  dans  mes  M^moires  autrement  que  comme  une 
rotation  ordinaire,  combinöc  avec  d’autres  forraes  de  mouve- 
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ment  [dilatation  et  translation]?1)  Aussi  cette  composante  du 
mouvement  que  j ’ai  appelße  rotation  se  r6duit-elle,  prise  isol6- 
ment,  k une  rotation  pure  et  simple,  dans  le  sens  genöralement 
accept£  de  ce  mot. 

Du  reste,  cet  emploi  du  terme  de  rotation  n’est  pas  une 
innovation  de  ma  part.  Cinq  ans  ayant  la  publication  de 
mon  Memoire,  M.  Stokes2)  a dit,  en  parlant  des  quantites 
qui,  dans  la  throne  des  solides  dlastiques,  correspondent  aux 
quantites  r;,  £ de  mon  Memoire:  „Ces  quantites  expriment 
•des  rotations  de  r6l4ment  du  moyen  ....  autour  des  axes 
-qui  sont  respectivement  paralleles  aux  trois  axes  des  coor- 
donn£es.“ 

M.  Bertrand  dit  que  j’attache  une  importance  qu’il  ne 
peut  comprendre  a l’orthogonalitö  des  faces  du  parallölipip^de  de 
dilatation.  Je  reponds  que,  möcaniquement  parlant,  cette 
orthogonalite  est  d’une  importance  de  premier  ordre;  car  dans 
le  cas  dun  mouvement  k dilatations  orthogonales,  le  moment 
des  quantites  de  mouvement  d’une  petite  masse  sph^rique  par 
rapport  aux  axes  passant  par  son  centre  est  egal  et  reste  egal 
ä z6ro,  tandis  que,  dans  le  cas  de  dilatations  obliques,  il  est 
different  et  reste  difierent  de  z6ro  pendaut  toute  la  duröe  du 
mouvement.  C’est  bien  pour  cette  raison  que,  dans  les  savantes 
recherches  sur  la  thöorie  des  corps  elastiques  de  M.  Kirch- 
hoff3),  et  de  MM.  Thomson  et  Tait4),  les  dilatations  ortho- 
gonales jouent  un  röle  ögalement  preponderant,  encore  que  ces 
deux  derniers  savants  aient  tr&s-bien  connu  et  publiö,  avant  M. 
Bertrand,  les  theoremes  qu’il  a communiques  dans  la  sßance 
du  22  juin,  et  qui  lui  ont  servi  de  point  de  d6part  pour  les 
attaques  qu’il  a dirigßes  contre  mon  Memoire. 


1)  L’exemple  sur  lequel  M.  Bertrand  s’appuie  dans  sa  röponse  du 
3 aoüt,  et  qu’il  trouve  si  döcisif,  k d£jtl  6t6  soumis  k l’analyse  par  la 
^daction  du  joumal  les  Mondes , t.  XVII,  p.  621;  je  puis  donc  me  dis- 
P^iser  de  revenir  lä-dessus. 

2)  Chi  the  dynamical  theory  of  difiraction  (Transactions  of  the  Cam- 
bridge Philos.  Soc.,  1850;  vol.  IX,  p.  I.  § 10). 

3)  Sur  l^quilibre  et  le  mouvement  d’une  plaque  61astique  (Journal 
de  Crelle,  t.  XL,  p.  59;  1850). 

4)  Treatise  on  natural  Philosophy.  Oxford,  1867;  vol.  I,  p.  108 — 115. 
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Enfin,  si  en  France  ou  prefere  adopter  le  tenne  de  ro * 
tation  moyenne , propose  par  A.  C auch y pour  avertir  le  lecteur 
qu’il  ne  s’agit  pas  du  mouvement  d’un  corps  solide,  mais  de 
celui  d’une  masse  forme  variable,  je  n’ai  aucune  raison  pour 
m’y  opposer. 

Examinons  maintenant  la  seconde  objection  que  M.  Ber- 
trand  m’a  faite,  dans  sa  commimication  du  24  aoüt,  objection 
qui  concerne  un  passage  de  mon  Memoire,  textuellement  eite 
par  lui.  II  n’est  pas  difficile  de  se  convaincre  que  la  place 
occup£e  par  le  passage  en  question  dans  la  suite  de  mes  rai- 
sonnements  lui  donne  un  sens  tres-different  de  celui  que  mon 
savant  adversaire  croit  y avoir  trouv6.  Je  n’y  donne  pas  une 
regle  pour  determiner  les  integrales  des  equations  differentiel- 
les; mais  aprös  avoir,  dans  ce  qui  precede,  effectue  les  inte- 
grations,  ou  du  moins  les  avoir  supposees  effectuees,  j’inter- 
pr6te  dans  le  passage  eite  le  sens  mecanique  des  expressions 
analytiques  obtenues  par  ces  integrations. 

Dans  ces  expressions,  les  vitesses  des  molecides  du  li- 
quide sont  representees  comme  la  somme  d’un  nombre  infini 
d’effets  eiementaires , derivant  en  partie  des  poiuts  situes  k 
l’intenem’  du  liquide,  en  partie  des  points  de  la  surface  ou 
de  rexterieur.  Dans  le  passage  eite  par  M.  Bert  ran  d,  il  n’est 
question  que  des  effets  derivant  directement  des  points  situes  ä 
l’interieur  du  liquide,  et  jamais  je  n’ai  songe  ä y faire  entrer 
autre  chose.  Si  M.  Bertrand  veut  porter  son  attention  sur 
la  solution  du  probleme  que  j’ai  donnee,  dans  quelques  cas 
speciaux,  aux  pages  49  et  55  de  mon  Memoire,  il  comprendra 
que  ce  n’est  pas  moi  qu’il  laut  accuser  d’avoir  mis  au  joiu* 
l’absurdite,  qu’il  a bien  voulu  me  suggerer,  savoir:  de  supposer 
la  quantite  k , qui  determine  l’effet  des  points  situes  en  dehors 
du  liquide,  independante  des  quantit6s  f, 

M.  Bertrand  resume  sa  deuxieme  objection,  en  avan^ant 
que  mon  tbeoreme  „n’apprent  absolument  rien,  en  ne  donnant 
„qu’une  partie  d’une  somme,  dont  l’autre  partie  reste  inconnue.“ 
Dans  un  grand  nombre  de  cas  speciaux  cette  autre  partie  reste 
en  effet  inconnue  jusqu’ä  un  certain  point.  Du  moins,  il  n’est 
guere  probable  qu’ou  puisse  jamais  trouver  pour  cette  seconde 
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partie  explicitement  une  expression  analytique  g6n6rale  qui  con- 
vienne  ft  tous  les  cas  speciaux. 

Mais  j’invite  mon  savant  critique  ft  se  rappeier  que  cette 
deuxieme  partie  de  la  somme,  qu’il  dit  etre  inconnue,  est  cen- 
.s£e  correspondre  ä un  mouvement  non  rotatoire  du  liquide,  et 
que  par  consöquent,  eile  possede  toutes  ces  propri6t6s  si  re- 
marquables  des  fonctions  qui  satisfont  ft  l’6quation  differentielle : 

d*P  , d*P  , d*P  n 
dx * + dy*  + dz*  “ u’ 

et  qui  ont  6t£  l’objet  de  tant  de  reckerches  profondes,  reclier- 
ches  qui  non  seulement  nous  mettent  en  6tat  de  trouver  l’int6- 
grale  de  cette  6quation  pour  un  nombre  trfts-considftrable  de 
conditions  donn6es  aux  limites,  mais,  ce  qui  est  plus  utile 
encore,  nous  peraiettent,  dans  la  plupart  des  cas  oü  l’expres- 
sion  analytique  de  Fintegrale  reste  inconnue,  d’en  assigner  les 
propri6t4s  les  plus  importantes,  dont  la  connaissance  peut  sou- 
Tent  tenir  lieu  de  l’intftgrale  eUe-meme. 

M.  Bertrand  aurait  pu  trouver,  aux  pages  29  et  43  de 
mon  Memoire,  un  r6sum6  de  cette  partie  de  mon  travail.  Je 
fiuirai  en  reproduisant  les  r6sultats  g6n6raux  de  mes  recher- 
clies,  tout  en  6vitant  d’employer  les  dönominations  nouvelles 
que  j’ai  introduites  dans  le  texte  allemand  de  mon  Mömoire. 
Je  ne  conserverai  que  les  lettres  §,  ?/,  J avec  leur  signification : 

u_*(dv  dtc\  .(die  du\  „ - (du  dv\ 

~ dy  y ?/  2 dzy  * ^ dxj 

Je  suppose  en  outre,  que  les  forces  agissant  sur  les  points 
situäs  ä rinterieur  du  liquide  puissent  etre  exprimSes  par  les 
d£riv6es  partielles  d’une  fonction  des  coordonn6es  du  point 
>ollicit6.  Cela  pos6,  on  a les  thdoremes  suivants: 

On  peut  toujours  imaginer  Vexistence  (Tun  Systeme  de  cou- 
runts  galvaniques  fermes , distribues  dans  Tinterieur  et  a la  sur- 
face  du  liquide  de  teile  moniere , qu'ils  exerceraient  sur  le  pole 
dun  aimant , situe  en  un  point  du  liquide , des  forces  egales  aux 
dtesses  qui  animent  la  molecule  liquide  passant  par  ce  point. 
L**  composantes  de  ces  courants , prises  parallelement  aux  axes 
ht  coordonnees , sont1  en  chaque  point  de  Tinterieur  du  liquide , 
poportiormeUes  aux  quantites  f. 
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Si  Von  se  represente  la  masse  du  liquide  composee  de  fils 
conducteurs  qui  contiennent  chacun  un  de  ces  courants  galvani- 
ques  du  Systeme  susdit , dans  chaque  fil  conducteur  Vintensite  du 
courant  restera  constante  pendant  toute  la  duree  du  mouvement , 
et  le  fil  restera  compose  des  memes  molecules  du  liquide.  IJ  inten- 
site  des  courants  superficiels , au  contraire , pourra  etre  variable. 

M.  Bert r and  reconnaltra  ais6ment  que  ces  r£sultats  ne 
sont  nuUement  infirmes  par  ses  remarques,  et  peut-etre  ne 
les  trouvera-t-il  pas  moins  interessants  dans  leur  6nonc6  legi- 
time que  sous  la  forme  peu  exacte  qu’il  leur  a donnee. 
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VIII. 

Keponse  ä la  Note  de  M.  S.  Bertrand  du  19  octobre. 

Comtes  rendus  de  l’Acad.  de  Sciences  de  Paris.  T.  67.  p.  1034—1035.  (1868.) 


.J)ans  sa  derniere  Note,  M.  Bertrand  ne  conteste  plus 
lexactitude  de  mes  th^oremes  sur  l’hydrodynamique,  mais  il  se 
borne  a en  blämer  F6nonc6,  qui,  selon  lui,  ne  serait  pas  con- 
forme  a l’usage,  oü  conduirait  le  lecteur  ä croire  la  solution 
plus  complete  qu’elle  ne  Fest  Puisque  nous  sommes  parvenus 
ä ce  point,  il  me  semble  qu’une  discussion  ult6rieure  sur  Fob- 
jet  en  litige  ne  saurait  präsenter  qu’un  intöret  personel , de 
*orte  que,  de  mon  cot6,  je  la  terrainerai  pur  cette  derniere 
reponse. 

»Du  reste,  je  n’ai  jamais  voulu  exprimer  le  moindre  doute 
touchant  la  sinc£rit6  de  mon  savant  adversaire,  ni  dans  mes 
Notes  ins£r6es  aux  Comptes  rendus , ni  dans  la  Lettre  que  j’ai 
^crite  ä M.  le  r^dacteur  du  journal  les  Mondes , en  röponse  & 
uue  question  conceraant  la  traduction  de  mon  M6moire.  Dans 
fe  seul  passage  de  ma  derniere  Note  qui  puisse  avoir  donn6 
beu  ä une  teile  interprßtation,  j’ai  dit  express6ment  que  je  ne 
'upposais  qu’une  eiTeur  de  la  part  de  M.  Bertrand,  et  je 
regrette  sincerement  que  les  expressions  que  j’ai  employ^es 
aient  pu  donner  lieu  ä une  interpr^tation  differente. 


Helmboltz,  wi6»en*ch.  Abhandlungen. 
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IX. 


Ueber  discontinuirliche  Flüssigkeitsbewegungen. 

Aus  dem  „Monatsberichte  der  Königl.  Akademie  der  Wissenschaften“  zu 
Berlin  vom  23.  April  1868.  S.  215 — 228. 
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Die  hydrodynamischen  Gleichungen  ergeben  bekanntlich 
für  das  Innere  einer  incompressiblen  Flüssigkeit,  die  der  Rei- 
bung nicht  unterworfen  ist,  und  derenThcilchen  keine  Rotations- 
Bewegung  besitzen,  genau  dieselbe  partielle  Differentialgleichung, 
welche  für  stationäre  Ströme  von  Elektricität  oder  Wärme  in 
Leitern  von  gleichmässigem  Leitungsvermögen  besteht.  Man 
sie  könnte  also  erwarten,  dass  bei  gleicher  Form  des  durchström- 
ten  Raumes  und  gleichen  Grenzbedingungen  die  Ströraimgsform 
der  tropfbaren  Flüssigkeiten,  der  Elektricität  und  Wärme  bis 
auf  kleine  von  Nebenbedingimgen  abhängige  Unterschiede  die 
gleiche  sein  sollte.  In  Wirklichkeit  aber  bestehen  in  vielen 
Fällen  leicht  erkennbare  und  sehr  eingreifende  Unterschiede 
zwischen  der  Stromvertheilung  einer  tropfbaren  Flüssigkeit 
und  der  der  genannten  Imponderabilien. 

Solche  Unterschiede  zeigen  sich  namentlich  auffallend,  wenn 
die  Strömung  durch  eine  Oeffnung  mit  scharfen  Rändern  in 
einen  weiteren  Raum  eintritt.  In  solchen  Fällen  strahlen  die 
Stromlinien  der  Elektricität  von  der  Oeffnung  aus  sogleich 
nach  allen  Richtungen  auseinander,  während  eine  strömende 
Flüssigkeit,  Wasser  sowohl  wie  Luft,  sich  von  der  Oeffnung 
aus  anfänglich  in  einem  compacten  Strahle  vorwärts  bewegt, 
der  sich  dann  in  geringerer  oder  grösserer  Entfernung  in  Wir- 
bel aufzulösen  pflegt.  Die  der  Oeffnung  benachbarten,  ausser- 
halb des  Strahles  liegenden  Theile  der  Flüssigkeit  des  grösseren 
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Behälters  können  dagegen  fast  vollständig  in  Ruhe  bleiben. 
Jedermann  kennt  diese  Art  der  Bewegung,  nie  sie  namentlich 
ein  mit  Rauch  imprägnirter  Luftstrom  sehr  anschaulich  zeigt. 

In  der  That  kommt  die  Zusammendrückbarkeit  der  Luft  bei 
diesen  \ orgängen  nicht  wesentlich  in  Betracht,  und  Luft  zeigt 
hierbei  mit  geringen  Abweichungen  dieselben  Bewegungsformen, 
wie  Wasser. 

Bei  so  grossen  Abweichungen  zwischen  der  Wirklichkeit 
und  den  Ergebnissen  der  bisherigen  theoretischen  Analyse 
mussten  die  hydrodynamischen  Gleichungen  den  Physikern  als 
eine  praktisch  sehr  unvollkommene  Annäherung  an  die  Wirk- 
lichkeit erscheinen.  Die  Ursache  davon  mochte  man  in  der 
inneren  Reibung  der  Flüssigkeit  vermuthen,  obgleich  allerlei 
seltsame  und  sprungweise  eintretende  Unregelmässigkeiten,  mit 
denen  wohl  Jeder  zu  kämpfen  hatte,  der  Beobachtungen  über 
Flüssigkeits- Bewegungen  anstellte,  nicht  einmal  durch  die 
jedenfalls  stetig  und  gleichmässig  wirkende  Reibung  erklärt 
werden  konnten. 

Die  Untersuchung  der  Fälle,  wo  periodische  Bewegungen 
durch  einen  continuirlichen  Luftstrom  erregt  werden,  wie  zum 
Beispiel  in  den  Orgelpfeifen , liess  mich  erkennen , dass  eine  217 
solche  Wirkung  nur  durch  eine  discontinuirliche , oder  wenig- 
stens einer  solchen  nahe  kommende  Art  der  Luftbewegung 
hervorgebracht  werden  könne,  und  das  führte  mich  zur  Auf- 
findung einer  Bedingung,  die  bei  der  Integration  der  hydrody- 
namischen Gleichungen  berücksichtigt  werden  muss,  und  bisher, 
so  viel  ich  weiss,  übersehen  worden  ist;  bei  deren  Berücksich- 
tigung dagegen  in  solchen  Fällen,  wo  die  Rechnung  durchge- 
führt  werden  kann,  sich  in  der  That  Bewegungsformen  ergeben, 
wie  wir  sie  in  Wirklichkeit  beobachten.  Es  ist  dies  folgender 
Umstand. 

In  den  hydrodynamischen  Gleichungen  werden  die  Ge- 
schwindigkeiten und  der  Druck  der  strömenden  Theilchen  als 
continuirliche  Functionen  der  Coordinaten  behandelt.  Anderer- 
seits liegt  in  der  Natur  einer  tropfbaren  Flüssigkeit,  wenn  wir 
sie  als  vollkommen  flüssig,  also  der  Reibung  nicht  unterworfen 
betrachten,  kein  Grund,  dass  nicht  zwei  dicht  aneinander 

grenzende  Flüssigkeitsschichten  mit  endlicher  Geschwindigkeit 
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aneinander  vorbeigleiten  könnten.  Wenigstens  diejenigen  Eigen- 
schaften der  Flüssigkeiten,  welche  in  den  hydrodynamischen 
Gleichungen  berücksichtigt  werden , nämlich  die  Constanz  der 
Masse  in  jedem  Raum  element  und  die  Gleichheit  des  Druckes 
nach  allen  Richtungen  hin,  bilden  offenbar  kein  Hinderniss  da- 
für, dass  nicht  auf  beiden  Seiten  einer  durch  das  Innere  ge- 
legten Fläche  tangentielle  Geschwindigkeiten  von  endlichem 
Grössenunterschiede  stattfinden  könnten.  Die  senkrecht  zur 
Fläche  gerichteten  Componenten  der  Geschwindigkeit  und  der 
Druck  müssen  dagegen  natürlich  an  beiden  Seiten  einer  solchen 
Fläche  gleich  sein.  Ich  habe  schon  in  meiner  Arbeit  über  die 
Wirbelbewegungen1)  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  ein 
solcher  Fall  eintreten  müsse,  wenn  zwei  vorher  getrennte  und 
verschieden  bewegte  Wassermassen  mit  ihren  Oberflächen  in 
Berührung  kommen.  In  jener  Arbeit  wurde  ich  auf  den  Begriff 
einer  solchen  Trennungsfläche  oder  Wirbel  fläche,  "wie 
ich  sie  dort  nannte,  dadurch  geführt,  dass  ich  Wirbeliaden 
218  längs  einer  Fläche  continuirlich  angeordnet  dachte,  deren  Masse 
verschwindend  klein  werden  kann,  ohne  dass  ihr  Drehungsmo- 
ment  verschwindet. 

Nun  wird  in  einer  zu  Anfang  ruhenden  oder  continuirlich 
bewegten  Flüssigkeit  eine  endliche  Verschiedenheit  der  Bewe- 
gung unmittelbar  benachbarter  Flüssigkeitstheilchen  nur  durch 
discontinuirlich  wirkende  bewegende  Kräfte  hervorgebracht  wer- 
den können.  Unter  den  äusseren  Kräften  kommt  hierbei  nur 
der  Stoss  in  Betracht. 

Aber  es  ist  auch  im  Innern  der  Flüssigkeiten  eine  Ursache 
vorhanden,  welche  Discontinuitiit  der  Bewegung  erzeugen  kann. 
Der  Druck  nämlich  kann  zwar  jeden  beliebigen  positiven  Werth 
annehmen,  und  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  wird  sich  mit 
ihm  immer  continuirlich  ändern.  Aber  so  wie  der  Druck  den 
Werth  Null  überschreiten  und  negativ  werden  sollte,  wird  eine 
discontinuirliche  Veränderung  der  Dichtigkeit  eintreten;  <iie 
Flüssigkeit  wird  auseinander  reissen. 

Nun  hängt  die  Grösse  des  Druckes  in  einer  bewegten 
Flüssigkeit  von  der  Geschwindigkeit  ab,  und  zwar  ist  in  in- 


1)  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik.  Bd.LX.  (8.  oben  Nr.V.) 
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compressibeln  Flüssigkeiten  die  Verminderung  des  Druckes 
unter  übrigens  gleichen  Umständen  der  lebendigen  Kraft  der 
bewegten  Wassertheilchen  direct  proportional.  Uebersteigt  also 
die  letztere  eine  gewisse  Grösse,  so  muss  in  der  Tliat  der  Druck 
negativ  werden  und  die  Flüssigkeit  zerreissen.  An  einer  solchen 
Stelle  wird  die  beschleunigende  Kraft,  welche  dem  Differential- 
Quotienten  des  Druckes  proportional  ist,  offenbar  discontinuir- 
lieh  und  dadurch  die  Bedingung  erfüllt,  welche  nöthig  ist  um 
eine  discontinuirliche  Bewegung  der  Flüssigkeit  hervorzubringen. 

Die  Bewegung  der  Flüssigkeit  an  einer  solchen  Stelle  vorüber 
kann  nun  nur  so  geschehen,  dass  sich  von  dort  ab  eine  Tren- 
ß’ingsfläche  bildet. 

Die  Geschwindigkeit,  welche  das  Zerreissen  der  Flüssig- 
keit herbeifuhren  muss,  ist  diejenige,  welche  die  Flüssigkeit  an- 
nehmen  würde,  wenn  sie  unter  dem  Drucke,  den  die  Flüssig- 
keit am  gleichen  Orte  im  ruhenden  Zustande  haben  würde,  in 
d.n  leeren  Raum  ausflösse.  Dies  ist  allerdings  eine  verhält- 
nismässig bedeutende  Geschwindigkeit;  aber  es  ist  wohl  zu  be- 
merken, dass,  wenn  die  tropfbaren  Flüssigkeiten  continuirlich 
rie  Elektricität  fliessen  sollten , die  Geschwindigkeit  an  jeder  219 
* harten  Kante , um  welche  der  Strom  herumbiegt , unendlich 
gross  werden  müsste. l)  Daraus  folgt,  dass  jede  geometrisch 
vollkommen  scharf  gebildete  Kante,  an  welcher  Flüs- 
sigkeit vorbeifliesst,  selbst  bei  der  massigsten  Ge- 
schwindigkeit der  übrigen  Flüssigkeit,  dieselbe  zer- 
reissen und  eine  Trennungsfläche  herstellen  muss. 

An  unvollkommen  ausgebildeten,  abgerundeten  Kanten  dagegen 
*ird  dasselbe  erst  bei  gewissen  grösseren  Geschwindigkeiten 
'•attfinden.  Spitzige  Hervorragungen  an  der  Wand  des  »Strö- 
mungscanales  werden  ähnlich  wirken  müssen. 

Was  die  Gase  betrifft,  so  tritt  bei  ihnen  derselbe  Umstand 
wie  bei  den  Flüssigkeiten  ein,  nur  dass  die  lebendige  Kraft  der 
Bewegung  eines  Theilchens  nicht  direct  der  Verminderung  des 
Druckes  />,  sondern  mit  Berücksichtigung  der  Abkühlung  der 

1)  ln  der  sehr  kleinen  Entfernung  jj  von  einer  scharfen  Kante,  deren 
Hachen  unter  dem  Winkel  « zusammeustossen,  werden  die  Geschwin- 
digkeiten unendlich  wie  Q~m,  wo  m = (tt  — a)J(2n  — «). 
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Luft  bei  ihrer  Ausdehnung  der  Abnahme  von  pm  proportional  ist, 
wo  m = 1 — 1//,  und  y das  Verhältnis  der  specifischen  Wärme 
bei  constantem  Druck  zu  der  bei  constantem  Volumen  bezeich- 
net. Für  atmosphärische  Luft  hat  der  Exponent  m den  Werth 
0,291.  Da  er  positiv  und  reel  ist,  so  kann;;™,  wie/;,  bei  hohen 
Werthen  der  Geschwindigkeit  nur  bis  Null  abnehmen,  und  nicht 
negativ  werden.  Anders  wäre  es,  wenn  die  Gasarten  einfach 
dem  Mariotte’schen  Gesetze  folgten  und  keine  Temperatur- 
veränderungen erlitten.  Dann  würde  statt  pm  die  Grösse  log  p 
eintreten,  welche  negativ  unendlich  werden  kann,  ohne  dass  /; 
negativ  wird.  Unter  dieser  Bedingung  wäre  ein  Zerreissen  der 
Luftmasse  nicht  nöthig. 

Es  gelingt  sich  von  dem  thatsächlichen  Bestehen  solcher 
Discontinuitäten  zu  überzeugen,  wenn  man  einen  Strahl  mit 
Rauch  imprägnirter  Luft  aus  einer  runden  Oeflhung  oder  einem 
cylindrischen  Rohre  mit  mässiger  Geschwindigkeit,  so  dass  kein 
Zischen  entsteht,  hervortreten  lässt.  Unter  günstigen  Umständen 
220  kann  man  dünne  Strahlen  der  Art  von  einer  Linie  Durchmesser 
in  einer  Länge  von  mehreren  Fussen  erhalten.  Innerhalb  der 
cylindrischen  Oberfläche  ist  die  Luft  dann  in  Bewegung  mit 
constanter  Geschwindigkeit,  ausserhalb  dagegen  selbst  in  aller- 
nächster Nähe  des  Strahles  gar  nicht  oder  kaum  bewegt.  Sehr 
deutlich  sieht  man  diese  scharfe  Trennung  auch , wenn  mau 
einen  ruhig  fliessenden  cylindrischen  Luftstrahl  durch  die  Spitze 
einer  Flamme  leitet,  aus  der  er  dann  ein  genau  abgegrenztes 
Stück  herausschneidet,  während  der  Rest  der  Flamme  ganz  un- 
gestört bleibt,  und  höchstens  eine  sehr  dünne  Lamelle,  die  den 
durch  Reibung  beeinflussten  Grenzschi  eilten  entspricht , ein  | 
wenig  mitgenommen  wird. 

Was  die  mathematische  Theorie  dieser  Bewegungen  be-  1 
trifft,  so  habe  ich  die  Grenzbedingungen  für  eine  innere  Tren- 
nungsfläche der  Flüssigkeit  schon  angegeben.  Sie  bestehen  da- 
rin, dass  der  Druck  auf  beiden  Seiten  der  Fläche  gleich  sein  j 
muss,  imd  ebenso  die  normal  gegen  die  Trennungsfläche  ge- 
richtete Componente  der  Geschwindigkeit.  Da  nun  die  Bewe- 
gung im  ganzen  Innern  einer  incompressiblen  Flüssigkeit,  deren 
Theilchen  keine  Rotationsbewegung  haben,  vollständig  bestimmt 
ist,  wenn  die  Bewegung  ihrer  ganzen  Oberfläche  und  ihre  in-  ' 
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neren  Discontinuitäten  gegeben  sind,  so  handelt  es  sich  bei 
äusserer  fester  Begrenzung  der  Flüssigkeit  der  Regel  nach  nur 
darum,  die  Bewegung  der  TrennungsÜäche  und  die  Veränderun- 
gen der  Discontinuität  an  derselben  kennen  zu  lernen. 

Es  kann  nun  eine  solche  Trennungsfläche  mathematisch 
gerade  so  behandelt  werden,  als  wäre  sie  eine  Wirbelfläche, 
das  heisst,  als  wäre  sie  mit  Wirbelfaden  von  unendlich  geringer 
Masse,  aber  endlichem  Drehungsmoment  continuirlich  belegt. 
In  jedem  Flächenelement  einer  solchen  wird  es  eine  Richtung 
geben,  nach  welcher  genommen  die  Componenten  der  tangen- 
tiellen  Geschwindigkeiten  gleich  sind.  Diese  giebt  zugleich  die 
Richtung  der  Wirbelfäden  an  der  entsprechenden  Stelle.  Das 
Moment  dieser  Fäden  ist  proportional  zu  setzen  dem  Unter- 
schiede , welchen  die  dazu  senkrechten  Componenten  der  tan- 
gentiellen  Geschwindigkeit  an  beiden  Seiten  der  Fläche  zeigen. 

Die  Existenz  solcher  Wirbelläden  ist  für  eine  ideale  nicht 
reibende  Flüssigkeit  eine  mathematische  Fiction,  welche  die 
Integration  erleichtert.  In  einer  wirklichen  der  Reibung  unter- 
worfenen Flüssigkeit  wird  jene  Fiction  schnell  eine  Wirklich- 
keit, indem  durch  die  Reibung  die  Grenztheilchen  in  Rotation 
versetzt  werden,  und  somit  dort  Wirbelfäden  von  endlicher, 
allmählig  wachsender  Masse  entstehen,  während  die  Disconti- 
nuität der  Bewegung  dadurch  gleichzeitig  ausgeglichen  wird. 

Die  Bewegung  einer  Wirbelfläche  und  der  in  ihr  liegen- 
den Wirbelfäden  ist  nach  den  in  meiner  Arbeit  über  die 
Wirbelbewegungen  festgestellten  Regeln  zu  bestimmen.  Die 
mathematischen  Schwierigkeiten  dieser  Aufgabe  lassen  sich 
freilich  erst  in  wenigen  der  einfacheren  Fälle  überwinden.  In 
vielen  andern  Fällen  kann  man  dagegen  aus  der  angegebenen 
Betrachtungsweise  Schlüsse  wenigstens  auf  die  Richtung  der 
eintretenden  Veränderungen  ziehen. 

Namentlich  ist  zu  erwähnen,  dass  gemäss  dem  für  Wirbel- 
bewegungen erwiesenen  Gesetze,  die  Fäden  und  mit  ihnen  die 
Wirbelfläche  im  Innern  einer  nicht  reibenden  Flüssigkeit  nicht 
entstehen  und  nicht  verschwinden  können,  vielmehr  jeder  Wir- 
belfaden constant  das  gleiche  Rotationsmoment  behalten  muss ; 
ferner,  dass  die  Wirbelfäden  längs  einer  Wirbelfläche  selbst 
fortschwimmen  mit  einer  Geschwindigkeit,  welche  das  Mittel 
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aus  den  an  beiden  Seiten  der  Fläche  bestehenden  Geschwindig- 
keiten ist.  Daraus  folgt,  dass  eine  Trennungfläche  sich 
immer  nur  nach  der  Richtung  hin  verlängern  kann, 
nach  welcher  der  stärkere  von  den  beiden  in  ihr  sich 
berührenden  Strömen  gerichtet  ist. 

Ich  habe  zunächst  gesucht,  Beispiele  von  unverändert  be- 
stehenden Trennungsflächen  in  stationären  Strömungen  zu 
finden,  bei  denen  die  Integration  ausführbar  ist,  um  daran  zu 
prüfen,  ob  die  Theorie  Stromesformen  ergiebt,  die  der  Er- 
fahrung besser  entsprechen,  als  wenn  man  die  Discontinuität 
der  Bewegung  unberücksichtigt  lässt.  Wenn  eine  Trennungs- 
fläche, die  ruhendes  und  bewegtes  Wasser  voneinander  scheidet, 
stationär  bleiben  soll,  so  muss  längs  derselben  der  Druck  in 
der  bewegten  Schicht  derselben  sein,  wie  in  der  ruhenden, 
woraus  folgt,  dass  die  tangentielle  Geschwindigkeit  der  Wasser- 
theilchen  in  ganzer  Ausdehnung  der  Fläche  constant  sein  muss ; 
ebenso  die  Dichtigkeit  der  fingirten  Wirbelfaden.  Anfang  und 
222  Ende  einer  solchen  Fläche  können  nur  an  der  Wand  des  Ge- 
fässes  oder  in  der  Unendlichkeit  liegen.  Wo  ersteres  der  Fall 
ist,  müssen  sie  die  Wand  des  Gefässes  tangiren,  vorausgesetzt, 
dass  diese  liier  stetig  gekrümmt  ist,  weil  die  zur  Gefässwand 
normale  Geschwindigkeitscomponente  gleich  Null  sein  muss. 

Die  stationären  Formen  der  Trennungsflächen  zeiclmen 
sich  übrigens,  wie  Versuch  und  Theorie  übereinstimmend  er- 
kennen lassen,  durch  einen  auflallend  hohen  Grad  von  Ver- 
änderlichkeit bei  den  unbedeutendsten  Störungen  aus,  so  dass 
sie  sich  Körpern,  die  in  labilem  Gleichgewicht  befindlich  sind, 
einigermassen  ähnlich  verhalten.  Die  erstaunliche  Empfindlich- 
keit eines  mit  Rauch  imprägnirten  cylindrischen  Luftstrahls 
gegen  Schall  ist;  von  Hrn.  Tyndall  schon  beschrieben  worden; 
ich  habe  dieselbe  bestätigt  gefunden.  Es  ist  dies  offenbar  eine 
Eigenschaft  der  Trennungsflächen  die  für  das  Anblasen  der 
Pfeifen  von  grösster  Wichtigkeit  ist. 

Die  Theorie  lässt  erkennen,  dass  überall,  wo  eine  Unregel- 
mässigkeit an  der  Oberfläche  eines  übrigens  stationären  Strahls 
gebildet  wird,  diese  zu  einer  fortschreitenden  spiraligen  Auf- 
rollung  des  betreffenden  (übrigens  am  Strahle  fortgleitenden) 
Theils  der  Fläche  führen  muss.  Dies  Streben  nach  spiraliger 
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Auffollung  bei  jeder  Störung  ist  übrigens  an  den  beobachteten 
Strahlen  leicht  zu  bemerken.  Der  Theorie  nach  könnte  ein 
prismatischer  oder  cylindrischer  Strahl  unendlich  lang  sein. 
Thatsächlich  lässt  sich  ein  solcher  nicht  hersteilen,  weil  in 
einem  so  leicht  beweglichen  Elemente,  wie  die  Luft  ist,  kleine 
Störungen  nie  ganz  zu  beseitigen  sind. 

Dass  ein  solcher  unendlich  langer  cylindrischer  Strahl,  der 
aus  einer  Röhre  von  entsprechendem  Querschnitt  in  ruhende 
äussere  Flüssigkeit  austritt,  und  überall  mit  gleichmässiger 
Geschwindigkeit  seiner  Axe  parallel  bewegte  Flüssigkeit  ent- 
hält, den  Bedingungen  des  stationären  Zustandes  entspricht, 
ist  leicht  einzusehen. 

Ich  will  hier  nur  noch  die  mathematische  Behandlung 
eines  Falles  entgegengesetzter  Art,  wo  der  Strom  aus  einem 
weitem  Raum  in  einen  engen  Canal  übergeht,  skizziren,  um 
daran  auch  gleichzeitig  ein  Beispiel  zu  geben  für  eine  Methode, 
durch  welche  einige  Probleme  der  Lehre  von  den  Potential- 
functionen gelösst  werden  können,  die  bisher  Schwierigkeiten 
machten. 

Ich  beschränke  mich  auf  den  Fall,  wo  die  Bewegung 
stationär  ist  imd  nur  von  zwei  rechtwinkligen  Coordinaten  .r,  y 
abhängig,  wo  feiner  von  Anfang  an  in  der  reibungsfreien 
Flüssigkeit  keine  rotirenden  Theilchen  vorhanden  sind,  und  sich 
also  auch  keine  solchen  bilden  können.  Bezeichnen  wir  für 
das  im  Punkte  (x,  y ) befindliche  Flüssigkeitstheilchen  die  den 
x parallele  Geschwindigkeitscomponente  mit  u , die  den  y 
parallele  mit  v,  so  lassen  sich  bekanntlich  zwei  Functionen 
von  x und  y in  der  Weise  finden,  dass: 


d (f  d xp 

dx  dy 

dtp  dxp  . . . 

dy  dx  . . . 


Durch  diese  Gleichungen  wird  auch  unmittelbar  im  Innern 
der  Flüssigkeit  die  Bedingung  erfüllt,  dass  die  Masse  in  jedem 
Raumelement  constant  bleibe,  nämlich: 


du  dv  d‘q> 

dx'dy  dx 2 


+ 


d2<p  d*xp  d.^xp 

dy  2 d x 2 dy  - 


Der  Druck  im  Innern  wird  bei  der  constanten  Dichtigkeit  h, 
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und  wenn  das  Potential  der  äusseren  Kräfte  mit  V bezeichnet 
wird,  gegeben  durch  die  Gleichung: 


Die  Curven: 

ifj  — Const. 


sind  die  Strömungslinien  der  Flüssigkeit,  und  die  Curven: 

q = Const. 

sind  orthogonal  zu  ihnen.  Letztere  sind  die  Curven  gleichen 
Potentials,  wenn  Elektricität,  oder  gleicher  Temperatur,  wenn 
221  Wärme  in  Leitern  von  constantem  Leitungsvermögen  in  statio- 
närem Strome  fiiesst. 

Aus  den  Gleichungen  (1)  folgt  als  Integralgleichung,  dass 
die  Grösse  <p  + ipi  eine  Function  sei  von  x y i (wo  i — V — 1). 
Die  bisher  gefundenen  Lösungen  drücken  in  der  Regel  <f  und  ip 
als  eine  Summe  von  Gliedern  aus,  die  selbst  Functionen  von 
x und  y sind.  Aber  auch  umgekehrt  kann  man  x + y i als 
Function  von  (p  + xp  i betrachten  und  entwickeln.  Bei  den 
Aufgaben  über  Strömung  zwischen  zwei  festen  Wänden  ist  w 
längs  der  Grenzen  constant,  und  stellt  man  also  <f  und  xp  als 
rechtwinklige  Coordinaten  in  einer  Ebene  dar,  so  hat  man  in 
einem  von  zwei  parallelen  graden  Linien  w — c0  und  xp  — cl 
begrenzten  Streifen  dieser  Ebene  die  Function  x -f-  y i so  zu 
suchen,  dass  sie  am  Rande  der  Gleichung  der  Wand  entspricht, 
im  Innern  gegebene  Unstetigkeit  annimmt. 

Ein  Fall  dieser  Art  ist,  wenn  wir  setzen: 

xJryi=zA\(p  + wi  -p  + j (2) 

oder: 

x = A (f  + A cos  xp 
y = A »/*  + A e*  sin  ip. 

Für  den  Werth  n>  — ± n wird  y constant  und 

x — A cp  — Atr* . 

W enn  cp  von  — oc  bis  -f  oo  läuft,  geht  x gleichzeitig  von 

— oo  bis  — A und  dann  wieder  zurück  zu  — oc.  Die  Strom - 
curven  xp  = ± n entsprechen  also  der  Strömung  längs  zweier 
gerader  Wände  für  die  y = ± An  und  x zwischen  — oc  und 

— A läuft. 
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Die  Gleichung  (2)  entspricht  also,  wenn  wir  y/  als  Aus- 
druck der  Stromescurven  betrachten,  der  Strömung  aus  einem 
durch  zwei  parallele  Ebenen  begrenzten  Canal  in  den  unend- 
lichen Raum  hinein.  Am  Rande  des  Canals  aber,  wo  x = — A 
und  y = i A n wo  ferner: 

(f  = o und  xfj  = ± 

ist,  wird: 

'dyV 

A<p) 


also: 


'd*y 


+ 


= 0, 


f*) 


+ 


fdyY 


= oc 


Elektricität  und  Wärme  können  so  strömen;  tropfbare  Flüssig- 
keit muss  aber  zerreissen. 

Sollen  vom  Rande  des  Canales  stationäre  Trennungslinien 
ausgehen,  welche  natürlich  Fortsetzungen  der  längs  der  Wand 
verlaufenden  Strömungslinien  i p = ± n werden,  und  soll  ausser- 
halb dieser  Trennungslinien,  (he  die  strömende  Flüssigkeit  be- 
grenzen, Ruhe  stattfinden,  so  muss  der  Druck  auf  beiden  Seiten 
der  Trennungslinien  gleich  sein.  Das  heisst,  es  muss  längs 
derjenigen  Theile  der  Linien  xp  — ± rc,  welche  den  freien 
Trennungslinien  entsprechen,  gemäss  1£  sein: 


fdq_ 

dx 


+ [-J^\  = Const } 


dy  ) 


(3) 


Um  nun  die  Grundzüge  der  in  Gleichung  (2)  gegebenen 
Bewegung  beizubehalten,  setzen  wir  zu  obigem  Ausdrucke  von 
M ->/i  noch  ein  Glied  a + ri  hinzu,  welches  ebenfalls  eine 
Function  von  (p  4-  xpi  ist. 

Wir  haben  dann: 

x — A (p  + A e*  cos  ip  4-  <? . . . . 
y = A xp  4-  A et  sin  xft  4-  r . . . . 

und  müssen  <7  4-  r « so  bestimmen,  dass  längs  des  freien  Theiles 
der  Trennungsflächen  wo  \p  — Hb  rr,  werde : 


(3  a) 


A - Ae*  4- 


da 


+ a = 


Diese  Bedingung  wird  erfüllt,  wenn  wir  eben  daselbst 
machen,  dass: 

da 


ss  0 oder  <x  = Const 


(3  b) 
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226  und : , 

% = ± A'i/2e'r  ~eii } (3c) 

Da  i p längs  der  Wand  constant  ist,  können  wir  die  letzte 
Gleichung  nach  cp  integriren,  und  das  Integral  in  eine  Function 
von  cp  -f-  U'i  verwandeln,  indem  wir  statt  cp  überall  setzen 
( f + i {ip  + tt).  So  erhalten  wir  bei  passender  Bestimmung  der 
Integrationsconstante : 


G + T * = 


’ = Ai  {]/- 


2 f *T  + V' « ^ 2 If  4*  2 \pi 


4-  2 arc.  sin 


!in[v?e*(’+vi]} 


1 

• I 


(3d) 


Die  Verzw’eigungspunkte  dieses  Ausdruckes  liegen,  wo 
ev  + rpi  _ __  2,  das  heisst,  wo  \p  — ± (2  a -f-  1)ti  und  cp  ==  log  2 
ist.  Also  liegt  keiner  im  Innern  des  Intervalles  von  = -{-  tt 
bis  ?/,»  — — 7i.  Die  Function  g + r * ist  hier  continuirlich. 

Längs  der  Wand  wird: 


a + r i = dz  Ai | V 2 ^ 


e2»  — 2 arc.  sin 


>2 


ei» 


l 

I 


Wenn  </:  < log  2,  so  ist  dieser  ganze  Werth  rein  imaginär, 
also  g = o,  während  </t  dtp  den  oben  in  3°  vorgeschriebenen 
Werth  erhält.  Dieser  Theil  der  Linien  xp  = + tt  entspricht 
also  dem  freien  Theile  des  Strahles. 

Wenn  (p  > log  2 wird  der  ganze  Ausdruck  bis  auf  den 
Summanden  ± Ain  reell,  welcher  letztere  sich  zum  Werthe 
von  r/,  beziehlich  yi  hinzufügt. 

Die  Gleichungen  3“  und  3d  entsprechen  also  der  Aus- 
strömung aus  einem  unbegrenzten  Becken  in  einen  durch  zwei 
Ebenen  begrenzten  Canal,  dessen  Breite  4 Ati  ist,  dessen  W ände 
von  jt  = — oc  bis  .r  = — A (2  — log  2)  reichen.  Die  freie 
Trennungslinie  der  strömenden  Flüssigkeit  krümmt  sich  von  der 
Kante  der  Oeflhung  zunächst  noch  ein  wenig  gegen  die  Seite 
227  der  positiven  .r  hin,  wo  sie  für  //  = o,  x — — A und  für  y — 
± A . (j  n -f*  1)  ihre  grössten  .r-Werthe  erreicht,  um  sich  dann  in 
das  Innere  des  Canales  hineinzuwenden,  und  zuletzt  asymptotisch 
den  beiden  Linien  y = ± An,  zu  nähern,  sodass  schliesslich 
die  Breite  des  ausfliessenden  Strahles  nur  der  halben  Breite 
des  Canales  gleich  wird. 

Die  Geschwindigkeit  längs  der  Trennungsfläche  und  im 
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geraden  Ende  des  ausfliessenden  Strahles  ist  1 / A.  Längs  der 
testen  Wand  und  im  Innern  der  Flüssigkeit  ist  sie  überall 
kleiner  als  1 j A,  sodass  diese  Bewegungsform  bei  jeder  Grösse 
der  Ausflussgeschwiiidigkeit  stattfinden  kann. 

Ich  hebe  an  diesem  Beispiele  namentlich  hervor,  wie  es 
zeigt,  dass  die  Form  des  Flüssigkeitsstromes  in  einer  Röhre 
auf  sehr  lange  Strecken  hin  durch  die  Form  des  Anfangsstückes 
bestimmt  sein  kann. 

Zusatz,  elektrische  Vertheilung  betreffend.  Wenn 
man  in  der  Gleichung  (2)  die  Grösse  als  das  Potential  von 
Elektricität  betrachtet,  so  ergiebt  sich  liier  die  Vertheilung  der 
Elektricität  in  der  Nähe  des  Randes  zweier  ebener  und  sehr 
naher  Scheiben,  vorausgesetzt,  dass  ihr  Abstand  als  verschwin- 
dend klein  gegen  den  Krümmungshalbmesser  ihrer  Randcurven 
betrachtet  werden  kann.  Es  ist  das  eine  sehr  einfache  Lösung 
der  Aufgabe,  welche  Hr.  Clausius1)  behandelt  hat.  Sie  er- 
giebt übrigens  dieselbe  Vertheilung  der  Electricitiit,  wie  er  sie 
gefunden  hat,  wenigstens  soweit  dieselbe  von  der  Krümmung 
des  Randes  unabhängig  ist. 

Ich  will  noch  hinzufügen,  dass  dieselbe  Methode  genügt, 
um  auch  auf  zwei  parallelen  unendlich  langen  ebenen  Streifen, 
deren  vier  Kanten  im  Querschnitte  die  Ecken  eines  Recht- 
eckes bilden,  die  Vertheilung  der  Elektricität  zu  finden.  Die 
Potentialfunction  x p derselben  wird  gegeben  durch  eine  Gleichung 
Ton  der  Form: 

s + ;,i  = A(<p  + yi)  + B N(<l'+V)i) J W 228 

wo  H{u)  die  von  Jacobi  in  den  Fundamente  nova  p.  172  als 
Zähler  von  sin  am  u entwickelte  Function  bezeichnet.  Die 
belegten  Streifen  entsprechen  nach  dortiger  Bezeichnung  dem 
IV erthe  cp  — i 2Ä',  wobei  x = ±2 AK  den  halben  Abstand 
der  Streifen  ergiebt,  während  vom  Verhältniss  der  Constanten  A 
und  B die  Breite  der  Streifen  abhängt. 

Die  Form  der  Gleichungen  2 und  4 lässt  erkennen,  dass 
V und  xv  als  Functionen  von  x und  y nur  durch  äusserst  com- 
plicirte  Reihenentwickelungen  auszudrücken  sein  können. 

1)  Poggendorff’s  Annalen  Bd.  LXXXVI. 


X. 

Ueber  ein  Theorem,  geometrisch  älmliche  Bewegungen 
flüssiger  Körper  betreffend,  nebst  Anwendung  auf 
das  Problem,  Luftballons  zu  lenken. 

„Monatsberichte  der  Königl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin*4 

vom  26.  Juni  1873.  S.  501—514. 


ßoi  Die  Bewegungsgesetze  der  tropfbaren  und  gasigen  Flüssig- 
keiten sind  hinreichend  gut  bekannt  in  Form  von  Differential- 
gleichungen, welche  nicht  blos  den  Einfluss  aus  der  Ferne  wir- 
kender äusserer  Kräfte,  so  wie  den  des  Druckes  der  Flüssigkeit, 
sondern  auch  den  Einfluss  der  Reibung  berücksichtigen.  Wenn 
man  bei  der  Anwendung  dieser  Gleichungen  beachtet,  dass  unter 
Umständen,  — nämlich  da,  wo  eine  continuirliche  Bewegung 
negativen  Druck  geben  würde,  — sich  Trennungsflächen  mit 
discontinuirlicher  Bewegung  an  beiden  Seiten  ausbilden  müssen, 
wie  ich  dies  in  einer  früheren  Correspondenz l)  der  Akademie 
zu  erweisen  gesucht  habe:  so  fallen  auch  die  Widersprüche 
fort,  welche  bei  Nichtberücksiehtigung  dieses  Umstandes  zwi- 
schen vielen  scheinbaren  Folgerungen  der  hydrodynamischen 
Gleichungen  einerseits  und  der  Wirklichkeit  andererseits  bis- 
502  her  zu  bestehen  schienen.  Es  liegt  in  der  That,  so  weit  ich 
sehe,  zur  Zeit  kein  Grund  vor,  die  hydrodynamischen  Gleichun- 
gen nicht  für  den  genauen  Ausdruck  der  wirklich  die  Bewe- 
gungen der  Flüssigkeiten  regierenden  Gesetze  zu  halten. 

Leider  sind  wir  nur  für  verhältnissmässig  wenige  und  be- 


1)  Monatsberichte  der  Akademie,  23.  April  1868  (vorausgehende  Aufsatz). 
— S.  auch  Kirchhoff  in  Borehardt’s  Journal  für  Mathematik,  Bd.  70. 
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sonders  einfache  Fälle  des  Experiments  im  Stande  aus  diesen 
Differentialgleichungen  die  entsprechenden,  den  Bedingungen 
des  gegebenen  besonderen  Falles  angepassten  Integrale  herzu- 
leiten, namentlich  wenn  der  Natur  des  Problems  nach  die  in- 
nere Reibung  der  Flüssigkeit  und  die  Bildung  von  Trennungs- 
flächen nicht  unberücksichtigt  bleiben  dürfen.  Die  Trennungs- 
flächen sind  äusserst  veränderlich , da  sie  eine  Art  labilen 
Gleichgewichtes  besitzen  und  sich  bei  jeder  Störung  in  Wirbel 
aufzurollen  streben ; dieser  Umstand  macht  die  theoretische  Be- 
handlung derselben  sehr  schwierig.  So  sind  wir,  wo  wir  es 
praktisch  mit  Flüssigkeitsbewegungen  zu  thun  haben,  fast  ganz 
auf  herumtastende  Versuche  angewiesen,  und  können  oft  nur 
Weniges  und  dies  nur  in  unsicherer  Weise  über  den  Erfolg 
neuer  Modificationen  unserer  hydraulischen  Maschinen,  Lei- 
tungen oder  Fortbewegungs- Apparate  aus  der  Theorie  Vor- 
aussagen. 

Bei  dieser  Lage  der  Sache  wollte  ich  auf  eine  Verwendung 
der  hydrodynamischen  Gleichungen  aufmerksam  machen,  welche 
erlaubt  Beobachtungsresultate,  die  an  einer  Flüssigkeit  und  an 
Apparaten  von  gewisser  Grösse  und  Geschwindigkeit  gewonnen 
worden  sind,  zu  übertragen  auf  eine  geometrisch  ähnliche  Masse 
einer  anderen  Flüssigkeit  und  Apparate  von  anderer  Grösse 
und  anderer  Bewegungsgeschwindigkeit. 

Ich  bezeichne  zu  dem  Ende  mit  ?*,  v,  w die  Componenten 
der  Geschwindigkeit  der  ersten  Flüssigkeit,  genommen  nach  den 
Richtungen  der  rechtwinkeligen  Coordinataxen  .r,  y,  z,  mit  t die 
Zeit,  mit  p den  Druck,  mit  e die  Dichtigkeit,  mit  k deren  Rei- 
bungsconstante.  Dann  sind  die  Bewegungsgleichungen  in  Eu- 
ler'scher  Form,  mit  Einführung  der  Reibungskräfte  nach 
Stokes,  falls  keine  äusseren  Kräfte  auf  die  Flüssigkeit  wir- 
ken, von  folgender  Form: 


dt  d(u.s)  , div.e)  . d(ic.t)  1 

— i . i - - ■ [■  - — ..  - - ..  • • • • • l 

dt  dx  dy  dz  j 


1 dp du 

t dx  dt 


, du  . du  , du  i (( ru  , 

+ UT,  + VT,.  + '°T,  + 


d u 


du 


r d2u  . d*u 


dx 


dy 


dz  \dx2  dy 2 


5<13 


k d_ 
3 dx 
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Dazu  kommen  noch  die  zwei  Gleichungen,  welche  aus  der 
letzteren  durch  Vertauschung  der  x und  u , beziehlich  mit  y und 
v oder  mit  z und  w entstehen. 

Wenn  nun  für  eine  andere  Flüssigkeit  die  Geschwindig- 
keiten mit  U,  V,  W,  der  Druck  mit  P,  die  Coordinaten  mit 
X,  Y,  Z,  die  Zeit  mit  T,  die  Dichtigkeit  mit  E,  die  Reibungs- 
constante  mit  K bezeichnet  wird,  mit  q,  r,  n,  dagegen  drei 
Constanten  und  wir  setzen: 

K=qh ] (2) 

E — rt j (2  a) 


U — HU 

X = 

V — ji  v 

y = 

W=  nw 

z = 

P = n2rp  -f-  Const. 

T = 

so  erfüllen  auch  diese  mit  grossen  Buchstaben  bezeichneten 
Grössen  die  obigen  Differentialgleichungen.  Setzt  man  sie 
nämlich  in  jene  Gleichungen  ein,  so  erscheinen  sämmtliche 
Glieder  von  1 mit  dem  Factor  rn2/q  und  sämmtliche  Glieder 
von  2 mit  dem  Factor  ?t3/q  multiplicirt.  Von  den  Constanten 
q,  r,  n sind  zwei  durch  die  Gleichungen  2 und  2 a aus  der  Na- 
tur der  Flüssigkeit  bestimmt,  die  dritte  n aber  ist  willkürlich, 
soweit  die  bis  hierher  berücksichtigten  Bedingungen  in  Be- 
tracht kommen. 

Ist  die  Flüssigkeit  incompressibel , so  ist  e als  (konstante 
zu  behandeln,  dejäl  — 0 zu  setzen,  und  die  obigen  Gleichungen 
genügen  dann,  die  Bewegung  im  Innern  zu  bestimmen.  Ist  die 
Flüssigkeit  compressibel,  so  können  wir  setzen: 


504  p = a2e  — c J (3) 

p = A-E-  C ] (3a) 


worin  c und  C dem  Drucke  hinzuzufügende  Constanten  bedeu- 
ten, welche  auf  die  Gleichungen  1 a keinen  Einfluss  haben.  Für 
Gase  sind  c und  C gleich  Null  zu  setzen,  wenn  die  Bewegxmg 
unter  solchen  Umständen  geschieht,  dass  die  Temperatur  con- 
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stant  bleibt.  Für  schnelle  Dichtigkeitsveränderungen  von 
(fasen  ohne  Ausgleichung  der  Temperatur  würden  allerdings 
die  Gleichungen  (3)  und  (3  a)  nur  für  die  Fälle  geringer  Dich- 
tigkeitsschwankungen anwendbar  sein. 

Durch  die  oben  angegebenen  Wert  he  für  P und  E ist  die 


Gleichung  (3a)  nur  erfüllbar,  wenn: 


X - 


\)t)* 


/•**  ■ 


A*  = «*«*.  • Ä •'* 

Dadurch  wäre  also  auch  die  dritte  Constante  n fest  bestimmt. 

Die  Grössen  a und  A sind  hier  die  Schallgeschwindigkeiten  in 
den  betreffenden  Flüssigkeiten.  Diese  müssen  sich  in  demsel- 
ben Verhältnisse  ändern  wie  die  anderen  Geschwindigkeiten. 

Wenn  die  Grenzen  der  Flüssigkeit  zum  Theil  unendlich 
entfernt,  zum  Theil  durch  bewegte  oder  ruhende,  voll- 
kommen benetzte  feste  Körper  gegeben  sind,  und  die  Coordi- 
naten  und  Geschwindigkeits-Coinponenten  dieser  begrenzenden 
festen  Körper  von  dem  einen  auf  den  anderen  Fall  in  der- 
selben Weise  übertragen  werden,  wie  es  eben  für  die  Flüssig- 
keitstheilchen  geschehen  ist,  so  sind  die  Grenzbedingungen  für 
die  U \ V,  W erfüllt,  wenn  sie  für  die  uf  v , w erfüllt  sind.  Ich 
setze  dabei  voraus,  dass  an  vollständig  benetzten  Körpern  die 
oberflächlichen  Schichten  der  Flüssigkeit  vollkommen  festhaften, 
also  die  Geschwindigkeits-Componenten  der  Oberfläche  des  fes- 
ten Körpers  und  der  anhaftenden  Flüssigkeit  die  gleichen  seien. 

Für  unvollkommen  benetzte  Körper  wird  der  Regel  nach 
angenommen,  dass  eine  relative  Bewegung  der  oberflächlichen 
Flössigkeitsschichten  gegen  die  Oberfläche  des  festen  Körpers 
vattfinde.  In  diesem  Falle  würde  zur  Anwendung  unserer  Sätze 
ein  gewisses  Verhältniss  zwischen  den  Coefficienten  der  gleiten- 
den oberflächlichen  Reibung  der  Flüssigkeit  an  den  betreffen- 
den festen  Körpern  und  der  inneren  Reibung  der  ersteren  an- 
genommen werden  müssen. 

Die  Grenzbedingungen  an  der  freien  Oberfläche  einer  tropf- 
baren Flüssigkeit,  über  der  der  Druck  constant  ist,  würden 
ebenfalls  erfüllt  sein , falls  keine  aus  der  Ferne  wirkenden  505 
Kräfte,  wie  die  Schwere,  dabei  Einfluss  gewinnen.  Da  dieser 
Fall  aber  nur  bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  vorkommt,  welche 
als  incompressibel  betrachtet  werden  können,  so  braucht  man 
die  Gleichungen  (3)  und  (3  a)  nicht  zu  erfüllen.  Dann  bleibt 

Helmholtz,  wissensch.  Abhandlungen.  IX 
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die  Constante  n frei,  und  wenn  man  für  diesen  Fall  die  letztere 
so  bestimmt,  dass  n*/q  — 1 wird,  so  kann  in  der  Gleichung  (la) 
auch  noch  die  Intensität  der  Schwere  — y auf  der  linken  Seite 
als  Summand  hinzugesetzt  werden. 

An  Trennungsflächen  ist  die  Grenzbedingung,  dass  der 
Druck  an  beiden  Seiten  einer  solchen  Fläche  gleich  sei,  was 
für  P ebenfalls  erfüllt  ist,  wenn  es  für  p gilt. 

Was  die  Reaction  der  Flüssigkeit  gegen  einen  in  ihr  be- 
wegten festen  Körper  betrifft,  so  wächst  der  Druck  gegen  die 
Flächeneinheit  der  Oberfläche  wie  »2r.  In  demselben  Verhält- 
nis wachsen  die  Reibungskräfte,  welche  proportional  sind  dem 
Product  aus  he  mit  DifFerentialquotienten , wie  dujdx , und 
ähnlichen.  Für  entsprechende  ähnliche  Flächenstücke  der  be- 
grenzenden Körper  aber  wachsen  Druck  und  Reibungskräfte  wie : 

n2.r  = q2r . 

Die  Arbeit,  die  zur  Ueberwindung  dieser  Widerstände  ge- 
braucht wird  von  Seiten  des  eingetauchten  Körpers , für 
gleiche  Zeiträume  genommen,  wächst  demnach  wie  nq2r. 

Im  allgemeinen  sind  also  die  drei  Constanten  n , q , r für 
compressible  Flüssigkeiten  und  für  schwere  tropfbare  Flüssig- 
keiten mit  freier  Oberfläche  bei  vollständig  genauer  Ueber- 
tragung  der  Bewegung  durch  die  Natur  der  beiden  Flüssig- 
keiten bestimmt.  Nur  für  incompressible  Flüssigkeiten  ohne 
freie  Oberfläche  bleibt  eine  Constante  willkürlich. 

Nun  giebt  es  aber  eine  grosse  Reihe  von  Fällen,  wo  die 
Zusammendrückbarkeit  nicht  blos  bei  tropfbaren,  sondern  auch 
bei  gasigen  Flüssigkeiten  nur  einen  verschwindend  kleinen  Ein- 
fluss hat.  Es  lassen  sich  darüber  folgende  Betrachtungen  an- 
stellen. Lässt  man  die  Constante  n kleiner  wrerden,  während 
r und  q unverändert  bleiben,  so  heisst  dies,  dass  in  der  zweiten 
Flüssigkeit  die  Schallgeschwindigkeit  proportional  mit  n ab- 
606  nimmt,  ebenso  die  Geschwindigkeiten  der  materiellen  bewegten 
Theile,  während  die  Lineardimensionen  dem  n umgekehrt  pro- 
portional zunehmen.  Abnahme  der  Schallgeschwindigkeit  ent- 
spricht bei  gleichbleibendem  r,  das  heisst  bei  gleiclibleibender 
Dichtigkeit  der  zweiten  Flüssigkeit,  einer  vennehrten  Compres- 
sibilität  derselben.  Bei  vermehrter  Coinpressibilität  also  bleiben 
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sich  die  Bewegungen  ähnlich.  Daraus  folgt,  dass  wenn  wir  das 
k verkleinern,  während  wir  die  Oompressibilität  der  Flüssigkeit 
unverändert  lassen,  die  Bewegungen  derselben  sich  ändern  und 
denen  ähnlicher  werden,  welche  im  engeren  Raume  eine  incom- 
pressiblere  Flüssigkeit  ausführen  würde.  Bei  geringen  Geschwin- 
digkeiten also  wird  auch  in  weiten  Räumen  die  Compressibilität 
ihren  Einfluss  verlieren;  unter  solchen  Bedingungen  werden 
sich  auch  Gase  wie  tropfbare  incompressible  Flüssigkeiten  be- 
wegen, wie  das  praktisch  aus  vielen  Beispielen  bekannt  ist. 

Sind  die  Geschwindigkeiten  der  materiellen  Theile  hierbei 
überhaupt  sehr  klein,  wie  bei  den  verschwindend  kleinen  Gscil- 
lationen,  so  dass  der  Ablauf  der  Bewegung  bei  gleichmässiger 
Steigerung  derselben  merklich  unverändert  bleibt,  so  ist  es  nur 
die  Schallgeschwindigkeit,  die  sich  hierbei  ändert,  und  unser 
Satz  wurde  dann  die  Form  bekommen:  Schallschwingungen 
eiuer  compressiblen  Flüssigkeit  werden  in  weiteren  Räumen 
mechanisch  ähnlich  verlaufen  können , wie  schnellere  Oscil- 
lationen  einer  weniger  compressiblen  Flüssigkeit  in  engeren 
Bäumen.  Ein  Beispiel  für  die  Benutzung  der  besprochenen 
Aehnliehkeit  findet  sich  in  meinen  Untersuchungen  über  die 
StkaUbewegiing  an  den  Enden  offener  Orgelpfeiffen 1 ).  Bei 
dieser  Aufgabe  hing  die  Möglichkeit,  die  analytischen  Be- 
dingungen der  Luftbewegung  durch  die  einfacheren  der  Was- 
serbewegung zu  ersetzen,  davon  ab,  dass  die  Dimensionen  des 
betreffenden  Raumes  sehr  klein  sein  mussten  im  Vergleich  zu 
den  Wellenlängen  der  vorkommenden  Schallschwingungen. 

Andererseits  zeigt  sich  auch  die  Reibung  weniger  einfluss- 
reich bei  Bewegungen  von  Flüssigkeiten  in  weiten  Räumen. 
Man  behält  dasselbe  Verhältniss  zwischen  den  Reibungskräften 
imd  den  Druckkräften,  wenn  man  v unverändert  lässt,  während 
y wächst  Das  heisst,  wenn  man  die  Dimensionen  vergrössert 
and  die  Reibungsconstante  in  demselben  Verhältnisse,  so  kann 
die  Bewegung  in  dem  vergrösserten  Systeme  ähnlich  bleiben,  so 
während  sich  die  Geschwindigkeiten  nicht  ändern.  Daraus 
folgt,  dass  in  einem  so  vergrösserten  Modell,  wenn  man  die 
Beibungsconstante  nicht  in  demselben  Verhältniss  vergrössert, 


1)  Borchardt'a  Jouraal  für  Mathematik,  Bd.  57. 

11* 
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sondern  unverändert  lässt,  die  Reibung  bei  gleichbleibender 
Geschwindigkeit  an  Einfluss  verliert.  Was  bei  unveränderten 
Geschwindigkeiten  für  grössere  Dimensionen  gilt,  gilt  auch  für 
vermehrte  Geschwindigkeiten  bei  unveränderten  Dimensionen. 
Denn  inan  kann  auch  gleichzeitig  n proportional  q wachsen 
lassen. 

%/  In  der  That  macht  sich  auch  bei  den  meisten  praktischen 
Versuchen  in  ausgedehnten  flüssigen  Massen  deijenige  Wider- 
stand überwiegend  geltend,  welcher  von  den  Beschleunigungen 
der  Flüssigkeit  herrührt,  und  namentlich  in  Folge  der  Bildung 
von  Trennungsflächen  entsteht.  Dessen  Grösse  wächst  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional,  während  der  von 
der  eigentlichen  Reibung  herrührende  Widerstand,  der  der  Ge- 
schwindigkeit einfach  proportional  wachsen  sollte,  nur  bei  Ver- 
suchen in  ganz  engen  Röhren  und  Gefässen  rein  heraus  tritt 

Sieht  man  von  der  Reibung  ab,  das  heisst,  setzt  man  in 
den  obigen  Gleichungen  die  (konstanten: 

A = J5T=0, 

so  wird  auch  die  Constante  q frei  verfügbar , und  man  kann 
Dimensionen  und  Geschwindigkeiten  in  beliebigem  Verhältnisse 
ändern. 

Kommt  aber  die  Schwere  mit  in  Betracht,  wie  bei  den 
Wellen  an  der  freien  Wasseroberfläche,  so  muss  nach  der 
früher  gemachten  Bemerkung  n3/q  unverändert  bleiben,  also 
q — ii3  gesetzt  werden.  Dann  wird: 

X = n2x 

¥ — n2y  T = nt. 

Z = n-z 

Also  wenn  die  Wellenlänge  im  Verhältnisse  von  n2  wächst, 
so  wächst  die  Oscillationsdauer  nur  im  Verhältnisse  von  w, 
was  dem  bekannten  Gesetze  der  Fortpflanzungs- Geschwindig- 
keit für  die  Oberflächenwellen  des  Wassers  entspricht,  die  wie 
die  Wurzel  der  Wellenlänge  wächst.  So  ergiebt  sich  dieses 
cos  Resultat  sein’  einfach  und  für  alle  Wellenformen,  ohne  dass 
man  ein  Integral  der  Wellenbewegung  zu  kennen  braucht. 

Dasselbe  ist  anwendbar  auf  die  Widerstände,  welche 
Schiffe  von  » 2 fachen  Dimensionen  und  n facher  Geschwindig- 
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keit  mit  Berücksichtigung  der  Wellen,  die  sie  an  der  Ober- 
fläche des  Wassers  erregen,  erleiden.  Der  gesammte  Widerstand 
wächst  in  diesem  Falle  wir  q2r , und  da  bei  gleichbleibender 
Flüssigkeit  r = 1,  so  wächst  der  Widerstand,  wie  n8,  und  die 
Arbeit,  die  zu  dessen  Ueberwindung  gebraucht  wird,  wie  »7, 
also  in  etwas  stärkerem  Verhältnisse  als  das  Volumen  des 
Schiffes,  während  der  Vorrath  an  Brennmaterial  und  der 
Dampfkessel,  welche  die  Arbeit  liefern  müssen,  nur  in  dem- 
selben Verhältniss  wie  das  Volumen  des  Schiffes,  nämlich  wie 
«■,  wachsen  können.  So  lange  also  nicht  leichtere  Maschinen 
angewendet  werden  können  (die  Kohlenvorrätke  eingerechnet), 
wird  die  Geschwindigkeit  eines  so  vergrösserten  Schiffes  über 
eine  gewisse  Grenze  hinaus  auch  nur  in  einem  geringeren 
Verhältniss  wachsen  können,  als  das  der  Quadratwurzel  aus 
der  Vergrösserung  der  Lineardimensionen  ist. 

Aehnlicli  stellt  sich  die  Rechnung  für  das  Modell  des 
Vogels  in  der  Luft.  Wenn  war  einen  Vogel  linear  vergrössern, 
und  die  Reibung  berücksichtigen  wollen,  so  müssen  wir  q und  r 
gleich  Eins  setzen,  weil  das  Medium,  die  Luft,  ungeändert 
bleibt.  Setzen  wir  n gleich  einem  ächten  Bruch,  so  werden 
die  Geschwindigkeiten  in  gleichem  Maasse  reducirt,  wie  das 
Volumen  wächst,  und  der  Druck  gegen  die  gesammte  Fläche 
des  Vogels  würde  nur  den  gleichen  Werth  erreichen,  wie  bei 
dem  kleineren  Vogel,  also  das  Gewicht  des  grösseren  nicht  zu 
tragen  vermögen. 

Erlauben  wir  uns  die  Reibung  zu  vernachlässigen,  was 
wir  nach  den  obigen  Bemerkungen  um  so  mehr  thun  können, 
je  mehr  wir  die  Dimensionen  wachsen  lassen,  oder  bei  unge- 
änderten  Dimensionen  die  Geschwindigkeiten  vergrössern,  so 
ist  q verfügbar  und  es  muss  dann  die  Veränderung  der  Dimen- 
sionen und  Geschwindigkeiten  so  geschehen,  dass  der  gesammte 
Flächendruck  wie  das  Gewicht  des  Körpers  steigt,  oder  es 
muss  sein  q2==q3/n3  oder  q — n3.  Um  die  entsprechenden 
Bewegungen  auszufuhren,  wäre  nöthig  die  Arbeit: 


Das  Volumen  des  Körpers  und  der  arbeitenden  Muskeln  steigt  509 
aber  nur  im  Verhältniss  von  ( q/n )3. 
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Daraus  geht  hervor,  dass  die  Grösse  der  Vögel  eine 
Grenze  hat,  wenn  nicht  die  Muskeln  in  der  Richtung  weiter 
ausgebildet  werden  können,  dass  sie  bei  derselben  Masse  noch 
mehr  Arbeit  leisten  können  als  jetzt.  Gerade  unter  den  grossen 
Vögeln,  welche  grosser  Leistungen  im  Fliegen  fällig  sind,  finden 
wir  nur  Fleisch-  und  Fischfresser,  also  Tliiere,  welche  con- 
centrirte  Nahrung  zu  sich  nehmen  und  keiner  ausgedehnten 
Verdauungsorgane  bedürfen.  Unter  den  kleineren  sind  auch 
viele  Körnerfresser,  -wie  Tauben  und  die  kleinen  Singvögel, 
gute  Flieger.  Es  erscheint  deshalb  wahrscheinlich,  dass  im 
Modell  der  grossen  Geier  die  Natur  schon  die  Grenze  erreicht 
hat,  welche  mit  Muskeln,  als  arbeitsleistenden  Organen,  und 
bei  möglichst  günstigen  Bedingungen  der  Ernährung  für  die 
Grösse  eines  Geschöpfes  erreicht  werden  kann,  welches  sich 
durch  Flügel  selbst  heben  und  längere  Zeit  in  der  Höhe  er- 
halten soll. 

Unter  diesen  Umständen  ist  es  kaum  als  wahrscheinlich 
zu  betrachten,  dass  der  Mensch  auch  durch  den  allergeschick- 
testen flügelähnlichen  Mechanismus,  den  er  durch  seine  eigene 
Muskelkraft  zu  bewegen  hätte,  in  den  Stand  gesetzt  werden 
•würde,  sein  eigenes  Gewicht  in  die  Höhe  zu  heben  und  dort 
zu  erhalten. 

Was  die  Frage  über  die  Möglichkeit,  Luftballons  relativ 
zu  der  sie  umgebenden  Luft  vorwärts  zu  treiben,  betrifft,  so 
erlauben  uns  unsere  Sätze  diese  Aufgabe  zu  vergleichen  mit 
der  praktisch  in  vielfachen  Formen  durchgeführten  anderen 
Aufgabe,  ein  Schiff  mittels  ruderähnlicher  oder  schrauben- 
förmiger Bewegungsorgane  im  Wasser  vorwärts  zu  treiben. 
Wir  müssen  dabei  freilich  von  der  Bewegung  an  der  Ober- 
fläche absehen,  vielmehr  uns  ein  unter  der  Oberfläche  fortge- 
triebenes Schiff’  vorstellen.  Doch  wird  ein  solches,  welches 
etwa  nach  oben  und  unten  eine  Fläche  kehrte,  die  der  einge- 
tauchten Fläche  eines  gewöhnlichen  Schiffes  congruent  ist, 
sich  in  seiner  Bewegungsfähigkeit  kaum  wesentlich  von  einem 
gewöhnlichen  Schiffe  unterscheiden. 

Beziehen  wir  nun  die  kleinen  Buchstaben  der  beiden 
obigen  Systeme  hydrodynamischer  Gleichungen  auf  Wasser, 
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die  grossen  auf  Luft,  so  ist  für  0°  und  760  mm  Barometer- 
stand: 

1 = 773. 

r 

Nach  den  Bestimmungen  von  O.  E.  Meyer  und  CL  Max  well  ist:  eio 

q = 0,8082. 

Die  Schallgeschwindigkeit  ergiebt  für  n den  Werth: 

n = 0,2314. 

Daraus  ergiebt  sich  die  Vergrösserung  der  Lineardimensionen: 

£ = 3,4928, 

n 7 7 

die  des  Volumens: 

; w 

Die  Arbeit  wird  hierbei  sehr  gering,  nämlich: 

?2”r  = TlT4,3-‘ 

Das  Schiff  incl.  Besatzung  und  Belastung  muss  so  viel 
Gewicht  haben,  als  das  von  ihm  verdrängte  Wasservolumen. 

Der  Ballon,  mit  Wasserstoff  gefüllt,  müsste  um  ein  gleiches 
Gewicht  zu  tragen  837 mal  grösseres  Volumen  haben,  als  das 
Schiff.  Wird  er  mit  Leuchtgas  vom  specifischen  Gewichte  0,65 
'bezogen  auf  Luft)  gefüllt,  so  muss  er  2208,5  mal  grösseres 
Volumen  haben  als  das  Schiff.  Dadurch  bestimmt  sich  nun 
auch  das  Gewicht,  welches  der  Ballon  bei  den  angegebenen 
Dimensionen  haben  müsste.  Das  des  Wasserstoffballons  würde 
sein  42,6/837  = 1/19,6,  das  des  Leuchtgasballons  42,6/2208,5 
von  dem  des  Schiffs. 

Die  Arbeit,  welche  zur  Fortbewegung  des  Ballons  unter 
solchen  Umständen  nöthig  wäre,  würde  indessen,  wie  die  obige 
Angabe  über  den  Werth  von  q2nr  zeigt,  für  die  angenommene 
geringe  Geschwindigkeit  in  viel  höherem  Maasse  reducirt  sein, 
als  das  Gewicht  des  Ballons  gegen  das  des  Schiffes,  so  dass 
die  hier  verlangte  Arbeit,  bei  den  gegebenen  Gewichtsverhält- 
nissen, in  dem  Ballon  leicht  zu  leisten  wäre.  Denn  selbst, 
wenn  wir  das  Schiff  so  wählten,  dass  seine  übrige  Belastung 
gegen  die  der  Kraftmaschine  (beziehlich  die  als  solche  fungi- 
renden  Menschen)  ganz  verschwände,  würde  das  Gewicht  des  sn 
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Leuchtgasballons  nur  ^ desjenigen  von  dieser  Kraftmaschine 
sein  dürfen,  aber  die  von  ihm  getragene  Kraftmaschine  würde 
auch  nur  ^ von  der  Arbeit  der  Schiffsmaschine  zu  leisten 
haben,  würde  also  auch  ungefähr  in  diesem  letzteren  Verhält- 
nisse geringeres  Gewicht  haben  dürfen.  Namentlich  würde 
dies  letztere  der  Fall  sein,  wenn  wir  Menschen  als  Kraft- 
maschinen anwenden,  deren  Arbeit  und  Gewicht  beide  ihrer 
Anzahl  proportional  wachsen. 

Soweit  können  wir  also  die  Uebertragung  vom  Schiff  auf 
den  Ballon  mit  voller  Berücksichtigung  der  in  Betracht  kom- 
menden abweichenden  Eigenschaften  von  Luft  und  Wasser 
anstellen.  Als  Maxima  der  Geschwindigkeit  für  schnelle 
Schiffe  (grössere  Kriegsdampfer)  werden  in  dem  Ingenieur- 
taschenbuche des  Vereins  „Die  Hütte“  angegeben  18  Fuss  in 
der  Secunde  (2,7  deutsche  Meilen  oder  21  Kilometer  in  der 
Stunde).  Etwa  ein  Viertel  dieser  Geschwindigkeit  würden 
analog  gebaute  Ballons  mit  relativ  sehr  schwach  wirksamen 
oder  kleinen  Kraftmaschinen  erreichen  können. 

Schifte  von  vorgeschriebener  Grösse  finden  die  Grenze  ihrer 
Leistungsfähigkeit  gezogen  durch  die  Grenzen  der  Kraft  der 
Maschine  (einschliesslich  Brennmaterial),  welche  sie  tragen 
können.  Indessen  erlauben  ims  die  bisher  gemachten  prak- 
tischen Erfahrungen  für  grosse  schnelle  Schiffe  den  Einfluss 
der  Reibung  zu  vernachlässigen,  und  somit  über  die  Constante  q 
willkürlich  zu  verfügen,  ebenso  auch  über  w,  wenn  wir 
die  Bewegungen  an  der  Oberfläche  vernachlässigen  dürfen. 
Lassen  wir  q proportional  n wachsen,  so  bleiben  die  Dimen- 
sionen ungeändert,  die  Geschwindigkeiten  wachsen  wie  ?/,  der 
Widerstand  wie  n2,  die  Arbeit  wie  n3.  Wären  wir  also  im 
Stande,  eine  Schiffsmaschine  von  demselben  Gewichte  aber 
grösserer  Arbeitsleistung  zu  bauen  als  die  bisherigen,  so  würden 
'wir  auch  grössere  Geschwindigkeiten  erreichen  können. 

Mit  einem  solchen,  bisher  freilich  noch  nicht  construirten 
Schiffe  müssten  wir  den  Ballon  vergleichen,  um  eine  hin- 
reichende Ausnützung  der  ihm  mitgegebenen  Kraftmaschine 
zu  erreichen.  Auch  bei  ihm  würde  bei  unveränderter  Grösse, 
wenn  die  Geschwindigkeit  wie  n wächst,  die  Arbeit  wie  n s 
wrachsen  müssen. 
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Nun  wird  das  Yerhältniss  zwischen  Gewicht  und  Arbeits- 
grösse für  Menschen,  die  von  einem  Ballon  fortgetragen  werden, 
nur  bei  sehr  riesigen  Dimensionen  des  Ballons  sich  vielleicht 
günstiger  stellen  können,  als  für  einen  Kriegsdampfer  und  seine 
Maschine.  Für  den  letzteren  berechne  ich  aus  den  technischen 
Angaben,  dass  er  für  die  Geschwindigkeit  von  18  Fuss  eine 
Pferdekraft  braucht  auf  4636,1  kg  Gewicht.1 *)  Dagegen  ein 
Mensch,  der  unter  günstigen  Umständen  bei  200  Pfund  Ge- 
wicht 8 Stunden  täglich  75  Fusspfund  Arbeit  per  Secunde 
leisten  kann,  giebt  im  Durchschnitt  des  Tages  auf  1920  kg 
eine  Pferdekraft.  Wenn  also  der  Ballon  etwra  anderthalbmal 
so  viel  wiegt,  als  die  arbeitenden  Menschen,  die  er  trägt,  so 
ist  das  Yerhältniss  dasselbe,  wie  bei  dem  Schiffe.  Herr  Dupuy 
de  Lome  hat  unter  einem  weniger  günstigen  Verhältnisse 
seine  Versuche  ausgeführt;  im  Ballon  waren  14  Mann  Be- 
satzung, deren  Gewicht  ein  Viertel  des  Ganzen  betrug,  von  denen 
aber  nur  acht  arbeiteten.  Danach  wird  es  schon  eine  verhält- 
nismässig günstige  Annahme  sein,  wenn  wir  beim  Ballon  das  Ver- 
liältniss  zwischen  Gewicht  und  Arbeit  dem  der  Kriegsdampfer 
gleich  setzen.  Wir  können  demnach  für  den  Leuchtgasballon 
das  Yerhältniss  zwischen  Arbeit  und  Gewicht  51,831/5114  n 3 * * * so 
steigern  durch  Vergrösserung  von  n , dass  es  gleich  1 wird, 
das  heisst,  gleich  dem  des  Schiffes.  Dann  muss  werden: 

n = 4,6208. 

Da  nun  die  Geschwindigkeit  U des  Ballon9,  die  wir  oben 
unter  Voraussetzung  voller  geometrischer  Aehnlichkeit  der  Be- 
wegungen berechnet  haben,  nur  0,2314  von  der  Geschwindig- 
keit u des  Schiffes  war,  so  ergiebt  sich  mm: 

£7=0,2314.  hw=  1,06925  w. 

1)  Die  speciellen  Angaben,  auf  denen  die  Kechnung  beruht,  sind 
folgende : 

L Länge  des  Linienschiffes  230  Fuss  prcussisch. 

B Breite  „ „ 54  „ „ 

H Ganze  Höhe  des  „ 24  „ „ 

T Tiefe  unter  Wasser  = H — \ B. 

I7 *  Verdrängtes  AV asservoluinen  = 0,46  L.  B.  2. 

1 Kubikfuss  Seewasser  wiegt:  63,343  Pfund. 

A Fläche  des  eingetauchten  Hauptspants,  1000  Quadratfuss. 

Arbeit  = £ Av 9,  worin  £ = 0,46. 
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Für  den  Wasserstoffballon  könnte  die  Geschwindigkeit  unter 
denselben  Voraussetzungen  etwas  grösser  werden,  da  hier: 

613  ~ n3  = 1 

oll4 

zu  setzen  wäre.  Also: 

n = 6,390 

U — 0,2314  . nu  — 1,4786  w, 

was  beinahe  das  anderthalbfache  von  der  bisher  erreichten  Ge- 
schwindigkeit des  Kriegsdampfers  wäre.  Die  letzte  Geschwin- 
digkeit eines  Wasserstoffballons  würde  schon  ausreichen,  um 
langsam  gegen  eine  „frische  Briese“  vorwärts  zu  gehen. 

Aber  es  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  diese  Rechnungen 
sich  auf  colossale  Ballons  beziehen,  deren  lineare  Dimensionen 
etwa  3Jmal  grösser  sind  als  die  des  untergetauchten  Theils 
eines  grossen  Linienschiffes,  und  dass  der  Leuchtgasballon 
60220  kg  wiegen  würde,  während  der  von  Herrn  Dupuy  de 
Lome  nur  3799  kg  wog.  Um  zu  Dimensionen  zurückzukehren, 
die  sich  eher  in  der  Ausführung  erreichen  lassen,  muss  man 
(j  und  n so  verkleinern,  dass  das  Verhältniss  der  Arbeit  zum 
Gewichte  unverändert  bleibt,  also: 


das  heisst:  q = w4. 

Dabei  würde  sich  die  Geschwindigkeit  n wie  die  dritte 
Wurzel  aus  den  Lineardimensionen,  oder  wie  die  neunte 
Wurzel  aus  dem  Volumen  oder  dem  Gewicht  vermindern. 
Diese  Reduction  ist  verhältnissmässig  unbedeutend.  Gehen  wir 
zum  Beispiel  von  unserem  idealen  Ballon  auf  einen  von  dem 
Gewichte  des  Herrn  Dupuy  zurück,  so  ergiebt  sich  eine  Re- 
duction der  Geschwindigkeit  im  Verhältniss  von  1,36 : 1 ; dies 
gäbe  eine  Geschwindigkeit  von  14,15  Fuss  für  die  Secunde,  oder 
16,5  km  für  die  Stunde.  Die  Lineardimensionen  des  Ballons 
würden  dabei  im  Verhältniss  1,4:1  die  des  mit  ihm  ver- 
glichenen Schifies  übertreffen. 

Die  Verhältnisse  zwischen  Arbeit  und  Belastung  haben  in 
Hm.  Dupuy’ s Versuch  den  oben  vorausgesetzten  nahehin  ent- 
sprochen. Die  acht  Männer,  welche  bei  ihm  arbeiteten,  sind 
allerdings  nach  unserem  obigen  Anschläge  mit  800  kg  anzu- 
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setzen,  was  etwas  mehr  als  ein  Fünftel  des  Gesammtge  wichts 
ist.  Da  aber  der  Versuch  nur  kurze  Zeit  dauerte,  konnten 
diese  die  ganze  Zeit  liindurch  mit  ganzer  Energie  arbeiten,  su 
während  oben  nur  der  Durchschnittswerth  achtstündiger  Arbeit 
für  den  ganzen  Tag  berechnet  ist.  Also  sind  diese  acht 
Männer  gleich  24  dauernd  arbeitenden  zu  setzen,  wodurch  die 
Differenz  mehr  als  ausgeglichen  wird.  HerrDupuy  giebt  an, 
für  die  Dauer  8 km  in  der  Stunde  und  bei  angestrengterer 
Arbeit  10J  km  unabhängig  vom  Winde  erreicht  zu  haben.  Er 
ist  also  nicht  allzuweit  hinter  der  Grenze  zurückgeblieben, 
welche  meine  Berechnungen,  als  die  mit  einem  Ballon  solcher 
Grösse  erreichbaren,  anzeigen. 

In  der  vorstehenden  Berechnung  haben  wir  aber  allein 
Rücksicht  genommen  auf  das  Verhältniss  zwischen  Arbeitskraft 
und  Gewicht,  und  vorausgesetzt  die  Form  eines  solchen  Ballons 
und  seines  Motors  lasse  sich  mit  den  uns  gegebenen  Materia- 
lien herstellen.  Hier  scheint  mir  aber  eine  Hauptschwierig- 
keit der  praktischen  Ausführung  zu  liegen.  Denn  die  aus 
festen  Körpern  bestehenden  Maschinentheile  behalten  bei  geo- 
metrisch ähnlicher  VergrÖsserung  ihrer  Lineardimensionen  nicht 
die  nöthige  Festigkeit;  sie  müssen  dicker  und  deshalb  schwerer 
gemacht  werden.  Will  man  aber  dieselbe  Wirkung  mit  klei- 
neren Motoren  von  grösserer  Geschwindigkeit  erreichen,  so 
verschwendet  man  Arbeit.  Der  Druck  gegen  die  ganze  Fläche 
eines  Motors  (Schiffsschraube,  Ruder)  wächst  wie  q2r.  Soll 
dieser  Druck,  welcher  die  forttreibende  Kraft  giebt,  unverändert 
bleiben,  so  kann  man  die  Dimensionen  nur  verkleinern,  indem 
man  n,  also  auch  die  Geschwindigkeiten,  wachsen  lässt;  dann 
wächst  aber  auch  die  Arbeit,  wie  q2nr,  also  proportional  n. 
Man  kann  also  sparsam  nur  arbeiten  mit  verhältnissmässig 
langsam  bewegten  grossfläcliigen  Motoren.  Und  diese  in  den 
nöthigen  Dimensionen  ohne  zu  grosse  Belastung  des  Ballons 
herzustellen , wird  eine  der  grössten  praktischen  Schwierig- 
keiten sein. 


XI. 

Ueber  Reibung  tropfbarer  Flüssigkeiten. 

• Vou 

H.  llelmholtz  und  (x.  t.  Piotrowski. 

Sitzungsberichte  der  mathematisch-naturwissenschaftlichen  Classe  der 
k.  k.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien.  Bd.  XL.  S.  607.  Sitzung 

vom  12.  April  1860.  (2  Tafeln.) 


ec-  In  den  meisten  Füllen  von  Bewegung  tropfbarer  Flüssig- 
keiten, welche  bei  physiologischen  Untersuchungen  oder  tech- 
nischen Aufgaben  Vorkommen,  hat  die  Reibung  der  Flüssig- 
keitstheilchen  untereinander  und  an  den  Wänden  des  Gefässes 
einen  so  bedeutenden  Einfluss  auf  die  Form  der  Bewegung, 
dass  wenn  man  in  den  theoretischen  Untersuchungen  solcher 
Fälle  die  Reibung  vernachlässigen  wollte,  sich  die  allergröbsten 
Differenzen  zwischen  Theorie  und  Experiment  ergeben  würden. 
Nun  sind  die  Bewegungsgleichungen  für  eine  Flüssigkeit,  die 
der  Reibung  unterworfen  ist,  allerdings  schon  vor  längerer  Zeit 
aufgestellt  worden  vonPoisson  *),  von  Na  vier1 2)  und  Stokes3), 
imd  zwar  sind  alle  drei  Mathematiker,  indem  sie  von  ganz  ver- 
schiedenen zu  Grunde  gelegten  Hypothesen  ausgingen,  zu  den- 
selben Bewegungsgleichungen  für  tropfbare  Flüssigkeiten  ge- 
langt, während  für  gasförmige  allerdings  eine  Differenz  zwischen 
Navier  und  den  beiden  anderen  besteht.  Indessen  ist  bisher 
nur  eine  einzige  Form  des  Experimentes  gefunden  worden,  für 

1)  Journal  de  l’ecole  Polyteclmique.  Cahier  XX. 

2)  M^moires  de  1’ Institut  de  France  T.  VI. 

3)  Cambridge  Philosophical  Transactions  T.  VIII,  p.  287. 
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welche  die  vollständige  Theorie  aus  jenen  Bewegungsgleiclmngen 
hergeleitet  werden  kann,  es  ist  das  die  Bewegung  einer  Flüssig- 
keit in  sehr  engen  und  sehr  langen  Röhren.  Ueber  diese  hat  be- 
kanntlich Poiseuille1)  genaue  und  eingehende  Untersuchungen 
gemacht,  deren  Resultate  mit  der  mathematischen  Theorie  in 
guter  Uebereinstimmung  sind.  Dabei  hat  sich  aber  gleichzeitig  008 
gezeigt,  dass  wenn  man  von  sehr  engen  Röhren  zu  weiteren 
übergehen  will,  die  Länge  der  Röhren  in  viel  grösserem  Ver- 
hältnisse zunehmen  muss,  als  ihr  Durchmesser,  wenn  dieselbe 
einfache  Theorie  gültig  bleiben  soll.  Auch  ergeben  die  er- 
wähnten hydrodynamischen  Gleichungen,  dass  wenn  man  Länge 
und  Durchmesser  der  Röhre  auf  das  n fache  vergrössert,  die 
Geschwindigkeiten  auf  1 / n verringert  werden  müssen,  der  Druck 
auf  1 / ;r,  wenn  die  Bewegung  der  früheren  ähnlich  bleiben  soll. 

Es  wird  also  die  Länge  der  Röhre  etwa  wie  n 3 wachsen  müssen, 
wenn  man  gleiche  Drucke  anwenden  will,  ohne  die  Störungen 
der  linearen  Bewegung  einen  grösseren  Einfluss  auf  das  Resultat 
gewinnen  zu  lassen.  Dadurch  wird  es  unausführbar,  ähnliche 
mit  der  Theorie  vergleichbare  Versuche  an  anderen  als  capil- 
laren  Rohren  anzustellen.  Dazu  kommt  noch,  dass  jede  Un- 
gleichförmigkeit an  der  Röhrenwand,  namentlich  jede  Oeffnung, 
die  zur  Einsetzung  eines  Druckmessers  dient,  bedeutende  Stö- 
rungen der  Bewegung  hervorbringt2),  sodass  man  die  unter 
solchen  Bedingungen  gewonnenen  Ergebnisse  zwar  zur  Ableitung 
praktischer  Approximationsformeln,  aber  nicht  zur  Vergleichung 
mit  der  mathematischen  Theorie  gebrauchen  kann. 

Da  es  nun  übrigens  in  dem  verwirrenden  Labyrinth  von 
Erscheinungen,  welche  bei  den  Flüssigkeitsbewegungen  Vor- 
kommen, von  der  grössten  Wichtigkeit  wäre,  eine  durchgreifende 
und  strenge  Theorie  als  Leitfaden  zu  haben,  welche  wenigstens 
erkennen  Hesse,  welcher  Theil  der  Erscheinungen  erklärbar, 
welcher  vor  der  Hand  noch  zu  verwickelt  sei:  so  beschlossen 
wir  einen  zweiten  Fall  von  Flüssigkeitsbewegung  zu  unter- 
suchen, dessen  Theorie  vollständig  aus  den  hydrodynamischen 


1)  Memoires  des  Savants  etrangers  IX,  433. 

2)  S.  Ludwig  und  Stefan,  Sitzungsberichte  der  kais.  Akademie  zu 

Wien,  Bd.  XXXII,  1858,  29.  April. 
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Gleichungen  für  reibende  Flüssigkeiten  hergeleitet  werden  kann, 
namentlich  um  zu  sehen,  ob  die  daraus  gewonnenen  Werthe 
der  Reibungsconstanten  für  das  Wasser  übereinstimmten  mit 
denen,  die  aus  Poiseuille’s  Versuchen  berechnet  werden 
können.  Ein  solcher  Fall  ist  die  Bewegung  des  Wassers  in 
einer  Hohlkugel,  und  zwar  liessen  wir  das  kugelförmige  Gefass 
drehende  Schwingungen  um  einen  seiner  Durchmesser  machen. 
Es  konnte  aus  diesen  Beobachtungen  die  Kraft  experimentell 
609  bestimmt  werden,  welche  die  in  dem  Gefässe  enthaltene  Flüssig- 
keit auf  die  Wände  des  Gefässes  ausübt,  und  konnte  mit  der 
aus  der  mathematischen  Theorie  der  Flüssigkeitsbewegung  her- 
geleiteten Kraft  verglichen  werden. 

Leider  zeigte  der  Erfolg,  dass  die  gewöhnlich  gemachte 
Annahme,  welche  durch  Poiseuille’s  Versuche  bestätigt  zu 
sein  schien,  wonach  die  oberflächlichste  Schicht  der  Flüssigkeit 
den  Wänden  des  Geiässes  fest  anhaftet,  für  die  wässerigen 
Flüssigkeiten  in  Metallgefässen  mit  polirter  und  vergoldeter 
Oberfläche,  wie  sie  von  uns,  um  die  Unveränderlichkeit  der 
Oberfläche  zu  sichern,  angewendet  waren,  nicht  zutrifft,  während 
sie  andererseits  für  Alkohol  und  Aether  auch  in  solchen  Metall- 
gefässen nahehin  zutrifft.  Der  Einfluss  der  Oberfläche  wurde 
durch  Versuche  mit  einem  Glasgefässe,  welches  erst  mit  natür- 
licher, dann  mit  versilberter  Oberfläche  zu  den  Schwingungs- 
versuchen diente,  direct  erwiesen.  Dadurch  entstand  eine 
grössere  Complication  des  Erfolges  als  vorher  erwartet  wurde, 
und  es  reichte  die  unter  den  obwaltenden  Umständen  erreich- 
bare Genauigkeit  der  Messungen  nicht  aus,  um  die  strenge 
Uebereinstiramung  der  aus  unserem  Verfahren  abgeleiteten 
Werthe  der  Reibungsconstanten  mit  denen  von  Poiseuille 
ganz  festzustellen.  Es  liegt  nämlich  im  Wesen  der  angewendeten 
Methode,  dass  sie  genaue  Bestimmungen  des  inneren  Reibungs- 
coefficienten  der  eingeschlossenen  Flüssigkeiten  hauptsächlich 
dann  ergiebt,  wenn  die  oberflächliche  Schicht  der  Flüssigkeit 
gar  keine  oder  nur  eine  kleine  Gleitung  längs  der  Metallfläche 
ausführt.  Sollen  dagegen  diese  Bestimmungen  im  Falle  grösserer 
Gleitung  mit  ähnlicher  Genauigkeit  ausgeführt  werden,  so  ist 
eine  sehr  genaue  Bestimmung  der  Schwingungsdauer  bis  min- 
destens zu  den  Hunderttheilen  einer  Secunde  nöthig.  Diese 
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ist  in  dem  vielfachen  Erschütterungen  und  Temperaturwechseln 
ausgesetzten  Locale,  wo  die  Versuche  angestellt  werden  mussten, 
nicht  immer  erreicht  worden.  Leider  hat  dieser  Umstand 
gerade  beim  reinen  Wasser,  wo  die  Vergleichung  mit  den 
früheren  Versuchen  von  Poiseuille  möglich  war,  grossen 
Einfluss  gehabt,  sodass  der  Werth  der  Reibungsconstante, 
der  aus  den  Versuchen  des  letzteren  Beobachters  folgt,  zu  dem 
aus  den  vorliegenden  Versuchen  berechneten  sich  wie  4:5  ver- 
hält Es  erscheint  immerhin  schon  als  ein  Resultat  von  einigem 
Literesse,  dass  sich  mittels  der  Theorie  eine  solche  Ueber- 
einstimmung  herstellt  zwischen  Zahlen,  die  von  zwei  so  durch- 
aus verschiedenen  Versuchsmethoden  geliefert  worden  sind,  und  «w 
die  übrigens  der  Natur  der  Sache  nach  jeden  beliebigen  Werth 
zwischen  Null  und  Unendlich  annehmen  könnten. 


A.  Experimenteller  Theil. 

Von  Dr.  0,  v.  Piotrowski. 

Auf  Vorschlag  des  Hrn.  Prof.  Helmholtz  unternahm  ich 
es,  die  Reibung  der  tropfbaren  Flüssigkeiten  an  starren  Ge- 
fässwänden  zu  studiren,  und  zwar  durch  Beobachtung  der 
Schwingungen  eines  mit  Flüssigkeit  vollgefüllten  Gefässes. 

Vor  Allem  lag  es  mir  daran  zu  ermitteln,  ob  die  Annahme, 
dass  die  Reibung  im  Inneren  der  bewegten  Flüssigkeiten  und 
an  einer  starren  Gelasswand  der  Geschwindigkeit  dieser  Be- 
wegung direct  proportional  sei,  eine  gerechtfertigte  wäre. 

Dies  zu  ermitteln  hing  ich  ein  Fläschchen,  wie  solche  zur 
Aufbewahrung  von  chemischen  Reagentien  üblich  sind,  bifilar 
an  dünnen  übersilberten  Kupferdrähten  auf,  in  der  Weise,  dass 
ich  um  den  Hals  des  Fläschchens  eine  dicke  Stahlnadel  schlang, 
die  Enden  dieser  Nadel  nach  aufwärts,  dann  nach  einwärts  und 
endlich  nach  abwärts  bog,  und  so  das  Fläschchen  mittelst  der 
Enden  der  Nadel,  die  spitz  zugeschliffen  waren,  auf  einer  Kupfer- 
platte  balanciren  liess;  in  Einkerbungen  dieser  Kupferplatte 
und  einer  ähnlichen  an  der  Zimmerdecke  liefen  die  Drähte. 
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Vorne  am  Fläschchen  befestigte  ich  einen  plan-parallelen 
Spiegel,  an  dem  Boden  des  Fläschchens  in  der  Richtung  seines, 
dem  magnetischen  Meridiane  parallelen  Durchmessers  einen 
kleinen  Maguetstab,  und  umgab  das  Ganze  mit  einem  Gehäuse 
von  Pappe,  das  dem  Spiegel  gegenüber  eine  mit  einem  plan- 
parallelen Glase  verschlossene  Oeffnung  besass.  Indem  ich 
nun  einen  galvanischen  Strom  durch  Drahtspiralen,  welche 
möglichst  nahe  an  dem  Magnete  passend  angebracht  waren, 
leitete,  konnte  ich  den  Magnet  und  mit  ihm  das  Fläschchen 
aus  ilirer  Ruhelage  ablenken;  unterbrach  ich  nun  den  Strom, 
so  schwang  das  Fläschchen  um  seine  verticale  Hauptaxe.  Die 
Weite  dieser  Schwingungen  beobachtete  ich  mittels  Scale  und 
Fernrohr. 

eil  Abgesehen  von  der  Reibung  der  Flüssigkeit  mussten  die 
Weiten  der  Schwingungsbögen  in  geometrischer  Progression 
abnehmen,  d.  h.  die  logarithmischen  Decremente  derselben 
mussten  constant  sein *) ; ist  die  Reibung  der  Flüssigkeit  an  der 
Gefässwand  der  Geschwindigkeit  der  Bewegung  proportional, 
so  darf  durch  sie  die  Abnahme  der  Schwingungsbögen  in  geo- 
metrischer Progression  nicht  gestört  werden  (s.  theoretischen 
Theil).  Den  fraglichen  Satz  zu  beantworten  brauchte  ich  also 
blos  die  aufeinander  folgenden  Elongationen  des  schwingenden 
Fläschchens  zu  beobachten,  imd  aus  den  so  gewonnenen  Daten 
die  logarithmischen  Decremente  zu  berechnen.  Diese  erwiesen 
sich  als  constant. 

Beifolgende  Tabelle  mag  dies  näher  darthun.  Die  Scale 
war  1175  mm  von  der  Umdrehungsaxe  entfernt,  der  Spiegel 
22  mm.  Die  Scalentheile  sind  Millimeter;  die  Ruhelage  vor 
dem  Versuche  war  500,00. 


1)  S.  Gau 8 8,  Anleitung  zur  Bestimmung  der  Schwingungsdauer  einer 
Magnetnadel,  in  den  Resultaten  aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen 
Vereines  im  Jahre  1837. 
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B 


25,0 

954.0 
56;o 

924,6 

85,7 

m,  2 

111.4 

874.8 

136.2 

552.0 

158.8 

831.3 

180.5 

811.5 


i 


497,25  913,50 
497,65  883,30 
497,72  853,75 
498,80  826,20 
498,87  800,65 
499,20  ; 775,60  387,80  374,12 


D 

456,75 

441,65 

426,87 


484,92 
421,81 
408,88 
413,10  396,75 
400,32  385,36 


499,30  751,00 
499,30  727,20 
499,25  704,50 
500,22  682,85 


375,50 
363,60 
352,25 
341,42  f 33i;96 
330,82  322,19 
320,45  ! 312,58 


363,04 
352,25 
341,90 


500,47  661,65 
500,95  640,90 

500,97  621,05  I 310,52  303^35 
Süß  501,25  601,70  300,85 ' 294,31 
501,20  583,00  291,50 i 285,53 
501,55  565,10  j 282,55  | 277,10 


zi*’®  501,55  547,90 

4 75.0  cni  79  KOI  I R 


236.2 

759.2 


273,95 


265,57 ' 
257,50 


501,72  531,15 
501,70  515,00 
o 501,85  499,30  249,65 
Z : 501,82  f 483,95  241,97 

234,70 
227,67 


«43,8 
267.5 

502,55 ' 44i;50 
^ • 502,50j428,20 


502,20  469,40 
502,32  455,35 


716.6 

295.0 

704.0 
307,5 


502,65 

502,62 

502,75 

502,67 


ffS’S  502,85 


319.2 
€81,0 

330.2 
670,7 


502,85 

503,02 

503,07 


220,75 
214,10 

415.30  207,65 
402,75  201,37 
390,50  195,25 

378.65  189,32 

367.30  183,65 

356.30  178,15 

345.65  172,82 

335.25  167,62  166,46 
162,52  161,46 

315.30  157,65  156,68 
306,10  153,05  152,17 

297.25  148,62  147,81 
288,40  144,20  143,46 
279,60  139,80' 139,12 


268,97 

261,03 

253.35 
245,86 
238,52 

231.54 
224,79 
218,12 
211,69 
205,45 

199.36 
193,42 
187,65 
182,13 
176,76 

171.55 


503,70  271,40  135,70  135,08 


503>22  325»05 

.-iw,  i 503  15  ai  ?»  sn 

tZi  “M» 

So 

SK  503,40 

503’40 

liTo  503,70  , , . 

503,82  263,55  131,77  131,20 
7 503,87  255,55  127,77  127,24 
503,75  247,90  123,95  123,46 
Sfi’i  503,77  240,55  120,27  119,84 
503,77  233,25  116,62  116,22 
iS!7;  503,80  226,00  i 113,00  112,64 
ilZo  503,62 ' 219,15  109,57  109,25 
ol-;o  503,75  I 212,90  106,45  106,15 
503,87  I 206,65  \ 103,32  103,05 
^3T“  503,97  j 200,35  j 100,17  , 99,92 


2,638  409  4 
2,625116  9 
2,611  595  9 
2,598  516  9 
2,585  866  6 
2,573  010  9 
2,559  954  5 
2,546  851  0 
2,533  899  1 
2,521  085  8 
2,508  1121 
2,494  961  2 
2,481  944  0 
2,468  805  0 
2,455  651  7 
5,442  636  5 
2,429  703  8 
2,416  690  4 
2,403  720  9 
2,390  687  9 
2,377  524  8 
2,364  626  0 
2,351  777  0 
2,338  695  5 
2,325  700  3 
2,312  706  1 
2,299  638  0 
2,286  501  4 
2,273  348  6 
2,260  381  5 
2,247  384  0 
2,234  390  7 
2,221  309  9 
2,208  064  9 
2,195  013  6 
2,182  329  0 
2,169  703  8 
2,156  730  8 
2,143  389  6 
2,130  591  1 
2,117  933  8 
2,104  623  7 
2,091  526  3 
2,078  601  8 
2,065  280  9 
2,051  692  6 
2,038  421  4 
2,025  920  0 
! 2,013  048  0 
1,999  652  4 


0,013  292  5 
0,013  521  0 
0,013  079  0 
0,012  650  3 
0,012  855  7 
0,013  156  4 
0,013  103  5 
0,012  951  9 
0,012  813  3 
0,012  973  7 
0,013  150  9 
0,013  017  2 
0,013  139  0 
0,013  153  3 
0,013  015  2 
0,012  932  7 
0,013  013  4 
0,012  969  5 
0,0  3 033  0 
0,013  163  1 
0,012  898  8 
0,012  849  0 
0,013  081  5 
0,012  995  2 
0,012  994  2 
0,013  068  1 
0,013  136  6 
0,013  152  8 
0,012  967  1 
0,012  997  5 
0,012  993  3 
0,013  080  8 
0,013  245  0 
0,013  051  3 
0,012  684  6 
0,012  625  2 
0,012  973  0 
0,013  341  2 
0,012  798  5 
0,012  657  3 
0,013  310  1 
0,013  097  4 
0,012  924  5 
0,013  320  9 
0,013  588  3 
0,013  271  2 
0,012  501  4 
0,012  872  0 
0,013  395  6 


H 


►0,013  039  7 


►0,013  058  7 


►0,013  0141 


- 0,013  045  0 


► 0,013  142  4 


Helm  holt  x,  wissen  sch.  Abhandlungen. 
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eia  Die  Colunme  A enthält  die  unmittelbar  abgelesenen  Sca- 
lentheile,  die  Columne  B enthält  die  aus  den  Elongationen  be- 
rechneten Ruhelagen;  die  Zahlen  sind  aus  A berechnet  nach 
der  Formel  J (a  4-  2 b + c) , wenn  a,  b,  c drei  aufeinander  fol- 
gende Zahlen  der  Columne  A bedeuten.  Die  Zahlen  der  Co- 
lumne C sind  aus  A berechnet  nach  der  Formel  ± J(a  — 26-j-c), 
wenn  a,  b,  c dieselbe  Bedeutung  wie  vorhin  haben;  sie  stellen 
die  doppelten  Tangenten  der  Schwingungsbögen  dar.  D ent- 
hält die  einfachen  Tangenten  der  Schwingungsbögen , E die 
Schwingungsbögen  selbst,  nach  einer  eigens  zu  diesem  Zwecke 
berechneten  Tabelle  gefunden.  F enthält  die  (gemeinen)  Lo- 
garithmen von  E,  G die  Unterschiede  der  aufeinander  folgen- 
den Zahlen  in  F,  also  das  logarithmische  Decrement  für  die 
halbe  Schwingung  in  gemeinen  Logarithmen  ausgedrückt.  H 
endlich  die  Mittel  aus  je  10  aufeinander  folgenden  logaritk- 
mischen  Deerementen. 

Die  Zahlen  der  Columne  H lassen  keinen  Zweifel  über 
die  Constanz  des  logarithmischen  Decrementes;  die  geringen 
Schwankungen  in  der  Columne  G erklären  sich  leicht  daraus, 
dass  nur  noch  die  Zehntel-Millimeter  berücksichtigt  sind,  und 
auch  diese  nicht  direct  abgelesen,  sondern  geschätzt  wurden; 
diese  Fehlerquelle  muss  sich  um  so  mehr  geltend  machen,  je 
kleiner  die  Schwingungsbögen  werden. 

Alle  übrigen  Versuchsreihen  sind  der  angeführten  ähnlich. 

Nachdem  ich  mich  so  überzeugt  habe,  dass  die  Reibung, 
wenigstens  des  Wassers,  an  starren  Gefasswänden  bei  einer 
Bewegung  beider  gegeneinander  der  Geschwindigkeit  dieser 
Bewegung  wirklich  direct  proportional  sei,  suchte  ich  zu  er- 
mitteln, ob  die  Natur  der  Gefiisswand  auf  die  Grösse  dieser 
Reibung  von  merklichem  Einfluss  ist,  oder  nicht. 

Ein  Fläschchen,  für  welches  ich  fand: 

Schwingungdauer  Lugarithmisches  Decrement 

' ^ ■ '■-*  ^ * 

23,933  3 0,062  218  2 

23,933  3 0,062  846  7 

Mittel  23,933  3 0,062  532  5 

wenn  ich  den  eben  beschriebenen  Versuchen  ähnliche  damit  an- 
stellte, versilberte  ich  inwendig  nach  der  Liebig’schen  Me- 
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thode;  der  Silberüberzug,  wiewohl  er  die  Innenfläche  des 
Fläschchens  ganz  gleichmässig  bedeckte,  war  doch  so  dünn, 
dass  ein  Unterschied  zwischen  der  Wassermenge  (143  590  mg)  6u 
die  das  Fläschchen  vor  und  nach  dem  Versuche  fasste,  mittels 
einer  W age,  die  noch  5 mg  ausschlug,  nicht  zu  entdecken  war. 
Bei  dem  versilberten  Fläschchen  fand  ich: 

Schwlngxmgsdauer  Logaritbmtsches  Decrement 

- ■ V 1 *•  ■ ■ -■  ' 

24,008  8 0,060  030  5 

24,007  6 0,059  962  2 

Mittel  24,008  2 0,059  996  4 

folglich  wäre  das  Verhältniss  der  Reibung  am  Glase  zur  Rei- 
bung am  Silber  wie: 

1 : 0,956  45, 

d.  h.  die  Reibungsconstante  um  4,355%  kleiner  beim  Silber, 
wenn  wir  die  beobachteten  Unterschiede  nicht  jenen  unbekann- 
ten Einflüssen  zuschreiben  wollen,  welche,  wie  wir  im  Verfolge 
sehen  werden,  sowohl  die  Schwingungsdauer  als  das  logarith- 
rnische  Decrement  selbst  bei  ganz  gleichen  und  unmittelbar 
aufeinander  folgenden  Versuchen  nicht  ganz  constant  erschei- 
nen lassen.  Nun  ging  ich  aii  die  Aufgabe,  die  Constanten 
dieser  Reibung  für  ein  Gefäss  von  regelmässiger  Begrenzung 
zu  bestimmen. 

Der  Apparat,  den  ich  zu  diesem  Beliufe  anwandte,  war 
von  Herrn  Mechaniker  Fessel  in  Cöln  angefertigt. 

Das  Gefäss  zur  Aufnahme  der  Flüssigkeit  war  eine  Hohl- 
kugel (Fig.  I,  A in  der  Seitenansicht,  B im  Durchschnitte)  oder 
vielmehr  zwei  hohle  Halbkugeln,  die  mittels  breiter  Leisten  (a), 
welche  wieder  ineinander  griffen,  sehr  genau  aneinander  ge- 
legt , und  dann  mittels  sechs  Schrauben  (b)  aneinander  ge- 
schraubt werden  konnten;  die  Schrauben  so  wie  die  Schrauben- 
gänge waren  mit  Zahlen  bezeichnet,  um  die  Genauigkeit  des 
Verschlusses  zu  sichern. 

Die  eine,  beim  Versuche  untere  Halbkugel  hatte  am 
Scheitel  eine  Eingussöffnung,  die  mittels  eines  genau  einge- 
passten kegelförmigen  Zapfens  (c)  verschliessbar  war,  die  in- 
nere Fläche  des  Zapfens  bildete  einen  integrirenden  Bestand- 
theil  der  inneren  hohlkugelförmigen  Fläche. 

12* 
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Die  andere  Halbkugel  trug  an  ihrem  Scheitel  eine 
Schraube  (r/),  mittels  deren  sie  an  den  Rahmen  des  darüber 
befindlichen  Spiegels  angeschraubt  werden  konnte, 
eis  Die  Innenfläche  der  Kugel  war  im  Feuer  vergoldet. 

Der  Spiegel  (Fig.  2 stellt  denselben  sammt  der  später  be- 
schriebenen Stange  mit  den  Laufgewichten  dar)  war  in  einem 
Rahmen  von  Messing  ( a ) enthalten,  und  hing  mit  diesem  blos 
oben  durch  eine  Schraube  (ä)  zusammen,  so  dass  er  um  seine 
verticale  Axe  mit  Reibung  beweglich  war. 

Der  Rahmen  hatte  unten  eine  Oeffnung  (c)  zur  Aufnahme 
der  Schraube  der  Kugel,  die  daran  mittels  einer  Schrauben- 
mutter {d)  befestigt  werden  konnte,  und  oben  zwei  senkrechte 
Balken,  durch  einen  Querbalken  verbunden  (e);  zwischen  diesen 
senkrechten  Balken  lief  auf  zwei  Spitzen  ein  Cylinder  (/)  frei 
beweglich  um  seine  horizontale  Hauptaxe.  Der  Cylinder  hatte 
in  seiner  Mitte  eine  Einkerbung  zur  Aufnahme  des  Aufhängungs- 
drahtes. Der  Durchmesser  des  Cylinders  an  der  Einkerbung 
betrug  5,20  mm. 

Der  Aufhängungsdraht,  ein  übersilberter  Kupferdraht,  war 
um  diesen  Cylinder  geschlungen,  und  lief  von  da  auf  beiden 
Seiten  des  obersten  kleinen  Querbalkens,  ohne  jedoch  diesen 
zu  berühren,  nach  aufwärts. 

Die  Enden  des  Drahtes  liefen  in  Einschnitten  keilförmiger 
Aufsätze  (Fig.  3 a),  (A  Seitenansicht,  B Durchschnitt),  dann  in 
einer  Rinne  schief  nach  oben  und  aussen,  wo  sie  um  einen 
Zapfen  (b)  geschlungen  waren;  durch  Drehen  dieser  Zapfen 
konnte  der  Spiegel  nach  Belieben  gesenkt  oder  gehoben  wer- 
den. Die  letzten  Enden  des  Drahtes  waren  endlich  mittels 
Schrauben  festgeklemmt 

Die  keilförmigen  Aufsätze  und  die  Zapfen  sammt  den 
Sckranben  waren  an  einer  Platte  (c)  befestigt,  welche  in  be- 
schränktem Maasse  um  eine  verticale  Axe,  die  gerade  die 
Mitte  zwischen  den  Drähten  hielt,  an  einer  darüber  befind- 
lichen grösseren  Platte  (d)  beweglich  war.  Um  die  Platte  nach 
Belieben  drehen  zu  können,  war  dieselbe  mit  zwei  Armen  ver- 
sehen; an  dem  einen  (<?)  war  eine  Schnur  befestigt,  durch  deren 
Anziehung  die  Drehimg  erfolgte;  die  Weite  dieser  Bewegung 
konnte  mittelst  Schrauben  (/)  verändert  werden.  An  dem 
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anderen  Arme  {ff)  war  eine  federnde  Drahtspirale  ( h ) ange- 
bracht, welche  beim  Nachlassen  des  Zuges  an  der  Schnur  die 
Platte  in  ihre  frühere  Lage  wieder  zurückbrachte. 

Diese  ganze  Vorrichtung  diente  dazu  die  aufgehängten 
festen  Theile  des  Apparates  in  eine  rotirende  Bewegung  um 
ihre  verticale  Hauptaxe  zu  versetzen,  ohne  der  Beihilfe  eines 
Magneten  zu  bedürfen,  wie  dies  bei  den  Vorversuchen  der  Fall  ow 
war,  und  ^wodurch  die  Versuche  nothwendig  unrein  werden 
müssen. 

Die  grössere  Platte  war  an  einem  dicken  Brette,  und  die- 
ses wieder  an  der  Decke  des  Zimmers  befestigt.  Die  vorhin 
erwähnte  Schnur  lief  über  eine  Rolle  an  der  Zimmerdecke  zu 
dem  Platze,  wo  das  Femrolir  stand. 

Dass  beim  Versuche  die  Bewegung  eine  rein  rotirende 
war,  also  kein  Pendeln  des  Apparates  den  Versuch  trübte, 
überzeugte  ich  mich  durch  Beobachtung  des  Zapfens,  der  die 
EmgussÖffnung  der  Kugel  verschloss;  beobachtete  ich  nämlich 
diesen  mittels  des  Fernrohres,  so  schien  er  in  Ruhe  zu  sein. 

Schwieriger  war  es  die  Innenfläche  der  Kugel  genau  auf 
ihre  Gestalt  zu  prüfen;  ich  begnügte  mich  da  vorerst  einen 
Stearinabguss  zu  machen,  welcher  mir  zeigte,  dass  die  Zusam- 
mensetzung aus  zwei  Halbkugeln  die  Gestalt  nicht  beeinträch- 
tige; dann  legte  ich  eine  planparallele  Glasplatte,  an  deren 
untere  Fläche  ich  einen  schwarzen  Punkt  anbrachte,  auf  die 
Halbkugeln,  verschob  diese  so  lange,  bis  der  Punkt  die  Pupille 
des  Spiegelbildes  meines  beobachtenden  Auges  verdeckte  (da- 
bei musste  der  Punkt  im  Centrum  der  Kugel  sich  befinden), 
und  sah  zu,  ob  bei  allen  Bewegungen  der  Halbkugel  sammt 
der  Glasplatte  die  Pupille  verdeckt  blieb.  So  entdeckte  ich 
eine  sehr  geringe  und  begrenzte  Abweichung  von  der  Kugel- 
gestalt an  der  oberen  Kugelschale;  die  übrigen  Theile  der 
Kugel  schienen  ganz  genau  gearbeitet;  für  die  Genauigkeit 
der  Kugelgestalt  spricht  endlich  noch  der  Umstand,  dass  der 
Durchmesser  der  Kugel  aus  dem  Wassergewichte,  welches  die- 
nte fasst,  berechnet  49,272  mm  betragen  müsste,  und  die  di- 
recte  Messung  wirklich  49,3  mm  ergiebt. 

Selbstverständlich  waren  Kugel  und  Spiegel  beim  Ver- 
übe in  einem  Kasten,  ähnlich  dem  bei  den  Vorversuchen, 
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eingeschlossen,  um  den  störenden  Einfluss  der  Luftströmungen 
zu  vermindern. 

Bevor  ich  mit  Flüssigkeiten  zu  experimentiren  beginnen 
konnte,  musste  ich  das  Drehungsmoment  der  bifilaren  Auf- 
hängung, das  Torsionsmoment  des  Drahtes,  endlich  das  Träg- 
heitsmoment der  aufgehängten  Theile  kennen. 

Diese  Bestimmungen  machte  ich  nach  einer  Methode  die 
von  Neumann  herrührt1);  sie  besteht  darin,  dass  man  zwei 
ei7  Gewichte,  für  die  man  die  Lage  des  Schwerpunktes  kennt, 
nach  imd  nach  in  verschiedenen  Entfernungen  von  der  Urn- 
dreliungsaxe  anbringt,  und  die  gesuchten  Grössen  aus  den  be- 
obachteten Schwingungsdauern  berechnet. 

Statt  der  Kugel  befestige  ich  also  an  den  Spiegel  eine 
eiserne  Stange,  oder  vielmehr  ein  Schraubengewinde  von  Eisen 
(Fig.  2 g),  an  diesem  liefen  vier  cylindrische  Gewichte  von  Mes- 
sing (h),  möglichst  gleich  gearbeitet,  je  zwei  dieser  Gewichte  an 
einer  Seite  von  der  Umdrehungsaxe , und  fest  aneinander  ge- 
schraubt: der  Spalt  zwischen  diesen  Gewichten  gab  die  Lage 
des  Schwerpunktes  der  Belastung  an;  die  Entfernung  des  Spal- 
tes von  der  Umdrehungsaxe  konnte  leicht  mittels  eines  Zirkels 
gemessen  werden. 

Diesen  Apparat  versetzte  ich  nach  der  vorhin  erwähnten 
Methode  in  Schwingungen ; die  Differentialgleichung  dieser  Be- 
wegung ist: 

MW'  = ~{aG+  l)w’ 

wenn  w den  Ablenkungswinkel  (von  der  Ruhelage),  t die  Zeit, 
a das  Drehungsmoment  der  bifilaren  Aufhängung,  G das  Ge- 
wacht der  aufgehängten  festen  Theile,  b das  Torsionsmoment 
des  Drahtes  für  die  Längeneinheit,  L die  Länge  jedes  der 
beiden  Aufhängungsdrähte , oder  vielmehr  die  Länge  des 
Stückes  des  Aulhängungsdrahtes  zwischen  dem  Cylinder  am 
Spiegelrahmen  und  dem  keilförmigen  Aufsatze,  M das  Träg- 
heitsmoment der  schwingenden  festen  Theile  bedeutet. 


1)  Ich  verdanke  sie  einer  mündlichen  Mittheilung  des  Hm.  Prof. 
Helm  hol  tz. 
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Das  vollständige  Integral  dieser  Gleichung  ist: 


w — A sin 


G + 


2b 


M 


+ B.cost 


V- 


M 


wo  A und  B die  beiden  willkürlichen  Constanten  sind. 

Fangen  wir  die  Zeit  zu  zählen  an  von  dem  Augenblicke, 
wo  der  Apparat  die  Ruhelage  passirt,  wo  dann  t und  to  zu- 
gleich verschwinden  müssen , so  wird  die  Constante  B — o 
und  es  ist: 

1 /aQ  + *- 

w = A sm  t y — — • 


Stellt  uns  T die  ganze  Schwingungsdauer  vor,  so  ergiebt  sich 
daraus: 


wo  n in  der  gewöhnlichen  Bedeutung  gebraucht  ist 

Nennen  wir  nun  M das  Trägheitsmoment,  welches  der 
Apparat  hätte,  wenn  die  Schwerpunkte  beider  (Doppel-)Ge- 
wichte  in  der  Umdrehungsaxe  lägen,  und  entfernen  wir  eines 
dieser  Gewichte  so  weit,  dass  sein  Schwerpunkt  jetzt  um  R 
von  der  Umdrehungsaxe  absteht , so  wird  jetzt  M+  mR2  das 
Trägheitsmoment  sein,  wenn  m die  Masse  dieses  Gewichtes 
bezeichnet,  und  M -f  2 m R2,  wenn  wir  beide  Gewichte  (natür- 
lich nach  der  entgegengesetzten  Seite,  um  die  Gleichgewichts- 
lage nicht  zu  verändern)  um  R von  der  Umdrehungsaxe  ent- 
fernen, und  ebenso  iV/+2mr2,  wenn  wir  ein  andermal  die 
Schwerpunkte  beider  Doppelgewichte  um  r von  der  Um- 
drehungsaxe entfeint  haben. 

Die  entsprechenden  Schwingungsdauem  T"  und  T'  wer- 
den dann  sein: 


T"=  2 7T. 


T = 2n 


M + 2m  R2 
«G  + "‘ 


M 4-  2 mr2 

aG+f 


f 


1 


voraus  sich  ergiebt: 


aG  + - - 1-t3 

U JT  — ^ 71  rj}!t  9 r£i  2 * 
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Habe  ich  daher  mf  T",  T',  R und  r durch  Versuche  ge- 
funden, so  lässt  sich  daraus  leicht  die  complicirte  Grösse 
aG  + 2b I L berechnen. 

Bei  den  Versuchen,  die  ich  anstellte,  waren  die  einzelnen 
Gewichte: 

1.  32  520,5  mg 

2.  32  520,0  „ 

3.  32  514,8  „ 

4.  32  510,0  „ 

Ich  nahm  die  beiden  ersten  Gewichte  zu  dem  einen,  die 
beiden  letzteren  zu  dem  anderen  Doppelgewichte  zusammen 
6i9  und  werde  unter  Anordnung  A diejenige  verstehen,  wro  das  1. 
und  4.,  unter  Anordnung  B diejenige,  wo  das  2.  und  3.  Ge- 
wicht von  der  Umdreliungsaxe  entfernter  waren. 

Ferner  hatte  ich: 

2m  — 13,259  84  J). 

Die  Resultate  der  angestellten  Versuche  sind: 


Nr.  dea 
Versuches 

Anordnung 
der  Gewichte 

Entfernung  der  Schwer- 
punkte der  Gewichte  Ton 
der  ümdrehungsaie 

Beobachtete 

Schwingungs- 

dauer1 2) 

I. 

A. 

24,69 

24^270  0 

n. 

A. 

55,21 

40,731  6 

in. 

A. 

41,67 

32,889  6 

IV. 

B. 

24,61 

24,301  8 

V. 

B. 

56,67 

41,792  4 

VI. 

B. 

39,10 

31,487  8 

Daraus  ergiebt  sich: 

q G *4- 

= 1 192,98 

aus  II.  und 

I. 

* = 1 189,38 

» 11*  » 

m. 

= 1 197,20 

„ HI.  „ 

i. 

= 1 179,99 

» v.  „ 

IV. 

= 1 166,49 

„ V.  „ 

VI. 

= 1 205,40 

„ VI.  „ 

IV.3), 

1)  Die  Gravitationsconstante  zu  9 808,96  angenommen. 

2)  Die  Sehwingungsdauem  sind  alle  nach  Gauss’  Methode,  1.  c.  be- 
stimmt, und  selbstverständlich  auf  unendlich  kleine  Schwingungen  reducirt. 
Zur  Bestimmung  selbst  wandte  ich  ein  genau  gehendes  Chronometer  an, 
welches  0,"4  schlägt.  Die  Zahlen  bedeuten  Millimeter  und  Secunden. 

3)  Vergleichbar  sind  nur  die  Versuche  bei  der  nämlichen  Anordnung. 
Worin  die  Schwankungen  ihre  Begründung  finden,  war  ich  nicht  im 
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im  Mittel  ist  also: 

aG  + ~ = 1 188,57.  (2) 


Die  Constanten  a und  b bestimmte  ich  nun  einzeln  in  der  oao 
Weise,  dass  ich  die  Stange  sammt  den  Gewichten  ganz  ebenso 
bei  unifilarer  Aufhängung  schwingen  liess. 

Die  Gleichung  der  Bewegung  ist  hier: 


M 


d^tc 

dt* 


wo  / die  Länge  des  Drahtes  bei  unifilarer  Aufhängung  bedeutet. 

Die  Bedeutung  der  übrigen  Buchstaben  ist  dieselbe  wie 
früher. 

Das  vollständige  Integral  dieser  Gleichung  ist: 


w — A sin  t 


4-  B cos  t 


wo  A und  B die  willkürlichen  Constanten  sind,  und  der 
zweite  Theil  wieder  verschwindet,  wenn  wir  die  Zeit  von  dem 
Zeitpunkte  zu  zählen  beginnen,  wo  der  Apparat  die  Ruhelage 
passirt 

Es  bleibt  somit: 


w — A sin  t 


r 


und  wenn  % die  Schwingungsdauer  bezeichnet,  so  ist: 

s = 2*l Im' 


woraus  wir  für  zwei  verschiedene  Entfernungen  der  Schwer- 
punkte der  Gewichte  von  der  Umdrehungsaxe , genau  so  wie 
vorhin,  finden: 


b — 4 n2 .2 ml 


— r2 

r 


Die  Bedeutung  der  Buchstaben  ist  an  sich  klar. 


Stande  zu  ermitteln;  dass  eine  nicht  allzugrosse  Verschiedenheit  des  Ab- 
standes der  Schwerpunkte  beider  Gewehte  die  Schwingungsdauer  nicht 
wesentlich  ändert,  davon  überzeugte  ich  mich  in  der  Art,  dass  ich  nach 
Versuche  absichtlich  die  Gewichte  derart  verschob,  dass  das  eine 
äer  Umdrehungsaxe  um  0,5  mm  näher  stand  als  das  andere,  ohne  dass 
«ch  der  Abstand  der  Gewichte  von  einander  geändert  hätte. 
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ferner: 


Bei  den  Versuchen  war: 

l = 978,0  mm 


Nr.  des 
Versuches 



I. 

n. 


Anordnung 
der  Gewichte 

X 

B. 


Entfernung  der  Schwer- 
punkte der  Gewichte  ron 
der  Umdrehungtaxe 

„ ' 

39,10 

24,69 


Beobachtete 

Schwingungsdauer 


61,762  6 
46,969  4 


62i  Daraus  folgt: 


b = 292  572,8. 

Diesen  Werth  füi*  B in  die  Gleichung  (2)  substituirt, 
finden  wir: 

a = 0,003  161  97, 
da: 

L = 2143,2  mm, 

G = 289  549,2  mg 

waren. 

Eine  andere  Methode  A und  B einzeln  zu  bestimmen, 
ist  die  Vergleichung  des  Versuches  I bei  umfilarer  Aufhängung 
mit  dem  correspondirenden  Versuch  VI  bei  bifilarer  Auf- 
hängung, sowie  mit  dem  Resultate  der  ganzen  Versuchsreihe 
bei  bifilarer  Aufhängung;  denn  dividiren  wir  die  Gleichung  (1) 
durch  die  Gleichung  (3)  und  substituiren  für  % und  T die 
Werthe  aus  den  genannten  Versuchen,  bei  welchen  beiden  das 
Trägheitsmoment  denselben  Werth  hat,  so  fällt  M weg  und 
es  bleibt: 


1 b 

T _1 

/ - 1 , 

y 

'aG  + % 

_ü./ 
<J4  C 

(aG  + T 

woraus  folgt: 


wobei  wir  den  Werth  der  Grösse  aG  + 2b  j L schon  kennen. 
In  Zahlen  ergiebt  sich: 

b = 302  132,2 

und  somit: 

ö = 0,003  131  26. 

Als  Mittel  aus  beiden  Bestimmungen  ergiebt  sich: 

a = 0,003  146  62 
h = 297  352,5. 
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Diese  Zahlen  werde  ich  den  künftigen  Rechnungen  zu  622 
Grunde  legen. 

Nachdem  ich  so  das  Torsionsmoment  der  Drähte,  und  das 
Drehungsmoment  der  bifilaren  Aufhängung  bestimmt  hatte, 
suchte  ich  den  Werth  des  Trägheitsmomentes  meiner  Kugel 
zu  finden.  Zu  diesem  Zwecke  vertauschte  ich  nun  die  Stange 
gegen  meine  Kugel,  und  bestimmte  die  Schwingungsdauer,  so 
wie  das  logarithmische  Decrement,  welches  wir  in  der  Folge 
werden  kennen  müssen,  der  leer  schwingenden  Kugel. 

Hier  gilt  noch  immer  die  Formel  (1): 


T=2n 


M 


•Ö  + TT 


woraus  sich  ergiebt: 

M=  (aG  +~)  T* 
4 n1 


G hatte  jetzt  den  Werth  355  629,7 mg;  L hatte  seinen  vorigen 
Werth. 


Die  Versuche  ergaben: 


Schwi  »gungsdaue  r 

Logarithmisches 

Decrement1) 

24,5458 

0,006  754  0 

24,5338 

0,006  531  8 

24,5550 

0,006  597  4 

24,4010 

0,005  984  4 

Mittel:  24,5089 

0,006  466  9. 

Darnach  ergiebt  sich: 

AT  = 21248,9. 


Ich  will  jetzt  die  Versuche  folgen  lassen,  die  ich  mit 
einer  Reihe  verschiedenartiger  Flüssigkeiten  angestellt  habe. 
In  dem  theoretischen  Theile  ist  entwickelt,  wie  man  aus  der 
Abnahme  der  Schwungungen  und  aus  der  Aenderung  der 
Schwingungsdauer  die  Kraft  P berechnen  könne,  welche  von 


1)  Für  die  ganze  Schwingimgsdauer  in  natürlichen  Logarithmen  aus- 
gedrückt 
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der  reibenden  Flüssigkeit  auf  die  Wand  des  Gefässes  ausgeübt 
wird.  Die  Kraft  P ist  dort  gesetzt: 

623  p = — Ke~ cos  [ff R + yt  4*  2«  + 

und  die  Winkelgeschwindigkeit  der  schwingenden  Kugel: 
i fj  = Be-t*  cos  [ff/?  + yt  + « -f  8 + ?/], 

so  dass  der  Bnich  Kj  By  welchen  wir  im  folgenden  mit  Ä be- 
zeichnen wollen,  das  Verhältnis  des  Maximum  der  Reibungs- 
kraft zum  Maximum  der  Drehungsgeschwindigkeit  angiebt,  und 
der  Winkel  € -f-  — d — den  wir  mit  & bezeichnen  wollen, 

den  Phasenunterschied  misst  zwischen  der  Geschwindigkeit  und 
der  Kraft. 

Diese  beiden  Grössen  können  aus  den  Beobachtungen  un- 
mittelbar abgeleitet  werden  ohne  Beziehung  auf  irgend  eine 
Theorie  der  Wasserreibung,  und  sie  finden  sich  im  Folgenden 
bei  den  einzelnen  Versuchsreihen  berechnet.  Die  Kraft  $ wird 
im  Allgemeinen  um  so  grösser,  je  grösser  die  innere  Reibung 
ist,  wird  aber  durch  stattfindende  Gleitung  an  der  Oberfläche 
vermindert.  Der  Winkel  & beträgt  bei  den  am  schwächsten 
reibenden  und  nicht  gleitenden  Flüssigkeiten  45°,  und  wächst 
bis  90°  bei  den  stark  reibenden.  Er  wird  ebenfalls  kleiner, 
wenn  Gleitung  stattfindet.  Werthe  unter  45°  können  nur  im 
Falle  der  Gleitung  Vorkommen,  während  keine  erhebliche  Glei- 
tung da  sein  kann,  wenn  dieser  Winkel  nahe  an  90°  beträgt 1). 

Es  ist  ausserdem  die  Grösse  $ cos  & angegeben,  weil  diese 
der  am  genauesten  zu  messende  Theil  der  Kraft  $ ist. 

Versuche  stellte  ich  an  vorerst  mit  gewöhnlichem  Brunnen- 
wasser, welches  jedoch  nur  ganz  geringe  Spuren  fester  Sub- 
stanzen gelöst  enthielt.  Die  Resultate  dieser  Versuche  waren: 


1)  Ich  verfertigte  mir  Kügelchen  aus  Kork  und  Siegellack  von  nahezu 
dem  specifischen  Gewichte  des  Wassers,  und  Hess  sie  suspendirt  in  einem 
schwingenden  mit  Wasser  gefüllten  Gefasse;  die  Korkkügelchen  machten 
nur  kleine  Excursionen  im  Sinne  der  Bewegung  des  Gefässes;  hatte  ich 
dabei  vor  der  Bewegung  mehrere  Kügelchen  in  einer  Geraden,  die  durch 
die  Schwingungsaxe  ging,  so  bildeten  sie  auch  während  des  Schwingens 
fortwährend  eine  Gerade,  zum  Beweise,  dass  der  Phasenunterschied  in 
den  tieferen  Theileu  nicht  merklich  variire. 
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Zahl  des 
Versuche« 

Schwinguugs- 

dauer 

Logarithmlsches 

Decreraent 

Temperatur 
iu  o C. 

I. 

23,059  4 

0,054  533  6 

25,4 

II. 

23,060  0 

0,054  654  0 

25,5 

III. 

23,030  4 

0,054  069  0 

25,9 

IV. 

23,042  4 

0,054  017  0 

24,0 

V. 

23,044  2 

0,053  142  4 

25,6 

VI. 

23,043  2 

0,054  062  0 

23,6 

VH. 

23,015  6 

0,053  232  6 

25,0 

VIII. 

23,033  4 

0,053  267  2 

24,4 

IX. 

23,034  2 

0,054  089  6 

23,0 

X. 

23,033  4 

0,053  863  2 

22,4 

Mittel: 

23,039  2 

0,053  892  1 

24,48. 

Ans  diesen  Daten  berechnen  sich  nach  den  im  theore- 
tischen Theile  angegebenen  Regeln: 

& cos  ,9  = 88,190  Ä = 99,860  & = 27°  58'  87". 

Eine  zweite  Versuchsreihe  stellte  ich  mit  ausgekochtem 
Wasser  an,  welches  ich  nach  dem  Auskochen  vor  Luftzutritt 
möglichst  geschützt  hatte.  Die  Resultate  waren: 


Zahl  des 
Versuches 

Schwingungs- 

dauer 

Logarlthmisches 

Decrement 

Temperatur 
ln  0 C. 

I. 

22,960  1 

0,05‘i  821  4 

22,0 

u. 

22,969  8 

0,053  331  6 

21,8 

HL 

22,978  8 

0,053  738  0 

21,8 

IV. 

22,970  8 

0,055  189  8 

21,6 

V. 

22,981  8 

0,054  892  6 

22,0 

VI. 

22,977  2 

0,055  503  4 

21,1 

VII. 

22,981  8 

0,055  746  2 

21,7 

vni. 

22,975  6 

0,056  117  8 

21,8 

Mittel: 

22,974  5 

0,054  667  6 

21,72. 

Jetzt  ergiebt  sich: 

£ cos  & = 89,906  4 $ = 90,708  7 O-  = 7°  38'  26" l). 

Was  die  Schwankungen  der  Zahlwerthe  bei  den  einzelnen 
Versuchen  anlangt,  so  sind  dieselben  unmöglich  den  Temperatur- 
unterschieden zuzuschreiben.  Die  Temperaturangaben  beziehen 

1)  Nur  die  Versuche  mit  ungekochtem  Wasser,  mit  Aether,  Alkohol 
und  Schwefelkohlenstoff  sind  genau  nach  den  im  zweiten  Theile  ent- 
wickelten Regeln  berechnet;  doch  sind  die  Resultate  der  übrigen  Ver- 
suche nur  äusserst  wenig  von  diesen  verschieden,  die  wir  durch  die  an- 
geführte Berechnungsweise  erhalten  hatten. 
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sich  zwar  nicht  auf  die  Flüssigkeit  selbst;  denn  ein  Thermo- 
meter innerhalb  der  Kugel  anzubringen  war  weder  thunlich, 
noch  wäre  dies  zweckentsprechend  gewesen,  da  sich  ja  die  Ver- 
suche auf  ein  Gefäss  von  regelmässiger  Form  beziehen  sollten ; 
ich  musste  mich  daher  begnügen  die  Temperatur  zu  messen, 
die  innerhalb  des  Kastens,  in  dem  die  Kugel  eingeschlossen 
626  war,  herrschte.  Es  konnte  daher  die  Temperatur  des  Wassers 
eine  etwas  verschiedene  von  der  angegebenen  sein;  aber  es 
konnte  die  Temperatur  des  Wassers  nicht  steigen,  während  die 
der  Umgebung  sank,  wie  dies  bei  den  Versuchen  IX  und  X 
mit  lufthaltigem  Wasser  z.  B.  der  Fall  hätte  sein  müssen; 
diese  Versuche  liegen  1 /2  Stunde  etwa  auseinander,  während 
welcher  Zeit  die  Temperatur  der  Umgebungen  0,6°  C.  abnahm 
— (eine  Temperaturerhöhung  wie  sie  die  Reibung  hervorbringen 
kann,  hatte  sich  während  dieser  halben  Stunde  wohl  ausgleichen 
müssen)  — denn  Erhöhung  der  Temperatur  bringt  Abnahme 
des  logarithmischen  Decrementes  mit  sich  — davon  überzeugten 
mich  meine  Vorversuche. 

Ich  goss  ein  Fläschchen,  wie  ich  diese  bei  den  Versuchen 
gebrauchte,  voll  mit  siedendem  Wasser,  und  machte  in  un- 
mittelbarer Aufeinanderfolge  (innerhalb  3/i  Stunden)  drei  Be- 
stimmungen des  logarithmischen  Decrementes;  ich  fand  dasselbe: 

0,054  837  9 
0,058  186  5 
0,061  728  4. 

Nach  Beendigung  des  Versuches  hatte  das  Wasser  noch 
45,6°  C.;  bei  12,1°  C.  war  das  logarithmische  Decrement  bei 
demselben  Fläschen  0,069077  6. 

Die  beobachteten  Schwankungen  glaube  ich  dem  räthsel- 
haften  Einflüsse  der  meteorologischen  Verhältnisse,  deren  schon 
Gau ss1)  erwähnt,  zuschreiben  zu  müssen. 

Ferner  untersuchte  ich  den  Einfluss,  den  ein  grösserer 
oder  geringerer  Gehalt  des  Wassers  an  gelösten  festen  Theilen 
ausübt;  ich  stellte  mir  eine  gesättigte  Kochsalzlösung  dar,  und 
nahm  sie  zu  meinen  Versuchen: 


l)  L.  c.  p.  70. 
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X.  Die  gesättigte  Kochsalzlösung. 

Specifisches  Gewicht:  1,192  23. J) 


Das  Resultat  war: 

Schwingungdauer 

Logarithmlschee 

Decrement 

Temperatur 

22,946  4 

0,077  656  8 

24,2 

22,964  4 

0,073  329  2 

24,6 

22,957  6 

0,076  693  2 

24,7 

Mittel:  22,956 1 

0,075  893  1. 

Darnach  ergiebt  sich: 

& cos  & = 129,285  $ = 184,89  & = 45°  38' 0". 


II.  Drei  Theile  gesättigter  Kochsalzlösung  und  ein 

Theil  Wasser. 

Specifisches  Gewicht:  1,13147. 


Das  Resultat  war: 

Schwiiigungsdauer 

Logarithmisches 

Decrement 

Temperatur 

22,961  0 

0,068  631  8 

24,7 

22,983  2 

0,062  933  6 

24,6 

22,952  4 

0,064  430  6 

24,6 

Mittel:  22,965  5 

0,065  332  0. 

Darnach  ergiebt  sich 

• 

• 

Hcos  & = 113,934 

ft  = 150,61 

& = 40°  50' 33". 

EQ.  Einen  Theil  gesättigter  Kochsalzlösung  und 

einen 

Theil  Wasser. 

Specifisches  Gewicht:  1,097  01. 

Das  Resultat  war: 

Schwingungsdauer 

Logarithmieches 

Decrement 

Temperatur 

23,015  4 

0,062  669  2 

23,0 

23,000  4 

0,063  161  8 

23,2 

22,997  8 

0,064  141  4 

23,4 

Mittel:  23,004  5 

0,063  324  1. 

1)  Die  Bestimmungen  des  specifischen  Gewichtes  sind  nicht  genau 
gemacht;  die  Zahlen,  welche  ich  für  dasselbe  anführe,  sind  die  Quotienten 

aus  dem  Gewichte  des  Wassers  in  das  Gewicht  der  anderen  untersuchten 
Flüssigkeiten,  welche  die  Kugel  fasste.  Die  Füllung  geschah  fast  immer 
bei  derselben  Temperatur,  doch  war  die  Wage,  deren  ich  mich  bediente 
wegen  des  grossen  Gewichtes  der  Kugel,  keine  chemische. 
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Darnach  ergiebt  sich: 

ß cos  & = 105,769  ß = 138,93  # = 40°  25'  12". 

IV.  Einen  Theil  gesättigter  Kochsalzlösung  und 

drei  Theile  Wasser. 

SpecifißcheB  Gewicht:  1,051  29. 

Das  Resultat  war: 

Schwingungdauer 

v 

23,010  2 
23,000  7 
23,010  4 

Mittel:  23,007  1 0,057  252  6. 

Darnach  ergiebt  sich: 

ß cos  & — 94,541  ß=  112,35  # = 32°42'8'. 

627  Wir  sehen  also  mit  zunehmendem  Salzgehalte  die  Schwin- 
gungsdauer  sich  vermindern,  das  logarithmische  Decrement 
wachsen;  Folgen  davon  sind  Wachsen  der  Grösse  ß cos  tV-, 
ebenso  Wachsen  des  Phasenunterschiedes,  sowie  von  ß;  alles 
Erscheinungen,  die  a priori  zu  vermuthen  waren. 

Die  angewandten  Salzlösungen  waren  mit  Luft  in  Be- 
rührung gelassen;  die  Resultate  sind  daher  mit  jenen,  welche 
die  Versuche  mit  nicht  ausgekochtem  Wasser  ergaben,  ver- 
gleichbar. 

Ausser  den  Salzlösungen  untersuchte  ich  noch  sehr  leicht 
bewegliche  Flüssigkeiten  und  zwar  reinen  und  wasserfreien: 

Schwefelkohlenstoff. 

Specifisches  Gewicht:  1,262  70. 

Logarithmiachee 

Schwingungdauer  Decrement  Temperatur 

22,689  6 0,040  927  6 21,8 

22,6510  0,041  379  8 21,9 

Mittel:  22,670  3 0,041  153  7. 

Darnach  ergiebt  sich: 

ß cos  & = 65,747  ß = 80,242  = 34°  58' 43". 

Fenier  reinen  wasserfreien 


LogarithmiBches 

Decrement 

0,056  548  8 
0,056  541  1 
0,058  667  8 


Temperatur 

2V 

23.5 

23.6 
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Aether. 

Specifisches  Gewicht:  0,715  872. 


Das  Resultat  war: 

Schwingungdauer 

Logarithmischea 

Dccrement 

Temperatur 

23,450  0 

0,029  301  4 

21,5 

23,443  0 

0,030  405  2 

21,7 

Mittel:  23,446  5 

0,029  353  3 

Darnach  ergiebt  sich: 

St  cos  & = 42,696  $ = 60,284  # = 44°  54'  26". 

Endlich  wenn  nicht  wasserfreien,  so  doch  jedenfalls  sehr  con 
centrirten 

Alkohol. 

Specifisches  Gewicht:  0,830  919. 


Das  Resultat  war: 

Schwingungsdauer 

Logarithmlsches 

Decrement 

Temperatur 

23,439  2 

0,058  025  4 

24,2 

23,448  0 

0,057  104  2 

23,9 

Mittel:  23,443  6 

0,057  564  8. 

Darnach  ergiebt  sich: 

& cos  & = 93,968  £ = 156,39  & = 53°  4'  4". 

Die  Erhöhung  der  Schwingungsdauer,  und  beim  Schwefel- 
kohlenstoff die  Erniedrigung  des  logarithmischen  Decrementes 
sowie  des  Keibungscoefficienten,  lassen  sich  leicht  begreifen. 

Ferner  untersuchte  ich  sehr  schwer  bewegliche  Flüssig- 
keiten, und  zwar: 

G lycerin. 

Specifisches  Gewicht:  1,210  69. 

Das  Resultat  war: 

Logarithmischetj 

Schwingungdauer  necrement  Temperatur 

23,469  8 0,036  662  2 24,8 

23,444  6 0,030  863  4 24,8 

Mittel:  23,4572  0,033  762  8. 

Darnach  ergiebt  sich: 

St  cos  & = 49,955  3 Ä = 339,17  & = 81°  31'49". 

Helmholtz,  wissensch.  Abhandlungen.  13 
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Olivenöl 

Specifisches  Gewicht:  0,907  258. 

Das  Resultat  war: 

Logarithmisches 

Schwingung?  datier  Dccrement  Temperatur 

23,905  2 0,022  443  8 23,1. 

Darnach  ergiebt  sich: 

Äcos#  = 27,6316  St  = 313,58  # = 84°56'41" 

Ferner  einen  überaus  zähflüssigen 

Zuckersyrup. 

ISpecifisches  Gewicht:  1,381  93. 

Logarithmisches 

Schwingungsdauer  Decrement  Temperatur 

23,460  4 0,007  641  0 23,7. 

Darnach  ergiebt  sich: 

St  cos  & = 2,627  98  St  = 102,17  = 88°  31'34". 

629  Die  Resultate,  welche  uns  die  dickflüssigen  Substanzen 
liefern,  sind  sehr  leicht  zu  begreifen;  sie  bewegen  sich  fast 
ganz  mit  dem  Gefässe;  daher  ist  der  Reibungscoefficient  und 
das  logarithmische  Decrement  klein:  denn  wemi  auch  die  Rei- 
bung an  derselben  Fläche  grösser  sein  muss,  als  bei  den  leicht- 
flüssigen Substanzen,  so  ist  die  Fläche,  an  der  sich  die  Flüssig- 
keit reibt,  nur  eine  sein'  kleine. 

Ueberdies  untersuchte  ich  den  Einfluss,  den  feste  in  einer 
Flüssigkeit  suspendirte  Theilchen  auf  die  Reibung  üben;  zu 
diesem  Zwecke  verdünnte  ich  Hühnereiweiss  mit  Wasser,  filtrirte 
die  Flüssigkeit  und  setzte  Kalilösung  hinzu.  Ich  fand  für  diese 

Eiweisslösung. 

Specifisches  Gewicht:  1,016  24. 

Logari  th  m Ischee 

Sehwinirungsdauer  Decrement  Temperatur 

23,218  2 0,073  728  4 23,0 

23,148  6 0,073  682  8 21,0 

Mittel:  23,183  4 0,073  705  6. 

Woraus  sich  ergiebt: 

$costf=  123,891  St  = 137,51  V = 44°  18' 17". 
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Hierauf  emulgirte  ich  Oel  in  dieser  Eiweislösung,  und  fand 
nun  für  die  so  erhaltene 


Emulsion. 

Specifisches  Gewicht  (dieselbe  als  Ganzes  betrachtet):  1,005  04. 


Schwingungdauer 

^ — * 

23,305  0 
23,309  4 
23,303  6 


Logarithmisches 

Decrement  Temperatur 

' " 

0,080  643  6 21,5 

0,076971  2 21,6 

0,078  452  8 21,8 


Mittel:  23,306  0 0,078  689  2. 


Darnach  ist: 

ft  cos  #•=  132,270  ft  = 216,03  & = 52°  14'  48". 

Wir  sehen  also,  das  durch  die  suspendirten  festen  Theil- 
ehen  (Oeltröpfchen  mit  Haptogenmembranen) , die  Reibung 
vergrössert  wurde. 

Endlich  untersuchte  ich  noch  einige  für  den  Physiologen 
wichtige  Substanzen.  Ich  will  mich  begnügen  diese  Unter- 
suchungen einfach  anzuführen. 


Blutserum  (vom  Rind). 
Specifisches  Gewicht:  1,026  00. 


Schwingungdauer 

23,141  8 
23,155  6 
23,145  0 


Logarithmisches 

Decrement 

1 ~V  ■■  1 " ' 

0,067  080  4 
0,071  388  0 
0,069  077  6 


Temperatur 

23.5 

23.6 
23,5 


Mittel:  23,147  5 0,069  182  0. 

St  cos  & = 1 15,802  ft  = 159,83  & = 43°  34'  18" 


Defibrinirtes  Blut  vom  Rind. 
Specifisches  Gewicht:  1,052  89. 

Logarithmisches 

Schwingungsdauer  Decrement  Temperatur 

23,288  0 0,101  780  8 24,0 

23,233  2 0,092  244  4 24.0 


Mittel : 23,260  6 0,097  012  6. 

ft  cos  & = 166,031  ft  = 248,86  = 48°  9' 10". 

13* 
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Milch. 

Specifisches  Gewicht:  1,026  56. 

Logarithmisches 

Schwingungdauer  Decremeut  Temperatur 

• ' • * ~ " 

23,174  2 0,070  988  6 24,0 

23  1458 0/364  940  0 24,0 

Mittels  23,160  0 0,067  964  3. 

$ cos  & = 113,499  £ = 162,35  O = 45°  38' 48". 


Die  gefundenen  Constanten  sind  nur  für  mein  kugelförmiges 
Gefäss,  für  Wandungen  von  Gold  und  mittlere  Somruertempe- 
ratur  gültig. 


63i  B.  Theoretischer  Theil. 

Von  H.  Helmholtz. 

§ 1.  Die  Bewegung  im  Innern  einer  schwingenden  Kugel. 

Die  Bewegungsgleichungen  für  das  Innere  einer  tropfbar 
flüssigen  Masse,  welche  der  Reibung  unterworfen  ist,  wie  sie 
von  Poisson,  Na  vier  und  Stokes  gleichlautend  aufgestellt 
worden  sind,  sind  folgende: 

Es  seien  x,  y , z die  rechtwinkeligen  Coordinaten  eines 
Punktes  im  Innern  der  bewegten  Wassermasse,  t die  Zeit, 
?/,  vy  w die  den  Coordinataxen  parallelen  Componenten  der 
Geschwindigkeit  des  im  Punkte  .r,  y,  z zur  Zeit  t befindlichen 
Wassers,  p der  Druck  und  h die  constante  Dichtigkeit,  ferner 
dP\dxy  dPjdy  und  dPjdz  die  den  drei  Coordinataxen  paralle- 
len Componenten  der  äusseren  Kräfte,  welche  auf  das  Innere 
der  Wassermasse  wirken,  wobei  u,  vy  p und  P als  Functio- 
nen der  unabhängigen  Variablen  xy  y,  z und  t dargestellt  sein, 
so  ist: 


dP 

dx 

dP 

dy 

dP 

dz 


1 dp 
h dx 

1 dp 
h dy 

1 dp 
1t  dz 


du  , du 
dt  ‘ U dx 


du  du  , 9 

+ v T-  + 10  -5 h 

dy  dz 


d*u  d*u  du 

dx 2 dy3  dz 3 


dv  dv  . d v dv  79 

- -tt  + M ~r~  + v -j-  + w j k* 

dt  dx  dy  dz 

die  die  die  die  , 

- + U-J-  + V -r-  + 10  -= k - 

dt  dx  dy  dz 

A du  dv  . die 
° “ Tx  + Ty  + dl  ’ 


d*v 
dx 2 

d2tc 


d’v  d3 v 

+ df  + äT'J 

d3ic  d*ic 

+ 5 + 


dx 2 dy 2 dz 


■i 


(i) 


}(la) 
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Die  Grösse  k-  ist  die  Reibung sconst ante  für  das  Innere 
der  Flüssigkeit,  ihr  Werth  also  nach  der  Natur  der  Flüssig- 
keit und  ihrer  Temperatur  verschieden. 

In  unserem  Falle  der  schwingenden  Kugel  können  wir 
nun  die  Schwingungen  so  klein  machen,  dass  die  Glieder, 
welche  die  zweiten  Dimensionen  der  Geschwindigkeit  enthalten, 
gegen  die  erste  Dimension  verschwinden.  V on  äusseren  Kräften 
wirkt  auf  das  Innere  unserer  Wassermasse  nur  die  Schwere, 
deren  Richtung  der  z-Axe  parallel  sein  mag,  im  Sinne  der 
negativen  z,  so  dass  wir  setzen: 

dP dP  __  dP  _ n 

dz  ^ dy  dx 


Die  Gleichungen  (1)  erhalten  nun  folgende  vereinfachte 
Form: 


1 

h 

dp 
d x 

d u 
dt 

/r 

d^u 

dx- 

+ 

d2u 

dy* 

+ 

d*u 
dz 3 

1 

d p 

dv 

d2v 

+ 

d-V 

4 

d*v 

h 

dy  ' 

= d7~ 

F 

dx2 

dy 2 

dz'2 

1 

dp 

dw 

P 

~d*1C 

+ 

d*w 

+ 

d-tr 

~ T 

57  = 

dt 

dx- 

dy* 

I? 

Es  sei  o die  Entfernung  vom  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten,  also: 

p2  = x2  -f-  xß  -f-  z2 

und  i p eine  Function  von  p und  t , welche  der  Differential- 
gleichung genügt: 

\dtpd2w,4dtv  fO\ 

h*  7t  ~ dj*  ~^d7) v ' 

Dann  lässt  sich  zeigen,  dass  nach  Elimination  von  p aus 
den  Gleichungen  (lb),  die  hieraus  resultirenden  Gleichungen 
und  (la)  erfüllt  werden  durch  folgende  particuläre  Integral- 
gleichungen: 

u — — yi  v = x «/;,  to  = 0 (2a). 

Die  Form  der  Bewegung,  welche  diesen  Integralgleichungen 
entspricht,  ist  so  zu  beschreiben,  wie  sich  aus  den  Gleichungen 
i2a)  leicht  ergiebt,  dass  die  Wassermasse  in  concentrische 
KugeLschalen  zerfällt,  deren  jede  gleichsam  wie  eine  feste 
Kugelschale  drehende  Bewegungen  um  die  Z-Axe  ausführt; 
& ist  die  Winkelgeschwindigkeit  dieser  Bewegung. 
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Aus  (2a)  folgt,  dass: 

du  yx  dtp 

dx  q d q 

dv  __  yx  dtp 
~dy  q dg 
dtc  _ p. 

Tz  ~ u* 

633  Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung  (la)  durch  die 
Annahmen  (2  a)  erfüllt  ist. 

Aus  den  Gleichungen  (lb)  eliminiren  wir  p,  indem  war  die 
erste  nach  y,  die  zweite  nach  x differentiiren,  und  die  zweite 
von  der  ersten  abziehen.  Das  giebt: 


d 

dy 

d 

dx 


du 

dt 


* “ _ L2  I 4. 


d*u 

dy 


d u * 

» + jp 


dv 


d*  v . d*v 


.1 1 "1"  d" 


dt 


dx*  dy • ‘ dz 


dv*  \ 


= 0 


(2b) 


und  ebenso  eliminiren  wir  p aus  der  ersten  und  dritten  der 
Gleichungen  (lb),  wobei  wir  aber  gleich  bemerken  wollen, 
dass  w in  (2a)  gleich  Null  gesetzt  ist,  also  erhalten  wir: 


d_ 

dz 


du 

dt 


d j dv 
dz  [ dt 


k2 


d*v  d* v 


dx*  1 dy* 


d*v 

d? 


)] 

-0  .. 

< 

“1 

> 

) 

- 0 . . 

(2  c). 


Setzt  man  nun  die  Werthe  von  u und  v aus  (2  a)  in  (2  b), 
so  erhält  man  zunächst,  wenn  man  zur  Abkürzung  setzt: 


oder: 


2 

x*  + y 2 d 
¥ dQ 


dv 

dx 

<K 

dt 

*2 

dt 


- ^ -=  r _ 2 w + £±2**2 


dy 

— k2 

— k2 


do 


d*  l 
— 4- 


d*c 


li  V 


dx 2 1 dy* 


+ j = 0’ 


{?!  + ±t'l 


9 rfe/J 


+ 


W 

dt  \”0  Q d q J _ 


(2  e). 


Die  Gleichungen  (2  c)  geben  aber  beide  gemeinsam  die 
Gleichung: 


jL  r dtp 

ds  \dt 


oder  weil  die  hier  zu  difterentiirende  Function  unmittelbar  nur 
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von  o abhängt  und  dtp j dz  = (z/p) . {dtp /dg)  ist,  folgt,  indem  man 
den  Factor  z/q  weglässt: 


d 

d o 


djp  _ ,2 

dt  ’{dq*'t  ff  dg) 


= 0 


(21)  634 


r q dQ 

Mit  Berücksichtigung  von  (2f)  aber  verwandelt  sich  die 
Gleichung  (2e)  in  die  Gleichung  (2),  nämlich: 


S -*■($+ t 5?)-° | 


(2) 


und  weim  diese  erfüllt  ist,  ist  wie  man  sieht,  auch  (2f)  erfüllt, 
so  dass  also  in  der  That  die  Gleichungen  (2)  und  (2  a)  sich  als 
Integralgleichungen  der  Gleichungen  (la)  und  (lb)  erweisen. 

Setzen  wir  \p  = cp  e“1 , wobei  wir  unter  cp  eine  Function 
von  p allein  verstehen,  die  von  t unabhängig  ist,  so  liefert  die 
Gleichung  (2)  für  cp  folgende  Differentialgleichung: 

,,  (d2 
a cp  — k“ 


\ 


i 


(3) 


{df-  1 Q dq 

Die  Gleichung  (3)  können  wir  durch  zwei  Reihen,  die  nach 
ganzen  Potenzen  von  p fortschreiten,  nach  den  gewöhnlichen 
Regeln  integriren: 

*-'.|l  + £'rs  + Wrjf.-n 


_i_  laAl\%. 1 etc  4-  5»  | 1 + 1- 

‘ ) 2.4.6.5.7.9etC*  + e3\1+  k*  (-*)• 


+ 


fin5 i 


+ 


an 


2\  3 


2 

etc.  J 


(3  a) 


( k1  ) (—  1)  (+  1)  . 2 . 4 ^ ^ k%  ) (-  1)  1 . 3 . 2 . 4 . 6 

Diese  Reihen  sind  bequem,  wenn  cp  für  kleine  Wertlie  der 
Grösse  ao2\k 2 berechnet  werden  soll,  für  grössere  Werthe 
derselben  ist  es  vorteilhafter  cp  in  folgender  geschlossener 
Form  auszudrücken.  Man  setze  nämlich: 


»d 


oder: 


so  ist: 


l dL 

(j  dq 


3« 


(3  b) 


dQ  V?  9 9 


635 


d 2 (p 


’n' 


5n2 

T 


12» 

„4 


12 

.5 


— -X  \e»9 
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also: 


a cp 


_ £2  _ i*!  v _ 


a»  — &2«3 

Ti 


a — k*n“ 

_ 3 


fn<> 


Setzen  wir  also  in  dem  Ausdrucke  (3  b): 

71  = ± J V'  a , 

so  ist  die  Differentialgleichung  (3)  durch  (3b)  erfüllt,  und  sie 
wird  auch  erfüllt  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form: 


__  a(V* 


\'a 


o l e 


-t- 


(sd- 


q rj 

In  unserem  Falle  der  schwingenden  Hohlkugel  darf  die 
Bewegung  für  q = 0 nicht  discontinuirlich  werden.  Dadurch 
bestimmt  sich  das  Verhältniss  der  Constanten  A und  B zu 
einander  in  den  beiden  Ausdrücken  für  cp  in  (3  a)  und  (3  c). 
In  (3  a)  wird  nämlich  die  mit  B0  multiplicirte  Reihe  für  q = 0 
unendlich,  also  muss  Bn  — 0 sein,  und  der  Ausdruck  reducirt 
sich  dann  auf  die  erste  Reihe.  In  (3  c)  müssen  wir  B = + A 
setzen,  wie  man  sieht,  wenn  mau  nach  Potenzen  von  o zu  ent- 
wickeln anfängt,  und  wir  haben  also  schliesslich  für  unseren 
Zweck  folgende  beiden  einander  gleichen  Ausdrücke  für  <jr  : 


<P  = 


2n*A  (<  . nV  _±_  *V  etc>  \ = 


1 + 


2.5 


+ - 

2. 4. 5. 7 ^ 2. 4. 6. 5. 7. 9 


I 


A ~ (en<t  + ~ 


l 


(3d) 


l 


wonn: 

n = + j.V  v. 

Der  letztere  Ausdruck  fuhrt  unmittelbar  zu  folgendem 
Ausdrucke  für  xp: 

ß36  ip  = cp  eat^=  A ~ + + <>-*«+ — ~ ^en«+°*  — e~ne  +a'jJ(4). 

In  den  Fällen  unserer  Beobachtung  ist  nun  xp  von  der 
Form : 

xp  = (p  e~ftt  cos  yt, 

■war  müssen  also  der  Grösse  a in  den  bisherigen  Ausdrücken 
den  complexen  Werth: 

“Z7~,  + ‘y\  14,1 
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beilegen,  oder  wenn  wir  setzen: 

m = yp  + 

- = tang  2 e 

so  ist: 

u — 7/i  cos  2 £ + i m sin  2 6 ~ m e-*\ 


wobei  zu  bemerken  ist,  dass  der  Winkel  2e,  weil  seine  Tangente 
negativ  ist,  grösser  als  ein  Rechter  sein  muss.  Der  Winkel  « 
liegt  also  zwischen  45°  und  90°. 

Daraus  folgt  weiter: 


n = -r-  V«  ■ 


Setzen  wir: 


also: 


l'ül 

k ~ 

* V 

1 'in 

• 

r 

Sill  6 

V ni 

r = T 

COS  6 

cos  s -r  i sm  e . 


71  = r + (fi 


(4  c) 


und  fuhren  die  in  (4  a),  (4  b),  (4  c)  angezeigten  Substitutionen 
in  den  Werth  von  x}>  ein,  so  wird: 


re  + yi-f  r)  _i_  c — + — »e+*ri 

X*  2 L J 

— #-ßt  [V*#  + «(r*+eff)  — e—  + <^)J 


xl1  ist  eine  complexe  Grösse;  ihr  reeller,  wie  ihr  imaginärer 
Theil  für  sich  genommen,  müssen  der  Differentialgleichung  (2) 
genügen.  Wir  brauchen  für  unseren  Zweck  nur  einen  von 
beiden  hier  anzuwenden,  und  wollen  den  reellen  nehmen.  So 
wird  endlich: 


[eX*~  flt  cos  (cp  + yt  + «)  + c^X9~px  cos  (cp  — yt  — e)] 

— t [<?*<’-'**  eos(<7o  + ;'/)  — e-Je—ßt  cos  (cp  — T'O]}  (4d). 

Da  \p  die  Winkelgeschwindigkeit  der  schwingenden  Wasser- 
theilchen  bezeichnet,  so  wird  ihre  Tangentialgeschwindigkeit  i Pp. 
sin  o)  sein,  miter  co  den  Winkel  zwischen  p und  der  Rotations- 
axe  verstanden.  Die  Glieder,  welche  cos  (<7£>  4*  yt)  enthalten, 
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entsprechen  einem  Zuge  von  Wellen,  welche  von  der  Peripherie 
der  Kugel  gegen  ihren  Mittelpunkt  laufen,  und  zwar  mit  schnell 
abnehmender  Intensität,  weil  sie  mit  ex*  multiplieirt  sind. 
Uebrigens  fuhren  dabei  die  Wassertheilchen  Schwingungei) 
aus,  die  gegen  ihre  Fortpflanzungsrichtung  transversal  sind, 
wie  die  Lichtschwingungen.  Die  Glieder,  welche  cos(op  — yt) 
enthalten , entsprechen  dagegen  Wellen , welche  vom  Mittel- 
punkte gegen  die  Peripherie  laufen,  auch  mit  abnehmender 
Intensität,  weil  sie  mit  el«  multiplieirt  sind.  Im  Mittelpunkte 
selbst,  werden  zwar  diese  Glieder  scheinbar  unendlich  gross, 
weil  sie  mit  negativen  Potenzen  von  o multiplieirt  sind,  in 
Wahrheit  aber  heben  sich  die  unendlich  werdenden  Glieder 
hier  gegenseitig  auf,  wie  man  sieht,  wemi  man  sich  die  andere 
Form  von  cp  in  (Bd),  wo  es  nach  ganzen  Potenzen  von  g ent- 
wickelt ist,  in  derselben  Weise  zurecht  macht: 


2-^Ae-<“[  cos  (3*  + rt)  + 

, cosCTg  + yQ  1 

^ h*  9.4  7 ^ I 


(4e) 


*38  Da  wir  vorausgesetzt  haben,  dass  keine  Kräfte  ausser  der 
Schwere  auf  das  Innere  der  Wassermasse  wirken,  und  in  ihrem 
Innern  alle  Werthe  der  Geschwindigkeit  endlich  und  continuir- 
lich  ausfallen,  so  können  die  Kräfte,  welche  sie  in  Bewegung 
setzen,  nur  auf  die  äusserste  Scliicht  wirken.  Diese  ist  bei 
unseren  Versuchen  in  der  That  mit  dem  Gefässe  in  Berührung, 
und  wird  von  diesem  durch  Reibung  bewegt.  Wir  können  uns 
also  die  ganze  Bewegung  so  vorstellen,  dass  von  dieser  Ober- 
fläche aus  Rotationswellen  nach  innen  laufen,  aber  mit  schnell 
abnehmender  Intensität,  und  im  Mittelpunkte  reflectirt  wieder 
zurückkehren.  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  dieser  Wellen 
ist  gleich  yja  — 2]/m cos«,  oder  wenn  wir  die  Schwingungen 
der  Oberfläche  constante  Amplitude  behalten  lassen , also 
/?  = 0 setzen,  und  T — 2n jy  — 2nj m die  Schwingungsdauer 
nennen: 

X = ÄV2/rl=2A|/f  • 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist  also  von  der  Schwin- 
gungsdauer abhängig.  Die  Wellenlänge  ist  2kV n T}  also  nicht 
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wie  bei  den  Schall-  und  Lichtwellen  der  Schwingungsdauer 
selbst , sondern  ihrer  Quadratwurzel  proportional.  Während 
die  Welle  eine  Wellenlänge  durchläuft,  wird  ihre  Amplitude 
von  1 auf  e~*,  d.  h.  von  1 auf  5J5  verkleinert.  Beispielsweise 
beträgt  sie  in  den  Versuchen  von  Piotrowski  mit  Wasser 
*nwa  16  mm  bei  einer  Schwingungsdauer  von  23  Secunden. 
Daraus  geht  hervor,  wie  schnell  sich  die  Bewegung  in  kleiner 
Entfernung  von  der  Oberfläche  bis  zum  Verschwinden  schwächt. 
Je  grösser  dagegen  der  Reibungscoefticient  ist,  desto  grösser 
ist  die  Wellenlänge,  und  auf  desto  grössere  Strecken  pflanzt 
sich  daher  auch  die  Bewegung  in  der  Flüssigkeit  merklich  fort. 


§ 2.  Bedingungen  für  die  Oberflilche  der  Flüssigkeit. 

Aus  den  theoretischen  Betrachtungen  der  genannten  Ma- 
thematiker folgt,  dass  die  Componenten  X)  Y,  Z der  Kraft,  mit 
welcher  die  bewegte  Flüssigkeit  auf  eine  oberflächliche  Schicht 
wirkt,  wenn  a , ß,  y die  Winkel  sind,  welche  die  nach  der  039 
Flüssigkeit  hin  gerichtete  Normale  der  Oberfläche  mit  den 
positiven  Coordinataxen  bildet,  folgende  Werthe  für  die  Ein- 
heit der  Fläche  haben: 


X = hk2 
Y = hk2 
Z = hk 2 


n du  , (du  , dv\  a . (du  , dv;\ 

2 dx  C0S  “ + (d-y  + dx)  C0S  <*  + (di  + C0S  r \ 

(du  . du]  . 0 du  Q , (du  , dto\ 

[dx  + dy)C0Sa  + 2 dy  C0S  ß + (di  +dy ) C0S  r J 


cos«  + 


(dio  | d v\ 
dy  + Tz) 


cos  ß + 


cos  y 


An  der  Kugeloberfläche  ist: 


— X 

cos  a — — , 
Q 


«laraus  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Werthe  von  11 , v,  w aus 
,2a)  hier  einsetzt: 


X = khhj  ^ 

Y=  -hk^x^' 
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Diese  Kraft  wirkt  also  in  Richtung  der  Rotationsbewegung 
der  Oberfläche  mit  der  Intensität: 

Vx*  + r2  = - /‘/r-  ^ v*2  + f. 

Dieser  Kraft,  welche  das  bewegte  Wasser  auf  seine 
äusserste  Schicht  ausübt,  muss  nun  das  Gleichgewicht  gehalten 
werden  durch  die  Kraft , welche  die  Gefasswand  auf  die 
äusserste  Wasserschicht  ausübt.  Wenn  wir  die  Componenten 
der  Geschwindigkeit  der  Gefasswand  mit  V. , V,  fV  bezeichnen, 
so  ist  der  theoretische  Ausdruck  für  die  Componenten  der 
Kraft,  welche  von  der  Wand  auf  die  äusserste  Wasserschicht 
ausgeübt  werden , und  die  mit  — X,  — Y bezeichnet  werden 
können,  da  sie  den  Kräften  der  Gleichungen  (5)  und  (5  a)  das 
Gleichgewicht  halten  müssen: 

-X=^(U-u) 

_ j = rr  ( v - „)  (5b) 

- Z=™{W-w) 

worin  /.  eine  von  der  Natur  der  Flüssigkeit  und  des  Gefässes 
abhängige  Constante  bezeichnet. 

Setzen  wir  die  Rotationsgeschwdndigkeit  des  Gefässes  in 
unserem  Falle  gleich  und  demgemäss: 

ü W=  0, 

so  wird: 

- Y — hlrx^y'  = 

(Iq  a v ■ n 

z = o. 

Daraus  folgt,  dass  sein  muss: 

/ y>) j (5d) 

als  Grenzbedingung  für  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit.  Diese 
Gleichung  bezeichnet  zugleich  den  Sinn  der  Constante  h Sie 
ist  eine  Länge,  welche  angiebt,  in  welcher  Entfernung  jenseits 
der  Wand  die  Bewegung  des  Wassers  der  der  Wand  gleich 
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sein  würde,  wenn  dipfdg  constant  bliebe,  wie  man  sieht,  wemi 
man  schreibt: 

Eine  zweite  Grenzbedingung , die  im  allgemeinen  aufge- 
stellt  werden  muss,  dass  die  Bewegung  der  oberflächlichsten 
Flüssigkeitstheile  sich  der  Bewegung  der  Oberfläche  anpasse, 
ist  in  unserem  Falle  jedenfalls  erfüllt,  da  alle  Theilchen  der 
Flüssigkeit  wie  der  Wand  concentrische  Kreisbahnen  bc- 
>chreiben. 

Um  die  Gleichung  (5d)  zu  erfüllen,  berechnen  wir  den  e*i 
Werth  von  dxp/dg,  welcher  ist: 


fn  = cos  (go  + yt  4-  2e)  — er cos  (<rp  — yt  — 2 e)] 

— — [crp  cos  (<ro  4*  yi  4*  «)  4*  tQ  cos((Tü  — yt  — e)] 


4 -fe-P*  [er*  cos  (ao  + yt)  — e~x « cos  (<7o  — yt)] } (6) 

oder  zur  Berechnung  für  kleine  Werthe  von  crp: 


dw  2 m ‘ 


15&4 


Ae-t‘1 


cos  (5  6 + yt)  + 


fV«l?\8COS  (7  6 4"  fO 

\ T / “57“  ” 


4* 


cos  (9e  4*  yO 
2. 4.7. 9’ 


Der  Kürze  wegen  wollen  wir  uns  den  Werth  von  i//  für 
die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  aus  (4d)  genommen,  geschrie- 
ben denken: 

\p  — Ce~Pl  cos  (gR  + /*  + « + #) } (6e) 

und  den  von  dxfj/dg  in  (6)  und  (6a): 

!*»=  Cie-f  cos(<rÄ  + y<+2e  + 5i) } (6f) 

ll  o 

wo  C,  q,  8 und  8X  Functionen  von  R sind,  welches  der  Werth 
von  q an  der  Oberfläche  der  Kugel  sei. 

Die  Grenzbedingung  (5d)  erfordert  also,  dass  die  Rotations- 
geschwindigkeit des  Gefässes  folgende  sei: 
ty=.Cer#  cos  (gR  4- ;'  / + e 4-  8)  + er#  cos(aR+yt+2z+8\), 
oder: 

US  zs  [C  4-  ?.  Cx  cos  (e  + 8\  — 5)]  cos  (er  R 4-  y t 4-  e 4-  8) 

- /. C\  sin  («  4 - 8l  — 8)  sin  ( gR  + yt + e + 8X) } (6b) 
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oder  wenn  wir  setzen  der  Kürze  wegen: 

ü2  = C2  + 2). Ct\  cos  (e  + dj  - 8)  + /.JC,2| 

tang , - (6C) 

04  C -f-  X Cj  cos  (e  + 0X  — ö)  I 

woraus  folgt: 

j.  _ Csin(e  + dy  — d) 
sin  (fc  + «5,  — <5  — rj)’ 

so  wird: 

(<ri?  + y*  + € + * + v)}  (6d) 

Hat  also  die  Bewegung  des  Gefässes  den  letzteren  Werth, 
so  ist  die  Bewegung  des  Wassers  in  demselben  durch  die 
Gleichungen  (2  a)  und  (4d)  vollständig  gegeben,  und  es  sind  alle 
Bedingungen  der  Aufgabe,  so  weit  sie  die  Bewegung  des  Wassers 
betreffen,  erfüllt. 


§ 8.  Bewegung  des  Gefässcs. 

Wir  müssen  uns  schliesslich  überzeugen,  ob  die  in  der 
Gleichung  (6d)  vorgeschriebene  Bewegung  des  Gefässes  den  Be- 
dingungen von  Piotrowski’s  Versuchen  genügt. 

Die  Kräfte,  welche  auf  das  Gefäss  wirken,  sind  erstens 
die  durch  seine  Aufhängung  bedingten  richtenden  Kräfte.  Wenn 
wir  den  Ablenkungswinkel  des  Gefässes  von  der  Gleichgewichts- 
lage mit  S2  bezeichnen,  sei  das  Moment  dieser  Kräfte  — /2  ß, 
wo  also  nach  den  oben  von  Piotrowski  äuge  wendeten  Be- 
zeichnungen: 

f2  = a (G  + y)  + ^ i 

ausserdem  wirkt  die  Kraft  der  Reibung,  und  zwar  des  Wassers, 
deren  Drehungsmoment  wir  P nennen  wollen,  und  die  der  Luft, 
welche  P1  sei. 

Ist  also  M das  Trägheitsmoment  des  Gefässes  mit  dem 
daran  befestigten  Spiegel  und  der  mitschwingenden  Luft  zu- 
sammengenommen, so  ist: 

=*-pß  + P+P1  ....  } (7) 

oi3  Bestimmen  wir  jetzt  das  Drehungsmoment  P der  Wasser- 
reibung. 


i 
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Die  Kräfte,  welche  vom  Wasser  auf  das  Gefäss  wirken, 
sind  gleich  den  oben  gefundenen  Werthen  der  Kräfte,  welche 
die  bewegte  Wassermasse  auf  ihre  äusserste  Schicht  ausübt 
(Gleichung  5 c).  Es  ist  also,  wenn  do  das  Element  der  Ober- 
fläche bezeichnet: 

P = - J [Xy  - Yx)  do  = - hP J [x*  + y-)  d/-  do. 

Wenn  wir  co  den  Winkel  nennen,  den  q mit  der  z-Axe 
bildet  ist: 

•r2  + y2  — R2  sin2  co,  do  = 2n  i?2sin  lüdco 

TT 

Y 

P=  - 2nhPR>~£ j] sin3 codu>  = - | nhPR* ^ . . . . } (7  a) 

0 

oder  wenn  gesetzt  wird: 

~nhPR*Cx  =K, 

P=  - Ke-ß,cos{aR  + rt+2i  + öj | (7b) 

Was  den  Widerstand  der  Luft  betrifft,  so  zerfällt  er  in 
zwei  Theile.  Der  eine  Theil,  welcher  von  Bewegung  der  Luft 
herrührt,  so  weit  sie  auch  ohne  Reibung  der  Oberfläche  des 
schwingenden  Apparates  eintreten  würde,  ist  unabhängig  von 
der  Schwingungsdauer,  und  hat,  wie  Bessel  gezeigt  hat,  nur 
denselben  Einfluss,  welchen  eine  Vermehrung  des  Trägheits- 
momentes haben  würde.  Da  übrigens  in  unseren  Versuchen 
das  Trägheitsmoment  durch  die  Schwingungsdauer  bestimmt 
ist,  so  enthält  es  schon  das  der  mitschwingenden  Luft  in  sich. 
Dann  aber  wirkt  die  Luft  durch  ihre  Reibung  an  der  äusseren 
Fläche  des  Apparates  in  derselben  Weise,  wie  das  Wasser 
an  der  inneren  Fläche,  und  bringt  dadurch  einen  zweiten  Theil 
des  Widerstandes  hervor,  der,  wie  Stokes  für  schwingende 
Pendel  gezeigt  hat,  von  der  Schwingungsdauer  abhängig  ist, 
and  ebenso  in  Form  einer  periodischen  Kraft  erscheint,  wie  044 
die  Wasserreibung,  sodass  wir  setzen  können: 

Pl  — Kxe~fit  cos  (cf R + yt  -f-  2 c 4-  S„)  . . . . j (7  c) 
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Die  Grösse  42  endlich  in  der  Gleichung  7 ist  dadurch  ge- 
geben, dass: 

— W — Be~ßt  cos  (gR  + yt  + « + d + /;) 
ist,  daraus  folgt: 

42  = ™ Be~^1  cos  [aR  yt  — e + S + ?/)  . . . . | (7d) 

und: 


dt 3 


= mBe  p cos  (rr/£  + ;'4  + 36  + £+if)....J  (7  e). 


Wenn  man  nun  aus  (7  b),  (7c),  (7  d)  und(7e)  dieWerthe  in  (7) 
einträgt,  und  gleichzeitig  die  einzelnen  Glieder  zerlegt  in  solche, 
welche  mit  cos  [go  4-  yr  — s + d + >/)  multiplicirt  sind,  und 
solche,  welche  mit  dem  Sinus  desselben  Winkels  multiplicirt 
sind,  so  hat  man  einzeln  die  mit  dem  Cosinus  multiplicirten 
Glieder  gleich  Null  zu  setzen,  und  ebenso  die  mit  dem  Sinus 
multiplicirten,  und  erhält  folgende  zwei  Gleichungen: 


3/m  B cos  4 6 + f2  -~B=  — K cos (3 6 + — //  — ö)  — 

— JsT,cos  (36  + Slf  — d') 

Mm B sin46  = — K sin  (36  + d\  — ?;  — <))  — 

— K,  sin  (36  + J„~d) 


>(S) 


Durch  diese  beiden  Gleichungen  werden  schliesslich  die 
Werthe  von  m und  6,  oder  die  davon  abhängigen  von  ß und  y 
(Gleichungen  4 b)  bestimmt.  Von  letzteren  hängt  die  Grösse 
der  Schwingungsabnahme  und  Schwingungsdauer  ab.  Uebrigens 
ist  zu  bemerken,  dass  die  Gleichungen  (8),  wenn  sie  nach  m 
und  6 aufgelöst  werden  sollen,  ausserordentlich  verwickelt  sind, 
da  das  Verhältniss  KJB  und  K„j  B,  ebenso  die  Winkel  S,  <$„ 
ö„  und  ?]  wieder  von  6 und  m und  zwar  meist  durch  transcen- 
dente  Gleichungen  abhängen. 

Damit  ist  denn  vollständig  erwiesen,  dass  das  in  den 
Gleichungen  (2  a)  und  (4d)  hingestellte  particuläre  Integral  der 
hydrodynamischen  Gleichungen  (1)  und  (la)  bei  passender  Be- 
stimmung der  constanten  Grössen  allen  Bedingungen  unserer 
Aufgabe  genügt. 
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§ 4.  Berechnung  der  Versuche. 

Bei  den  Versuchen  ist  uns  ausser  dem  Drehungsmomente/2 
4$  logarithmische  Decrement  des  Schwingungsbogens  A und 
die  Schwingungsdauer  T gegeben.  Wenn  Si0  und  zwei 
aufeinander  folgende  Maxima  der  Ablenkung  nach  derselben 
Seite  hin  sind,  so  ist: 

= -vir 

tmd  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  natürlichen  Logarithmen 
nimmt: 

A =*  log . nat . S20  — log . nat  .Q  = ß T , 

ab o: 

(9). 

Da  in  dem  Ausdrucke  für  tl  unter  dem  Cosinuszeichen  t 
mit  y multiplicirt  ist,  so  ist: 

y = ^ . . . . | (9a). 

Dadurch  ist  weiter  gegeben  mittelst  der  Gleichungen  (4b): 

m — V ß2  -j-  y 2 

tang  2 e — — J-  • 

r 

Es  ist  2e  ein  Winkel  zwischen  90°  und  180°,  weil  seine 
Tangente  negativ  ist. 

Aus  diesen  müssen  nun  mittels  der  Gleichungen  (8)  die 
Reibungsconstanten  k und  X berechnet  werden.  Da  die  liierin 
vorkommende  Grösse  M selbst  nur  aus  Schwingungsversuchen 
orit  Luftreibung  genommen  ist,  können  wir  zu  ihrer  Elimination 
noch  zwei  ähnliche  Gleichungen  hinzunchmen,  die  sich  auf  die 
Versuche  mit  der  leeren  Kugel  beziehen. 

Diese  Rechnung  ist  nun  ziemlich  complicirt  wegen  der 
transcendenten  Gleichungen,  welche  den  Werth  von  tfj  und 
dtp  Ido  ausdrücken. 

Man  bringe  zunächst  die  Gleichungen  (8),  indem  man  die 
unter  (6c)  angegebenen  Werthe  von  B berücksichtigt,  und 
K,  - K„B\m  setzt,  in  folgende  Form: 

Helmholtz,  wissen^ch.  Abhandluntrc-n.  14 


i 
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K co_°(3_  «_+A  ~ 5 - «>  = JfmCos4e+  I /* 

C sm(e+(51  — d)  a/*7 

+ K„  \ m (cos  3 6 + Ö„  — Ö) 

K sin  (Bf  + 5,  — n — d)  sin(f  + <5,  — » — <$)  , f • A 

v 1 ' ' v 1 — ' — A/m  sm  4 € 


<9b) 


sin(f  -f  <h  — Ö) 


4-  A"„  ]/  m sin  (3e  -f  8n  — 8) 


Auf  der  rechten  Seite  sind  nun  noch  näher  die  von  der 
Luftreibung  herrührenden  mit  K„  multiplicirten  Ausdrücke  zu 
bestimmen.  In  solchen  Räumen,  gegen  deren  Dimensionen 
die  Wellenlänge  der  vorhandenen  Luftschwingungen  sein*  gross 
ist,  unterscheiden  sich  die  Bewegungen  der  Luft  nicht  von  denen 
einer  incompressiblen  Flüssigkeit.  Die  Luftreibung  wird  also 
im  Innern  der  Kugel  auf  die  schwingende  Kugel  einen  ganz 
ähnlichen  Einfluss  haben,  wie  die  Bewegung  der  eingeschlos- 
senen Flüssigkeiten.  Da  übrigens  ihr  Einfluss  sehr  klein  ist, 
und  nur  eine  Correction  für  die  Werthe  der  Wasserreibung 
bildet,  so  wird  es  genügen,  wenn  wir  das  grösste  Glied  ihres 
Einflusses  allein  berücksichtigen,  indem  wir  1/ffp,  welches  für 
die  beweglichen  Flüssigkeiten  eine  kleine  Grösse  ist,  auch  für 
die  Luftreibung  als  eine  solche  annehmen.  Dann  reducirt  sich 
in  den  Versuchen  mit  leerer  Kugel  der  Werth  von  w an  der 
inneren  Oberfläche  auf: 


W = ^>1?  e~(ttJrzR  cos  ( aR  + yt  -f  e) 
- PB*  cos  (aR  + yt  + «) 


•(9  c) 


Da  wir  nun  weiter  für  diesen  Fall  gesetzt  haben: 
yj  = Ce~IH  cos  {aR  + yt  -f-  € + <5) 

— Qe- P*  cos  {<rR  + yt  -f  2e  -f  (\) 

047  so  wird  in  diesem  Falle  ö = Öl  = 0 und: 


Für  die  Luftreibung  ist  nun  weiter  die  Constante  A der 
Oberflächenreibung  nach  den  Untersuchungen  von  Stokes  über 
den  Luftwiderstand  bei  Pendelschwingungen  gleich  Kuli  zu 
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setzen.  Wenn  diese  gleich  Null  ist,  wird  auch  ?;  = 0 und 
B - C und  man  erhält  aus  (7  a) : 


Es  findet  sich  also  für  diese  Reibung  das  Verhältniss 
A’  B der  Grösse  V m proportional,  und  nicht  proportional  in, 
wie  es  sein  würde,  wenn  man,  wie  gewöhnlich  bisher  geschehen 
ist,  die  Reibung  einfach  der  Winkelgeschwindigkeit  proportional 
setzen  würde.  Die  Constante  K„,  welche  wir  gleich  K,/B\'  m 
gesetzt  haben,  wird  also  unabhängig  von  der  Schwingungsdauer. 
Dieselbe  Annahme  wird  nun  für  die  Luftreibung  im  allgemeinen 
zu  machen  sein,  denn  sie  bestätigt  sich  sowohl,  wenn  man  aus 
den  Gleichungen  (3  b)  sich  das  zweite  Integral  für  die  Reibung 
an  der  äusseren  Fläche  der  Kugel  herleitet,  als  auch  in  den 
von  Stokes  ausgeführten  Untersuchungen  über  die  Luftreihung 
an  Pendeln,  sobald  wie  in  unserem  Falle  die  Dimensionen  des 
schwingenden  Körpers  und  seines  Gehäuses  gross  gegen  die 
Wellenlänge  der  bei  der  Reihung  entstehenden  transversalen 
Wellen  sind.  Der  von  der  Reihung  der  Luft  unabhängige 
Tlieü  des  Luftwiderstandes  erscheint,  wie  schon  bemerkt  wurde, 
nur  als  eine  Vergrösserung  des  Trägheitsmomentes. 

Die  Constante  K„  müssen  wir  aus  den  Schwingungsver- 
suchen an  der  leeren  Kugel  bestimmen.  Es  werden  für  diese 
Versuche  die  Gleichungen  (8),  indem  wir  den  Winkel  dn,  der 
dem  d\  — i]  bei  der  Wasserreibung  entspricht,  gleich  Null 
setzen: 


Es  sind  hier  die  Grössen,  deren  Werth  hei  den  Schwingungen 
der  gefüllten  Kugel  ein  anderer  ist,  durch  den  Index  o unter- 
schieden. Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich: 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  sind  die  Grössen  Mund  K„ 
zu  finden,  und  ist  in  (9b)  ebenfalls  der  Winkel  d„  zu  ver- 
nachlässigen. 


Ji  = nhkVmB*B. 

o 


iV/»i0!  cos  (4t0)  +/02  = - K„m0  Vm0  cos  (3e0) 
M mu  sin  4 £,,  = — K„  |'  m0  sin(3e()). 


Mm* sin £0  =/02 sin (3«„)  » 
K m0  V m0  sin  e0  =/02  sin  (4«0)  I 


(9d).  64$ 


14* 
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Bezeichnen  wir  nun  der  Abkürzung  wegen  die  bekannten 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (9  b)  stehenden  Grössen 
durch  besondere  Buchstaben,  setzen  also: 

F,  = üJjßi  { Mm  cos  4e  -f-  f2  + K„Vm  cos  3«  } 

F„  — Q Jfcg*  { Afm  sin  4 s + K„  Ym  sin  3«  J, 

so  ist: 

. 2 C,  cos  (3fi  4-  <5,  — J/  — <$)  sin  (e  + «1,  — rj  — ö) 

C sin  (e  + — <5) 

j 2 Cj  sin  (Be  4-  fi,  — rj  — »})  sin  (a  4-  «5,  — tj  — tf) 

1 C sin  (e  + ö1  — <)) 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  der  Werth  von  F„  aus  clen 
Versuchen  mit  ziemlicher  Genauigkeit  zu  finden  ist,  da  er 
hauptsächlich  von  m und  £,  d.  h.  den  ganzen  Werthen  der 
Sehwingungsdauer  und  des  logarithmischen  Decrements  abhängt, 
und  beide  sehr  genau  bestimmt  werden  konnten. 

In  dem  Ausdrucke,  welcher  F„  gleichgesetzt  ist  in  (9e), 
hat  der  Winkel  ^ einen  verhältnissmässig  geringen  Einfluss, 
weil  2«  nahehin  gleich  einem  Rechten  ist,  und  daher  naheliin: 

sin  (3  £ + d\  — r\  — <5)  sin  (e  + d\  — q — d) 

= y sin  2 (e  + d\  — i]  - ö). 


Wenn  nun  aber  che  Winkel  ^ S und  r,  klein  sind,  wie  es 
bei  beweglichen  Flüssigkeiten  mit  den  beiden  ersten  wenigstens 
der  Fall  ist,  so  ist  der  doppelte  Winkel  rechts  nahehin  gleich 
einem  Hechten,  und  der  Sinus  eines  solchen  Winkels  ist  immer 
wrenig  von  Eins  unterschieden. 

Somit  verschwindet  der  Einfluss  des  Winkels  ?;  fast  ganz 
aus  dieser  Gleichung,  imd  man  hat  Gelegenheit  aus  ihr  die 
innere  Reibungsconstante  ziemlich  genau  zu  Anden,  selbst  wenn 
der  Werth  rt  ungenau  gefunden  worden  wäre,  vorausgesetzt 
nur,  dass  ?;  klein  bleibe. 

eia  Dagegen  hängt  der  Werth  von  F,  ab  von  den  ziemlich 
kleinen  Unterschieden  der  Schwingungsdauer.  Nämlich  wenn 
man  die  Luftreibung  vernachlässigt,  und  s gleich  45°  an- 
nimmt, ist: 


3_ 

8 tt  A .ft4  m l M 
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Nun  ist  aber  f2 /M  gleich  dem  Werthe  von  m2,  welcher 
ohne  Wasserreibung  eintreten  würde,  und  der  aus  der  Schwin- 
gungsdauer der  leeren  Kugel  berechnet  werden  muss.  Es 
haben  liier  Unterschiede  in  den  Hunderttheilen  der  Secunde 
bei  Bestimmung  der  beiden  Schwingungsdauern  schon  einen 
sehr  namhaften  Einfluss  auf  die  Grösse  der  Differenz,  welche 
selbst  nur  wenige  Zehntel  beträgt,  sodass  Fr  und  damit  der 
Werth  von  t]  ziemlich  unsicher  wird. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  schreiten  wir  zur  Auflösung 
der  Gleichungen  (9e).  Wir  finden  zunächst: 

tang  (36  + <?!—?/  - ö)  = J (9  f), 

können  daraus  die  Sinus  und  Cosinus  desselben  Winkels,  und 
des  um  2 a verminderten  Winkels  finden,  und  erhalten  somit 
einen  Werth  J des  Ausdruckes: 


k2  Ct 

C sin  (g  + <j'j  — ö) 


= J 


} (io), 


welche  Gleichung  nur  noch  h als  Unbekannte  enthält. 

Wenn <>/?=  (Vm/A).sineÄ  sehr  gross  ist,  ist,  wie  wir  ge- 
sehen in  (9  c): 

<*,  = » = 0,  c,  = c,  . 

also: 

Ä]/m  = /sine, 


woraus  ein  erster  angenäherter  Werth  fiir  h erhalten  werden 
kann,  der  dann  dazu  dient,  C / C,  St  und  ö zu  berechnen,  um 
dann  durch  Gleichung  (10)  einen  neuen  genaueren  Werth  von  k 
zu  erhalten,  und  so  fort,  bis  eine  genügende  Uebereinstimmung 
erreicht  ist.  Zur  logarithmischen  Rechnung  dient  folgendes 
System  von  Fonnein,  wenn  kf  den  ungenaueren,  k " den  ge- 
naueren Werth  von  k bezeichnet: 


K 


tang  ö — 


sin  s 


m 


^1 

1 _ t=  cose 
1 ym 


_ Ä (tang  e - <5) 

3 «in  S sin « 


1 


tang  («  + $1  — S 

1 — 

Co«  (»  — d)  sin-  (t  + S) 

, _ j sin  e . sin2  (e  +jh  — 8)_ 

" V* n sin  (e  — 8)  sin  (&  + 8) 


(10a). 


650 


Digitized  by  Google 


214 


Hydrodynamik. 


Diese  Formeln  sind  berechnet  aus  den  Gleichungen  (4d), 
(6)  und  (10)  mit  Berücksichtigung  der  in  (6e)  und  (6f)  einge- 
ftihrten  Bezeichnungen.  Doch  sind  in  (4d)  und  (6)  die  mit 
e-rR  multiplicirten  Glieder  weggelassen,  da  diese  bei  den 
beweglicheren  Flüssigkeiten  an  der  Peripherie  der  Kugel  ver- 
schwindend klein  werden.  Hat  man  endlich  einen  Werth  von  k 
gefunden,  der  beim  Durchrechnen  der  Gleichungen  (10  a)  kein 
davon  verschiedenes  k„  mehr  liefert,  so  erhält  man  A,  den 
Gleitungscoefficienten,  aus  (Oe): 

x = ! fiob). 

Der  Winkel  rj  wird  aus  dem  in  (91)  bei  der  Berechnung 
von  J gefimdenen  Winkel  (3  g -f  d'  — i]  — S)  hergeleitet. 

Bei  den  bewegliclieren  Flüssigkeiten  kommt  man  mit  zwei- 
bis  dreimaliger  Durchrechnung  der  Gleichungen  (10  a)  zum 
Ziele.  Je  grösser  aber  der  Reibungscoefficient  k ist,  desto 
weitläufiger  wird  die  Rechnung.  Für  sehr  steife  Flüssigkeiten 
würde  man  auch  nicht  mehr  die  mit  e~r e multiplicirten 
Glieder  im  Werthe  von  i p und  dxp/do  vernachlässigen  dürfen. 
Dann  würde  es  vorteilhafter  sein,  die  nach  Potenzen  von  o 
entwickelten  Ausdrücke  beider  Grössen  zu  benutzen. 

§ 5.  Vergleichung  mit  älteren  Versuchen. 

Es  ist  von  vielen  Seiten  die  Ansicht  aufgestellt  worden, 
dass  die  äusserste  Schicht  der  Flüssigkeit,  welche  zunächst  (he 
Gefässwand  berührt,  dieser  fest  und  unbeweglich  anhafte,  d.  h. 
dass  unser  Gleitungscoefficient  A gleich  Null  zu  setzen  sei. 
Dass  die  Flüssigkeiten  mit  ziemlicher  Kraft  an  benetzten  festen 
Körpern  haften  und  von  ihnen  angezogen  werden,  lehren  die 
osi  Capillarerscheinungen  und  die  Schwierigkeit,  mit  der  sich  die 
dünne  benetzende  Schicht  von  dem  Körper  trennt,  dem  sie 
anhaftet.  Aber  bei  den  Bewegungen  innerhalb  eines  Gefässes 
ist  der  Fall  doch  insofern  ein  anderer,  als  die  Wand  fort- 
dauernd gleichmässig  mit  Flüssigkeit  benetzt  bleibt,  und  durch 
die  Bewegung  die  Flüssigkeit  vom  festen  Körper  nicht  über- 
haupt getrennt  wird,  sondern  stets  neue  Flüssigkeitstlieile  an 
die  Stelle  derer  treten,  welche  sich  von  einem  Flächenelemente 
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der  Wand  trennen.  Die  Anziehungskraft  der  Wand  auf  die 
berührenden  Flüssigkeitsschichten  kann  diese  nicht  verhindern 
längs  der  W and  hinzufliessen,  ebensowenig,  als  die  Anziehungs- 
kraft der  Erde  das  Wasser  hindert  ihrer  Oberfläche  parallel 
zu  fliessen.  Um  das  Haften  der  Wandschicht  zu  erklären, 
müsste  man  entweder  annehmen,  dass  Flüssigkeitsatorae  sich 
oberflächlich  zwischen  die  des  festen  Körpers  einfügen,  wie 
dies  etwa  bei  Wänden  aus  aufquellenden  thierischen  Membranen 
der  Fall  sein  könnte,  oder  dass  die  Reibung  zwischen  dem 
Wasser  und  den  Wandtlieilen  unendlich  gross  sei,  verglichen 
mit  der  im  Innern  der  Flüssigkeit. 

Schon  ältere  Versuche  scheinen  dafür  zu  sprechen,  dass 
sowohl  Fälle  Vorkommen,  in  denen  X gleich  Null  ist,  als  solche, 
wo  es  von  Null  verschieden  ist.  Unter  den  von  Piotrowski 
ausgeiuhrten  Versuchen  spricht  direct  dafür  der  mit  der  innen 
versilberten  Glasflasche,  welcher  zeigte,  dass  nach  der  Ver- 
silberung der  Einfluss  der  Reibung  auf  die  Schwingungen  ge- 
ringer war  als  vorher,  wonach  X für  die  Berührung  von  Wasser 
mit  Silber  einen  grösseren  Werth  haben  muss,  als  für  die  Be- 
rührung von  Wasser  mit  Glas. 

Dafür  dass  X bei  der  Berührung  von  Wasser  mit  glatten 
und  gereinigten  Glasflächen  gleich  Null  sei,  sprechen  nament- 
lich che  Versuche  von  Poiseuille  an  gläsernen  Capillarröhren. 
Wenn  die  Röhren  lang  genug  sind,  dass  in  dem  grössten  Theile 
derselben  das  Wasser  sich  nur  der  Axe  der  Röhre  parallel 
fortbewegt,  welche  selbst  der  x-Axe  parallel  sein  mag,  können 
wir  v — w = 0 setzen.  Dann  folgt  aus  der  Gleichung  (la), 
dass  dujdx  — 0,  d.  h.  dass  u nach  x constant,  und  nur  von  y 
und  z abhängig  sei. 

Wir  nehmen  ferner  an,  dass  die  Geschwindigkeit  des 
Stromes  der  Zeit  nach  constant  sei,  also  auch  du/ dt  — 0. 

Ferner  wenn  auf  die  Flüssigkeit  im  Innern  der  Röhre 
keine  äusseren  Kräfte  wirken,  also  jP=0,  folgt  aus  den  zwei 
letzten  der  Gleichungen  (1),  dass  dp\ dy  — dp /dz  = 0,  also  p 052 
nur  von  x abhängig  sei,  nicht  aber  von  y oder  r.  Darnach 
reducirt  sich  die  erste  Gleichung  auf: 


1 dp 
h dx 


d*u 

dz* 
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Ist  die  Röhre  ein  Cylinder  von  kreisförmigem  Querschnitt, 
dessen  Axe  mit  der  der  x zusammenfällt,  so  wird  die  Bewegung 
rings  um  die  Axe  symmetrisch  sein  müssen,  und  wir  können 
daher,  wenn  wir  z2  -f  y2  — r2  setzen,  u als  eine  Function  von  r 
allein  betrachten,  während  p von  r unabhängig  ist.  Es  müssen 
also  die  Ausdrücke  beider  Seiten  in  Gleichung  (11)  sowohl 
von  x als  von  r unabhängig  sein,  und  wenn  wir  mit  b eine 
Constante  bezeichnen,  können  wir  setzen: 

\dI=~w } 'lla>’ 


so  wird  Gleichung  (11): 


oder: 


, d2u  1 du 
ö ~ dr2  ' 


r dr 


— br 


d2u  , du d 

r dr2  ' dr  dr 


du 

d7' 


— ~ br2-\-  c =r 


d u 
di 

du 


dr  ’ 


1 7 , c 

2br  + 7 = dr’ 


-i-Ar*-)-  clogr  + C — u. 


In  dieser  Integralgleichung  muss  c offenbar  gleich  Null  sein, 
weil  sonst  u für  r = 0 unendlich  gross  wird.  Es  wird  also : 

u = C-  jir2 } (11b). 


Die  Grenzbedingung  für  die  oberflächlichste  Wasserscliicht 
wird  nun,  da  die  Geschwindigkeit  U der  Wand  selbst  gleich 
Null  zu  setzen  ist,  nach  den  Gleichungen  (5)  und  (5&)  an  der 
Oberfläche: 

X = - AA2  ^ = h ^ v, 
dr  >. 

r=  z=  o, 

also: 


4 -lbR=  C-  4-ÄÄ*. 

L 4 
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Wenn  wir  den  Radius  der  Röhre  mit  R bezeichnen,  und  nun 
den  hier  gefundenen  Werth  von  C in  (11b)  substituiren: 


R2  + 2äR 


} (11 C). 


Wenn  wir  die  Wassermasse  Q bestimmen,  welche  in  einer 
Secunde  durch  den  Querschnitt  der  Röhre  läuft,  so  ist: 

ß 

Q ~ 2nli  j*  urdr  --  ^ 


Ri  + UR» 


(11  d). 


Aus  der  Gleichung  (11a)  folgt  weiter,  wenn  wir  sie  inte- 
griren  und  die  Länge  der  Rölire  mit  L,  den  Druck  am  Anfang 
mit/>0,  den  am  Ende  mit  px  bezeichnen,  dass: 

j(Po-Pi)  = hk'L- 

Indem  wir  hieraus  den  Werth  von  b nehmen  und  in  (11  d) 
substituiren,  folgt: 

Q = * %°k7z')  [Ä4  + 4/.Ä3] } (12). 


Poiseuille1)  giebt  folgende  Formel  für  Q,  in  der  wir 
die  Intensität  der  Schwere  (9808  mm)  mit  g und  das  specifische 
Gewicht  des  Wassers  bei  10°  mit  h0  bezeichnen: 

Q = } (12  a). 

worin  der  Coefficient  K als  Function  der  Temperatur  X,  diese  054 
in  Centesimalgraden  ausgedrückt,  folgenden  Werth  hat: 

A'=  16,135  282  (1  + 0,033  679  3 %+  0,000 220  993  6 X2)]  (12b). 

Der  Druck  P ist  bei  ihm  durch  eine  Wassersäule  von  10°, 
deren  Länge  in  Millimetern  gemessen  ist,  ausgedrückt,  daher 
wir  hier  setzen  mussten: 

Kup=  (Po -Pt)- 

Wenn  wir  die  theoretische  Formel  (12)  mit  der  empirischen 
(12  a)  vergleichen,  ergiebt  sich,  dass  für  Poiseuille ’s  Versuche, 


lj  Memoires  des  savants  etrangers.  IX.  p.  532. 
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in  denen  sich  Wasser  und  Glas  berührten,  A = 0 gesetzt  wer- 
den muss.  Dann  ist: 


71  K 

8 k*  .?//<, 

7,2  nfl^O 

h SK 


wonach  die  Constante  k 2 in  Einheiten,  welche  Quadratinilli- 
meter  dividirt  durch  Secunden  sind,  für  jede  Temperatur  des 
destillirten  Wassers  folgendennassen  in  Ziffern  ausgedrückt 
werden  kann : 


A2 


_ V7790  \ 

1 + 0,033  679  3 2’  + 0,000  220  993  6 T-  ' ' * * f 


(12d). 


Girard1)  hat  mit  etwas  weiteren  Röhren  von  Kupfer 
Versuche  angestellt. 

Die  weiteste  Röhre,  für  die  Poiseuille  sein  Gesetz  be- 
stätigt hat,  war  von  0,G5  mm  Durchmesser  und  383,8  mm 
Länge.  Die  engste,  welche  Girard  gebraucht  hat,  war  von 
1,83  mm  Durchmesser  und  bis  1790  mm  Länge.  Die  Aus- 
flussgeschwindigkeit fand  sich  hier  noch  der  Länge  und  dem 
Drucke  proportional.  Allerdings  ist  hier  schon  zu  bezweifeln, 
ob  Poiseuille’s  Gesetz  an  Glasröhren  sich  bis  zu  dieser 
Grenze  streng  erwiesen  haben  würde,  aber  gross  würde  die 
Abweichung  immer  noch  nicht  haben  sein  können,  auch  würde 
dieser  Umstand  die  entgegengesetzte  Abweichung  haben  her- 
beiführen müssen  von  der,  die  sich  wirklich  vorfindet. 

Es  findet  sich  nämlich  in  der  Metallröhre  die  Geschwin- 
digkeit merklich  grösser,  als  sie  nach  Poiseuille’s  Formel  in 
einer  Glasröhre  hätte  sein  sollen. 

Unter  den  Versuchen  von  Girard  mit  Glasröhren  findet 
sich  einer,  wo  die  Dimensionen  denen  des  engeren  Metall- 
rohrcs  ziemlich  ähnlich  sind.  Das  Glasrohr  hatte  einen 
Durchmesser  von  0,767  mm,  eine  Länge  von  939  mm.  Bei 
dem  Drucke  einer  Wassersäule  von  182,4  mm  und  0°  Tem- 
peratur geschah  die  Entleerung  von  einem  Viertel  Litre  in 
1036  Secunden. 


1)  Memoires  de  l’Institut  1813 — 1815.  p.  249. 
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Nach  Po  i s eu  i Ile ’s  Formel  wären  unter  den  angegebe- 
nen Umständen  976  Secunden  nöthig  gewesen.  Die  Differenz 
zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  kann  leicht  durch  einen 
Fehler  von  ^ mm  in  Messung  des  Durchmessers  der  Röhre, 
oder  durch  Ellipticität  derselben  entstanden  sein , oder  sie 
röhrt  daher,  dass  die  Röhre  schon  zu  weit  w'ar,  um  sich  dem 
Gesetze  der  Capillarröhren  streng  zu  Fügen.  Jedenfalls  ist 
für  die  Glasröhre  die  Differenz  noch  eine  kleine. 

Dagegen  brauchte  J Liter  Wasser  bei  0°,5,  und  einem 
Wasserdruck  von  100  mm  nur  624,5  Secunden  Zeit,  um 
durch  eine  kupferne  Röhre  von  1,83  mm  Durchmesser  und 
1790  mm  Länge  zu  fliessen,  während  Poiseuille’s  Formel 
hier  mehr  als  das  Vierfache  der  Zeit,  nämlich  2 949,3  Secun- 
den fordern  würde. 

Für  dieselbe  kupferne  Röhre  fand  Girard  in  einer  Reihe 
von  Versuchen  das  Product: 

’i ^Lu  = 2-8367  - 

(<7  die  Intensität  der  Schwere,  D der  Durchmesser,  II  die 
Wasserdruckhöhe,  L die  Länge  der  Röhre,  u die  mittlere 
Geschwindigkeit,  alles  auf  Millimeter  reducirt).  Wenn  wir  die 
Zahl  2,8367  mit  e bezeichnen,  wird  in  unseren  Maassen  aus- 
gedrückt : 

„ — ZL “ Pil . 

“ 2 LQ 

Dies  mit  Gleichung  (7)  verglichen,  zeigt  dass 


Wenn  wir  aus  Poiseuille’s  Versuchen  den  Werth  von  k 2 «00 
entnehmen,  erhalten  wir  für  die  kupferne  Röhre  X — 0,3984  mm. 

Bei  der  weiteren  kupfernen  Röhre  von  Girard  von  2,96  mm 
Durchmesser  wird  die  Anwendung  von  Poiseuille’s  Formel 
*chon  sehr  bedenklich;  dieselbe  Rechnung  durchgeführt  giebt 
hier  einen  viel  kleineren  Werth  von  A,  nämlich  0,111  mm. 
Diese  Abweichung  könnte  davon  herrühren,  dass  die  Gesetze 
des  linearen  Fliessens  hier  nicht  mehr  passen.  Dabei  bürgt 
aber  auch  nichts  für  die  gleiche  Beschaffenheit  der  inneren 
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Oberfläche  beider  Röhren.  Yermuthlich  waren  dieselben  in 
ihrem  Innern  mit  einer  Oxydschicht  bedeckt , da  es  nicht 
möglich  sein  möchte,  das  Innere  so  enger  Röhren,  welche 
häufig  mit  Wasser  in  Berührung  kommen,  metallisch  polirt 
zu  erhalten. 

Aus  Piotrowski’s  Versuchen  mit  ungekochtem  Wasser 
habe  ich  die  beiden  Coefficienten  nach  der  angegebenen  Me- 
thode berechnet  und  erhalten: 

k = 1,1858 
/.  = 2,3534  mm, 

während  sich  für  die  Temperatur  von  24,5°,  welche  die  mitt- 
lere der  Versuche  war,  aus  Poiseuille’s  Bestimmungen 
ergiebt : 

k — 0,952  06. 

Das  Verhältnis  des  zweiten  zum  ersten  Werthe  von  h ist 
wie  0,804  56  : 1,  also  nahe  wie  4 : 5.  Dass  die  Constante  X an 
der  polirten  Goldfläche  beträchtlich  grösser  ist,  als  an  den 
vielleicht  oxydirten  Kupferflächen  in  Girard’s  Versuchen,  er- 
scheint nicht  als  unwahrscheinlich.  Auch  benetzt  in  der  That 
das  Wasser  die  Goldfläche  nur  schwer  und  unvollkommen.  Die 
Phasendifferenz  zwischen  der  Bewegung  des  Gefässes  und  der 
anliegenden  Flüssigkeitsschicht  beträgt  bei  diesen  Versuchen 
25°  15"  oder  1,616  Secunden.  Um  übrigens  deutlich  zu 
machen,  einen  wie  grossen  Einfluss  kleine  Schwankungen  der 
beobachteten  Schwingungsdauer  auf  die  gefundenen  Werthe 
der  Constanten  in  solchen  Fällen  haben,  wo  X verhältniss- 
mässig  gross  ist,  habe  ich  vorausgesetzt,  dass  die  Schwingungs- 
dauer  der  leeren  Kugel  T|(,  deren  Beobachtungswerthe  unter 
den  benutzten  Elementen  verhältnissmässig  die  grössten  Schwan- 
kungen zeigen,  unbekannt  sei,  bekannt  aber  ihr  logarithmisches 
cs7  Deerement,  und  habe  dann  den  Werth  von  k aus  Poiseuille’s 
Versuchen  entnommen,  und  damit  die  Formeln  rückwärts  durch- 
gerechnet, indem  ich  X und  T0  zu  bestimmen  suchte.  Es  fand 
sich  T0  — 24,429,  während  das  Mittel  der  Beobachtungswerthe 
24,509  beträgt,  der  kleinste  unter  den  beobachteten  Werthen 
aber  24,401  0 noch  unter  dem  berechneten  Werthe  liegt.  Da- 
bei wird  die  Phasendifferenz  zwischen  dem  Geiasse  und  der 
äussersten  Wasserschicht  12°  42'  und  X — 0,715  45. 
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Wenn  dagegen  tj  klein  ist,  haben  seine  Grösse  und  die  Dif- 
ferenzen der  Schwingungsdauer  fast  gar  keinen  Einfluss  auf  die 
Bestimmungen  von  k.  Es  ist  schon  vorher  bemerkt,  dass  die  in 
den  Gleichungen  (9e)  vorkommende  (konstante  F,  hauptsächlich 
abbäugt  von  den  Differenzen  der  Schwingungsdauer,  die  andere 
F„  dagegen  von  den  logarithmischen  Decrementen.  Nehmen 
wir  F,  als  unbekannt  an,  und  bestimmen  die  Grösse  7,  welche 
zur  Berechnung  von  k dient,  aus  Fn  so  ist: 

/==_  WCy,  = 2 F„ 

C sin  (e  + <5,  — <5)  cos  [46+2  (<5j  — rj  — <>)]  — cos  2 a 

Nun  ist  in  den  Versuchen  mit  Wasser  [4  e + 2 ^ — 2 Ö — 180  °] 
= 18°  41'  und  der  Cosinus  dieses  Winkels  ist  ungefähr  gleich  !j§. 
Dagegen  ist  cos 2«  eine  sehr  kleine  Grösse  etwa  T}7  und  kann 
liier  vernachlässigt  werden.  Wenn  nun  2 ?j  von  0 bis  13°  41' 
wächst,  so  steigt  der  erste  Cosinus  von  $4  auf  1,  und  wenn  2/; 
weiter  wächst  bis  zur  doppelten  Grösse  von  13°  41',  so  sinkt 
der  Cosinus  wieder  bis  auf  j$.  Erst  von  da  ab  verändert  sich 
nun  mit  steigendem  der  Cosinus  beträchtlicher , also  wird 
auch  in  der  Berechnung  der  Werth  von  7,  und  der  diesem 
nahe  proportionale  von  k keine  grösseren  Veränderungen  er- 
leiden, so  lange  rt  unter  der  Grösse  von  13°  41  bleibt.  Daraus 
geht  hervor,  dass  die  von  Piotrowski  ausgeführten  Messungen 
lur  die  leichter  beweglichen  Flüssigkeiten  gute  Werthe  für  h 
liefern  werden,  selbst  wemi  es  nicht  gelingen  sollte,  die  Schwin- 
gungsdauer viel  genauer  festzustellen,  als  bisher  geschehen  ist, 
sobald  man  sie  anwendet,  wo  die  Flüssigkeiten  an  den  Gefässen 
fester  anhaften. 

Unter  den  untersuchten  Flüssigkeiten  kommen  zwei  vor, 
für  welche  die  Werthe  von  und  X so  klein  sind,  dass  sie  in 
die  Beobachtungsfehler  fallen,  und  wobei  vielleicht  ein  voll- 
ständiges Haften  der  Flüssigkeit  an  der  Metallfläche  statt- 


findet  Diese  sind  Alkohol  und 

Aether. 

Die 

berechneten 

Werthe  sind: 

Alkohol 

Aether 

Schwefel- 

kohlenstoff 

Innerer  Reibungscoefficient  k 

1,3754 

0,59213 

0,53401 

Oberflächlicher  Gleitungscoefficient  X . 

0,1096 

0,1243 

0,4430 

I hasenunterschied  zwischen  Oberfläche 
f »1er  Flüssigkeit  und  dem  Gefässe  . . 
Temperarur 

1°,37' 

4°, 7' 

13°,39'10" 

24°, 05 

21°, 6 

21°,  85 
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Dass  der  Alkohol,  namentlich  der  nicht  ganz  wasserfreie, 
schwerer  fliesst  als  Wasser,  also  einen  grösseren  inneren  Rei- 
bungscoefficienten  haben  muss,  ergiebt  sich  schon  aus  den  Ver- 
suchen von  Poiseuille.  Der  Aether  und  Schwefelkohlenstoff 
dagegen  zeigen  ihrer  Leichtbeweglichkeit  entsprechend  einea 
viel  kleineren  Werth  von  k.  Das  Haften  des  Alkohols  und 
Aethers  an  den  Metallflächen  zeigt  sich  entsprechend  bei  den 
gewöhnlichen  Benetzungserscheinungen , sie  verhalten  sich 
darin  anders  als  das  Wasser,  welches  an  der  Goldfläche 
schwer  haftet. 

Bei  den  übrigen  wässerigen  Flüssigkeiten  zeigt  die  Ver- 
gleichung der  von  Piotrowski  berechneten  Winkel  »CA,  wenn 
man  sie  mit  den  Verhältnissen  beim  Wasser  und  Alkohol  ver- 
gleicht, dass  eine  ziemlich  bedeutende  Gleitung  stattfand.  Ich 
habe  es  desshalb  unterlassen,  die  ziemlich  mühsame  Rechnung 
für  sie  durchzufukren , weil  den  Resultaten  doch  keine  grosse 
Genauigkeit  beizulegen  war. 

So  bestätigt  sich  durch  die  liier  vorliegenden  Versuche, 
dass  die  chemische  Beschaffenheit  der  Wand  auf  die  Bewegung 
der  Flüssigkeiten  nicht  in  allen  Fällen  einflusslos  ist.  Was 
den  Zahlenwerth  der  Reibungsconstante  betrifft , so  wider- 
sprechen sie  wenigstens  nicht  denen  von  Poiseuille,  und  es 
scheinen  die  Bedingungen  gefunden  zu  sein,  welche  künftig 
erfüllt  werden  müssen,  um  auf  dem  eingeschlagcnen  Wege 
eine  strenge  Uebereinsthnmung  der  Theorie  mit  den  That- 
sachen  nachweisen  zu  können. 
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Zur  Theorie  der  stationären  Ströme  in  reibenden 

Flüssigkeiten. 

Verhandlungen  des  naturhistorisch-mediciniscken  Vereins  zu  Heidelberg. 
Bd.  V.  8.  1—7;  aus  der  Sitzung  vom  30.  October  1868.  Das  Manuseript 

wurde  am  5.  März  1869  eiugereieht. 


Hr.  Alexis  Schklarewsky,  der  im  letzten  Sommer  im  i 
hiesigen  physiologischen  Laboratorium  eine  Reihe  von  Ver- 
suchen über  die  Bewegungen  und  die  Vertheilung  feiner  suspen- 
dirter  fester  Körperchen  in  Capillarröliren  angestellt  hat,  hatte 
dabei  gefunden,  dass  nicht  nur  in  capillaren  Röhren  mikro- 
skopisch kleine  Körperchen  immer  gegen  die  Mitte  des  Stromes 
hinstreben,  sondern  dass  dasselbe  sich  auch  an  viel  weiteren 
Röhren  von  1 bis  5 cm  Durchmesser  zeigt.  Eine  Kugel  aus 
Wachs,  wenig  schwerer  als  Wasser,  fallt  in  einer  verticalen 
mit  Wasser  gefüllten  Röhre  der  Art  immer  so,  dass  sie  von 
den  Wänden  gleichsam  abgestossen  wird,  und  der  Mitte  des 
Cylinders  zueilt. 

Eine  eben  solche  Kugel,  welche  durch  einen  schwachen 
aufwärts  gehenden  Wasserstrom  am  Sinken  gehindert  wird, 
stellt  sich  in  die  Mitte  der  Röhre  ein,  und  wenn  man  durch 
Neigen  und  Schütteln  der  Röhre  sie  der  Wand  nähert,  bewegt 
sie  sich  doch,  sobald  man  damit  aufhört,  wieder  zur  Mitte  der 
Röhre.  Das  erstere  Phänomen  steht  in  auffallendem  Gegensatz 
zu  einem  Theorem  von  W.  Thomson’),  wonach  ein  Körper, 
der  in  einer  nicht  reibenden  Flüssigkeit  nahe  einer  senkrechten 
Wand  lallt,  von  dieser  angezogen  wird,  und  zu  ihr  hineilt.  Das 
Letztere  geschieht  nun  auch  ■wirklich  im  Wasser,  wenn  man 

1)  Natural  Pbüosophy,  Oxford.  1867.  Vol.  I.  §.  332. 
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schwerere  Kugeln,  z.  B.  grobes  Bleischrot,  in  einem  verticalen 
Cylinder  fallen  Lässt.  Diese  fallen  schneller  als  die  oben  ge- 
nannten Wachskugeln,  und  dadurch  erhalten  diejenigen  Druck- 
unterschiede, welche  vom  Quadrate  der  Geschwindigkeit  al>- 
hängen,  grösseren  Einfluss.  Man  hört  in  der  That  eine  solche 
Kugel,  die  man  in  der  Nähe  der  Wand  eines  mit  Wasser  ge- 
füllten verticalen  Cylinders  fallen  lässt,  mehrmals  an  die  Wand 
anschlagen,  ehe  sie  den  Boden  erreicht. 

Es  war  daher  zu  vermutlien,  dass  die  bei  geringeren  Ge- 
schwindigkeiten beobachteten  Abweichungen  vom  Einfluss  der 
2 Reibung  herrühren  möchten.  Es  scliien  sich  auf  die  Er- 
scheinungen die  in  engen  Röhren  und  in  weiten  Röhren  bei 
geringen  Geschwindigkeiten  beobachtet  wurden,  im  allgemeinen 
die  Regel  anwenden  zu  lassen,  dass  die  schwimmenden  Körper 
sich  definitiv  nur  an  solchen  Orten  der  Flüssigkeit  hielten, 
wo  ihre  Anwesenheit  die  geringste  Vermehrung  der  Reibung 
der  Flüssigkeit  hervorbrachte,  und  in  diesem  Sinne  stellte  ich 
deshalb  eine  theoretische  Untersuchung  an,  indem  ich  hoffte, 
dass  die  Berücksichtigung  nur  der  Glieder  erster  Dimension 
der  als  klein  vorausgesetzten  Geschwindigkeiten  in  den  hydro- 
dynamischen Gleichungen  genügen  würde , um  die  Erklärung 
der  gedachten  Erscheinungen  zu  geben. 

Diese  Untersuchung  ergab  nun  allerdings  insofern  ein 
Resultat,  als  sich  nachweisen  liess,  dass  bei  verschwindend 
kleinen  Geschwindigkeiten  und  stationärem  Strome 
die  Strömungen  in  einer  reibenden  Flüssigkeit  sich 
so  vertheilen,  dass  der  Verlust  an  lebendiger  Kraft 
durch  die  Reibung  ein  Minimum  wird,  vorausgesetzt, 
dass  die  Geschwindigkeiten  längs  der  Grenzen  der 
Flüssigkeiten  als  fest  gegeben  betrachtet  werden. 

Auch  liess  sich  für  das  Gleichgewicht  schwimmender  Kör- 
per in  einer  solchen  Flüssigkeit  eine  Erweiterung  dieses  Theo- 
rems aufstellen.  Nämlich:  ein  schwimmender  Körper  ist 
im  Gleichgewicht  in  einer  reibenden,  in  langsamem 
stationäremStrome  fliessenden  Flüssigkeit,  wenn  die 
Reibung  im  stationären  Strome  ein  Minimum  ist  auch 
für  den  Fall,  dass  man  längs  der  Oberfläche  des 
schwimmenden  Körpers  die  Werthe  der  Geschwindig- 

y 

N 
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keiten  der  Wassertheilchen  so  variirt,  wie  sie  ver- 
ändert werden  würden,  wenn  eine  der  verschiedenen 
möglichen  Bewegungen  des  Körpers  factisch  einträte. 

Dieser  letzte  Satz  erlaubt  nun  leider  keine  diyecte  An- 
wendung auf  die  von  Hrn.  Schklarewsky  beobachteten  Er- 
scheinungen, wie  ich  gehofft  hatte,  vielmehr  habe  ich  mich 
später  überzeugt,  dass  dieselben  ohne  Berücksichtigung  der 
quadratischen  Glieder  der  Geschwindigkeiten  nicht  zu  erklären 
seien.  Da  jedoch  die  eben  hingestellten  Sätze  an  sich  von 
Interesse  sind,  erlaube  ich  mir  hier  ihren  Beweis  zu  veröffent- 
lichen. 

§ 1.  Es  seien  die  den  rechtwinkeligen  Coordinaten  x,  y,  z 
parallelen  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  im  Punkte 
(jt,  y,  z)  befindlichen  Flüssigkeitstheilehens  beziehlich  ?/,  v , w, 
der  Druck  ebenda  p , die  Dichtigkeit  h.  Die  Componenten  der 
äusseren  im  Punkte  (#,  y,  z)  auf  die  Einheit  der  Flüssigkeits- 
masse wirkenden  Kräfte  seien  dV/d. r,  dVj dy,  dV/dz . 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Flüssigkeit  incompressibel  sei,  3 
und  dass  die  Geschwindigkeiten  der  Flüssigkeit  und  ihre  Dif- 
terentialquotienten  hinreichend  klein  seien,  um  ihre  Quadrate 
und  Producte  in  den  Bewegungsgleichungen  vernachlässigen 
zu  können.  Die  hydrodynamischen  Gleichungen  mit  Berück- 
sichtigung der  Reibung  nehmen  dann  folgende  Gestalt  an: 


dV 

dx 


1 dp  __  dii  

h dx  dt 


d^u 
dx 2 


+ 


dV 

dy 


1 dp dv 

h dy  dt 


dV  1 dp  dw 

dz  h dz  dt 


- P 


-P 


d~v  , 

57>  + 


dho 

dP 


+ 


d*u 

+ 

d*tt 

dy 3 

dt P 

cPv 

+ 

d'v  1 

dy 8 

dz a 

d*w 

+ 

d*ic] 

dz 2 

du  dv  dto 
dx  ' dy  "r  dz 


An  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  wollen  wir  die  Winkel, 
welche  die  nach  aussen  gerichtete  Normale  dieser  Fläche  mit 
den  positiven  Coordinataxen  bildet,  mit  «,  ß,  y bezeichnen, 
und  die  Kräfte,  welche  die  Flüssigkeit  auf  das  Flächenelement 
d(o  ihrer  Grenzfläche  ausübt,  beziehlich  mit: 
ipcosa  -f-  X)d(of  (p  COS/9+  Y)do)y  (p  cosy  + Z)  du), 

Hel m ho  1 1 x,  wissensch.  Abhandlungen.  15 
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X 

Y 

Z 


~ du  , (du  . dv\  D . (du  dw\ 

2 dx cos  « + u + dx)  cos  P + (s  +<k)cos  J'_ 


Diese  letzteren  Grössen  haben  folgende  Werthe: 
: - hk2 

ax  \ay 

fdv  . du\  , c\dv 

) COS  U -}- 

(dw  + dv\ 


-hk2 
- hk 2 


dv  du\  , ndv  n , (dv  . dto\ 

d*  + Ty) cos  “ + 2 s-y cos  ^ + (<r,  + ) cos  J 

dw  . du\  , (dw  . di A ^ , 0 dw  "j 

dx  + dz  C0S  1 « + (jj  + dz)  C0s?  + 2 rf?  C0S 


']  (1b) 


Wo  die  Flüssigkeit  feste  Körper  berührt,  die  sie  voll- 
kommen benetzt,  haftet  sie  an  diesen  fest,  und  die  oberfläch- 
lichen Flüssigkeitstheilchen  theilen  dami  die  Bewegung  dieser 
Körper.  Wir  wollen  uns  im  folgenden  auf  die  Betrachtung 
dieses  Falles  beschränken,  weil  er  der  gewöhnlichere  und  ein- 
fachere ist.  Die  Componenten  der  äusseren  Kräfte,  welche  die 
festen  Körper  zu  bewegen  streben,  seien  £,  5),  3?  und  die  un- 
endlich kleinen  Verschiebungen  ihrer  Angriffspunkte  parallel 
den  x,  y , 7,  welche  bei  irgend  einer  möglichen  Bewegung  des 
Systems  eintreten  können,  seien  du,  dt),  dw,  die  entsprechen- 
den Verschiebungen  der  Oberflächenpunkte  des  Körpers  Su 
Sv , Sw , so  ist  die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  für  die  den 
festen  Körper  berührenden  Theile  der  Oberfläche: 

4 2[XSu  + g)dü  + ßdw]  + J(XSu  + YSv  + ZSw)dct)  + 

+ fp (cos  a Su  -j-  cos  ß Sv  cos  ySw)dco  — o|  (lc) 

worin  die  Summe  auf  alle  Angriffspunkte  der  Kräfte  dt,  $),  Q, 
und  das  Integral  auf  die  ganze  Oberfläche  des  betreffenden 
Körpers  zu  beziehen  ist. 

Wenn  die  Grenzfläche  irgend  wo  durch  die  Flüssigkeit 
selbst  gezogen  gedacht  ist,  sind  unter  30,  9)  und  ß die  Kräfte 
zu  verstehen,  welche  die  jenseits  liegende  Wassermasse  auf  die 
Grenzfläche  ausübt. 

An  einer  freien  Oberfläche  sind: 

£ = — s4$cos«,  5)  = — tycosß,  3=— $cos/? 

wo  den  ausserhalb  der  Flüssigkeit  herrschenden  Druck  be- 
zeichnet. 

§ 2.  Wir  wollen  zunächst  den  Verlust  an  lebendiger  Kraft 
bestimmen,  den  die  Reibung  herbeiführt  in  einem  von  Flüssig- 
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keit  erfüllten  Raume  S.  Zu  dem  Ende  multipliciren  wir  die 
erste  der  drei  Gleichungen  (1)  mit  u,  die  zweite  mit  v , die 
dritte  mit  w,  addiren  sie  alle  drei,  und  addiren  schliesslich  zur 
Sunune  noch  die  Gleichung  welche  aus  (la)  fliesst: 


o — 


j ->  f d 


du  , dr  die 

dx  dy  dz 


, d 

+ vr» 


du  . dv  . dir ~ 


. 


<f«  , dv  . dir 
dx  1 dy  dz 


d.T  + + 

» 


dz 


4- 


Die  so  gewonnene  Gleichung  integriren  wir  über  den  Raum 
6T  nach  den  von  Green  und  Gaus s Ihr  solche  Fälle  angewen- 
deten partiellen  Integrationsmethoden  und  mit  Berücksichtigung 
der  Gleichungen  (lb).  Wir  erhalten: 

hfff(u  % + 0 % + w 57) ,Lr  d,j dz  = 

jh  V(u  cos  a -f-  v cos  ß -f  w cos ;')  dio  —J [( X + p cos  a)  u 4- 
4-  ( Y + p cos  ß)  v 4-  (Z  4-  p cos  ;>)  ir]  d w — Q } (2) 


worin  Q folgendes  über  den  Raum  S ausgedehntes  Integral 
bezeichnet: 


Q 


4- 


fdu  dv\r 
[dy  + dx)  _ 


d.r  di/  ^/z] 


Wenn  man  beide  Seiten  der  Gleichung  (2)  mit  dt  multi-  5 
plicirt  denkt,  so  bedeutet  das  Integral  links  vom  Gleichheits- 
zeichen die  Zunahme  der  lebendigen  Kraft  in  der  den  Raum  S 
füllenden  Flüssigkeitsmasse  während  des  Zeittheilchens  dt,  das 
erste  Integral  rechts  bezeichnet  denjenigen  Theil  dieser  Zu- 
nahme, welcher  durch  die  Arbeit  der  äusseren  Kräfte,  die  auf 
das  Innere  der  Wassermasse  wirken,  geleistet  worden  ist.  Das 
zweite  Integral  rechts,  welches  nach  der  Gleichung  (lc)  gleich 
dem  Ausdrucke: 

2\XVidt  4-  4- 

ist,  wo  u,  U,  XO  die  Geschwindigkeitscomponenten  für  die  An- 
griffspunkte der  Kräfte  3E,  £),  3 bezeichnen,  misst  die  Arbeit, 
welche  die  Kräfte  X,  9),  3?  die  direct  oder  indirect  auf  die 

15* 
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Oberfläche  der  Flüssigkeit  wirken,  im  Zeittheilchen  dt  geleistet 
haben.  Daraus  folgt,  dass  Q diejenige  Menge  lebendiger  Kraft 
bezeichnet,  welche  durch  die  Reibung  im  Innern  der  Flüssig- 
keit vernichtet,  das  heisst  in  Wärme  verwandelt  worden  ist. 

Bezeichnen  wir  die  lebendige  Kraft  der  Flüssigkeit  mit  L, 
die  Arbeit  der  äusseren  Kräfte  mit  P,  also: 

P=hfV(u  cos  a + v cos  ß + w cos  y)  doj 

+ ;s(Su  + fh > + 8»), 

so  köimen  wir  die  Gleichung  (2)  schreiben: 

Sr-**-« } <2b> 

§ 3.  Wir  wollen  jetzt  nachwTeisen,  dass  bei  stationärem 
Strome  der  Ausdruck: 

P-\Q 

ein  Minimum  wird.  Wir  beschränken  uns  dabei  auf  die  ge- 
wöhnlich vorkommende  Form  der  Grenzbedingung,  dass  näm- 
lich, wto  die  Flüssigkeit  einen  festen  Körper  berührt,  ihre  ober- 
flächlichen Theilchen  fest  an  diesem  haften.  Wo  also  die 
Flüssigkeit  eine  feste  Wand  berührt,  sei  diese  nun  unbewegt, 
oder  habe  sie  eine  vorgeschriebene  Bewegung,  sind  die  WerÜie 
von  u,  v , w gegeben,  und  ihre  Variationen  gleich  Null.  Das- 
selbe wird  vorausgesetzt  an  denjenigen  Theilen  der  Grenzfläche 
des  Raumes  S , wro  die  Flüssigkeit  ein-  und  ausströmt.  Da- 
gegen können  an  der  Oberfläche  beweglicher  schwimmender 
Körper  und  an  einer  freien  Oberfläche  Variationen  von  v,  v,  to 
und  u,  t>,  tu  eintreten,  welche  den  Bewegungsbedingungen  der 
etwa  berührenden  festen  Körper  entsprechen. 

Da  die  Flüssigkeit  als  incompressibel  angenommen  wird, 
muss  ausserdem  die  Gleichung  (la)  überall  erfüllt  sein.  Die 
Bedingung  des  Minimum  wird  demnach: 

*0  = SP-i8Q+  sfffi  (g  + g + £)  dr,  dy,  dz } (3) 

worin  A eine  beliebige  Function  der  Coordinaten  bezeichnet. 

Wenn  man  durch  partielle  Integration  die  Differential- 
quotienten  von  du,  dv , dw  entfernt,  erhält  man: 
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1)  Für  das  Innere: 


dl 

dx 


d2u  d2u  d2u 
dx' * + dp  + I?_ 


dl  , j2  d2v  d3v  d2v 
Ij,  “ ik  [dx3  + df  + dT\ 


d2w  d2ic 
d~z ? + dy2  + 


d2ic 

di2 


(3  a) 


2;  Für  die  Oberfläche  mit  Benutzung  der  in  den  Gleichungen 
(lb)  gegebenen  Definitionen  von  X,  Y,  Z: 

o = f {[(A  V + ?.)  cos  a + X]  Su  \ 

+ [(ä V 4-  /.)  cos (9  + Y]  Sv  + [(ä  V + X)  cosy  + Z]Sw}d<o  |(3b> 
+ -2,‘X5u  + $)dt)  + ’ 

In  dieser  letzteren  Gleichung  sind  die  Variationen  du, 
dr,  dw  den  vorgeschriebenen  Bewegungsbedingungen  der  be- 
rührenden festen  Körper  unterworfen. 

Wenn  wir  nun  die  neue  Bezeichnung  einführen: 

= p-ÄF 

so  bekommen  die  Gleichungen  (3  a)  und  (3  b)  genau  dieselbe 
Form,  wie  die  Gleichung  (1)  und  (lc)  mit  Berücksichtigung 
Ton  (lb).  Der  einzige  Unterschied  der  bestehen  bleibt,  ist  der, 
dass  in  den  letzteren  die  Grösse  p in  (3  a)  und  (3  b)  dagegen 
statt  dieser  die  Grösse  p vorkommt 

Jede  Lösung  der  Gleichung  3 wird  also  Werthe  von  u,  v,  w, 
P geben,  die,  statt  u,  v,  w,  p in  die  Gleichungen  (1),  (la), 
(lb),  (lc)  gesetzt,  diesen  genügen. 

Einen  stationären  Strom  wird  diese  Art  der  Bewegung  aber 
nur  daun  geben,  wenn  längs  der  freien  und  der  verschiebliche 
Wände  berührenden  Theile  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
überall: 

u cosa  + v cosß  + tc  cos  y — 0, 

d.  h.  wenn  diese  Theile  der  Oberfläche  bei  der  Bewegung  ihre 
Lage  nicht  ändern,  sondern  sich  entweder  gar  nicht,  oder  nur 
in  sich  selbst  verschieben. 

Uebrigens  folgt  noch  aus  der  Gleichung  (2  b)  für  den  sta- 
tionären Strom,  wo  u , v,  tc  von  der  Zeit  t unabhängig  sind,  dass 

P=Q, 

und  da  P gleich  Null  wird,  wenn  u , v,  tc  rings  an  der  Ober- 
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fläche  gleich  Null  sind,  Q aber  eine  Summe  von  lauter  Quadraten 
ist,  welche  nicht  Null  werden  kann,  ohne  dass  alle  ihre  ein- 
zelnen Summanden  gleich  Null  werden:  so  müssen,  wenn  v,  v,  w 
längs  der  Oberfläche  gleich  Niül  sind,  auch  überall  im  Innern 
die  folgenden  Grössen  gleich  Null  sein: 

du d v die  q 

dx  dy  dz 

du  di'  dv  rf«?  dt/?  | du  q 

dy  dx  dz  dy  dx  dz 


Deren  Integralgleichungen  sind: 
u — a fy  — yz  v — b -f-  hz—fx  w = c gx  — hy. 

Die  willkürlichen  Constanten  a , £,  c,fy,  h dieser  Gleichungen 
müssen  alle  gleich  Null  sein,  wenn  w,  r,  w längs  der  ganzen  Ober- 
fläche des  Raumes  S gleich  Null  sein  sollen;  folglich  müssen 
diese  Grössen  auch  in  seinem  Innern  gleich  Null  sein. 

Daraus  folgt  weiter,  dass  nicht  zwei  Systeme  Grössen  u09 
vof  wof  p0  und  ttj,  Wj,  wl , px  existiren  können,  welche  den 
Gleichungen  (1)  und  (la)  genügen,  und  für  welche  überall  an 
der  Grenzfläche  des  Raumes  S: 

y\  ~ uo  = vi  - vo  = iCi  ~ wo  = 0 

wäre,  ohne  dass  gleichzeitig  überall  im  Innern: 

ui  “ «o  = vi  ~ vo  = wi  ~ wo  = 0 

py  — p0  = Const. 


Diese  letzteren  Differenzen  nämlich  wüi*den  für  ?/,  v,  tv,  p 
gesetzt  unter  den  zuletzt  betrachteten  Fall  kommen. 

Ob  bei  beweglichen  Wandungen  verschiedene  Lösungen 
der  Aufgabe  mit  verschiedenen  Bewegungen  des  beweglichen 
imd  in  sich  selbst  verschieblichen  Wandtheiles  existiren  können, 
hängt  von  der  Natur  der  diesen  bewegenden  Kräfte  ab. 

Berücksichtigt  man,  dass  nach  Gleichung  (2b)  im  stationären 
Strome  P = Q ist,  welche  Gleichung  die  der  Erhaltung  der 
Kraft  ist,  so  ist  die  Grösse  P — J Q,  welche  zum  Minimum 
gemacht  werden  soll,  unter  Festhaltung  jener  Bedingung  der 
Erhaltung  der  Kraft,  auch  gleich  J Q zu  setzen.  Vorausgesetzt 
also  Incompressibilität  der  Flüssigkeit,  ferner  das  Gesetz  von 
der  Erhaltung  der  Kraft,  und  vollständige  Adhärenz  der  Flüs- 
sigkeit an  die  beweglichen  Theile  der  Wandung,  so  kann  dem  Ge- 
setze die  im  Anfang  ausgesprochene  Formulirung  gegeben  werden. 
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A.  Seebeck,  lieber  die  Schwingungen  gespannter  und  nicht  gespannter 
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Der  Unterschied  der  nach  hydrodynamischen  Principien 
berechneten  Schallgeschwindigkeit  916,322  Fuss  engl,  und  der 
beobachteten  von  1089  Fuss  ist  bisher  hergeleitet  worden  von 
der  Erwärmung  und  Erkältung,  welche  die  Luft  bei  ihrer  Ver- 
dichtung und  Verdünnung  erleidet.  Bei  Berücksichtigung  dieses 
Umstandes  entspricht  nämlich  einer  gleichen  Dichtigkeits- 
änderung eine  grössere  Aenderung  der  Spannung,  als  es  nach 
dem  Mariotte’schen  Gesetze  der  Fall  sein  würde,  und  dem- 
gemäss wird  bekanntlich  auch  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
elastischer  Wellen  vergrössert.  Nun  ist  die  durch  directe  Ver- 
suche ermittelte  Grösse  der  Erwärmung  der  Gase  durch  Com- 
pression  allerdings  nicht  hinreichend,  um  den  ganzen  Unter- 
schied zu  erklären,  indessen  haben  wir  auch  allen  Grund  an- 
zunehmen, dass  die  gefundenen  Zahlen  durch  die  bei  solchen 
Versuchen  nicht  zu  vermeidenden  Verluste  von  Wärme  zu 
klein  ausgefallen  sind. 

Hi*.  J.  Challis  hat  in  den  vorn  citirten  Aufsätzen  im 
„Phil.  Mag.“  diese  Erklärung  als  ungenügend  darzustellen  und 
eine  ganz  neue  rein  hydrodynamische  Theorie  der  Schallbe- 
wegung zu  entwickeln  gesucht,  aus  welcher  sich  eine  grössere 
Geschwindigkeit  der  Fortpflanzung  ergeben  sollte,  als  aus  der 
bisherigen.  Der  erste  Einwand  Bd.  XXXII  S.  283,  dass  die 
elastische  Kraft  der  Luft  bei  Verdichtung  mit  Temperatur- 
änderung zwar  grösser,  bei  Verdünnung  aber  kleiner  sein  müsse 
als  ohne  dieselbe,  während  eine  grössere  Schallgeschwindigkeit 
nur  durch  Vermehrung  der  elastischen  Kraft  in  beiden  Fällen 
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erzeugt  werden  könne,  beruht  auf  einem  Missverständnis«*,  welches 
bei  einem  so  fertigen  Mathematiker  überrascht.  Derselbe  ist 
von  Hrn.  Airy  ibd.  343  zurückgewiesen,  indem  er  erinnert, 
dass  es  nicht  auf  die  absolute  Grösse  der  elastischen  Kräfte 
ankomme,  sondern  auf  ihren  Unterschied  von  denen  des  Gleich- 
gewichtszustandes, und  dass  dieser  Unterschied  in  beiden  Fällen 
vergrössert  sei.  In  den  weiteren  Aufsätzen  Bd.  XXXII  498 
imd  XXXIII  sucht  Hr.  Challis  dagegen  aus  den  Gleichungen 
für  die  Schallbewegungen  mit  Berücksichtigung  des  Einflusses 
der  Erwärmung  nachzuweisen,  dass  dieser  Einfluss  nicht  blos 
in  einer  Aenderung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  bestehen 
könne,  sondern  auch  den  Charakter  der  Bewegung  ändere. 
Dagegen  ist  zu  erinnern,  dass  alle  unsere  Theorien  kleiner 
elastischer  Schwingungen  nur  eine  Art  von  Bewegung  dar- 
stellen sollen,  welcher  sich  wirklich  stattfindende  Bewegungen 
immer  mehr  nähern,  je  kleiner  sie  sind;  deshalb  sind  wir  be- 
rechtigt in  den  Gleichungen  die  Aenderungen  der  Dichtigkeit 
?egen  die  ganzeDichtigkeit,  die  Geschwindigkeiten  der  schwin- 
genden Tlieile  gegen  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  zu  ver- 
nachlässigen, wie  es  auch  Hr.  Moon  in  seiner  oben  citirten 
Antwort  gegen  Hrn.  Challis  thut,  und  dann  reducirt  sich  der 
Einfluss  der  Temperaturänderung  wirklich  auf  eine  blosse  Aen- 
derung der  Schallgeschwindigkeit,  wie  es  auch  aus  den  von 
letzterem  selbst  aufgestellten  Gleichungen  folgt 

Um  eine  neue  Theorie  des  Schalles  zu  gründen,  sucht 
Hr.  Challis  in  seinem  ersten  Aufsatze  ein  particuläres  In- 
tegral der  hydrodynamischen  Gleichungen,  durch  welches  eine 
nach  einer  Richtung  sich  fortpflanzende  Bewegung  dargestellt 
wird.  Wir  haben  bekanntlich  zweierlei  Systeme  von  hydro- 
dynamischen Gleichungen  eines  für  Bewegungen  von  endlicher 
Grösse , und  ein  zweites  einfacheres  für  unendlich  kleine 
Schwingungen.  Nennen  wir  o die  Dichtigkeit,  p den  Druck, 
u die  Geschwindigkeit  in  Richtung  der  x,  v die  in  Richtung 
der  yy  ic  die  in  Richtung  der  z für  den  Punkt  dessen  Coor- 
dinaten  xf  yy  z sind  zur  Zeit  t,  feiner  a 2 die  Constante,  welche 
der  Gleichung  genügt  p — a2o,  und  betrachten  wir  nur  Fälle, 
in  welchen  sich  eine  Function  cp  von  xy  y , z und  t so  finden 
lässt,  dass  u — dcp / dx,  v^dcpjdy,  io  — dcp /dz,  so  reducirt 
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104  sich  bekanntlich  das  System  der  exacten  Gleichungen  für  Be- 
wegungen von  Gasen,  welche  nicht  dem  Einflüsse  äusserer  Kräfte 
ausgesetzt  sind,  auf  folgende  zwei: 


c — ürln.  o = -f  | 


d (f 
idx, 


+ 


wy 

,dy) 


+ 


fdq_ 
* dz 


d.  ln.  q _ d.  ln.  q dq>  . d.  ln.  q dtp  rf.  ln.  p dq  d3q 

dt  ~~  dx  dx  dy  dy  dz  dz  dx 2 


(i) 


d1 


i - y \ " 't 

+ d?  + dz* 


d*q 


Die  Gleichung  für  unendlich  kleine  Schwingungen  erhält 
man  hieraus,  wenn  man  die  höheren  Dimensionen  der  Ablei- 
tung von  (f  weglässt,  und  q eliminirt: 


o = **-**£  + * 

dt 2 V dx 3 ^ dy 2 


<T  , d-q 

~ + rfi» 


Eine  ganz  ähnliche  existirt  für  o: 

d 2 


o = tV  - «2 
dt 5 \dx 2 


- 4- 

^ dy5  + rfz», 


Hr.  Cliallis  benutzt  zunächst  nur  die  letzteren  Gleichungen, 
und  findet  als  ein  seiner  Forderung  entsprechendes  particuläres 
Integral: 


= mf  sin 


i 


wo  X die  Wellenlänge  bezeichnet  und  f irgend  eine  Function 
von  x und  y,  welche  der  Gleichung  entspricht: 


d2f 
dx 3 


+ |C  + 4*/=o. 


Dieses  Integral  zeigt  also  Vibrationen  an,  parallel  der 
Axe  der  z,  welche  sich  parallel  dieser  selben  Axe  mit  der 
Geschwindigkeit  a Y 1 +eÄ~2/n2  fortpflanzen;  letztere  ist,  da  e 
in  der  Untersuchung  als  Bezeichnung  einer  nothwendig  positiven 
aber  noch  unbestimmten  Grösse  eingeführt  ist,  stets  grösser 
als  die  sonst  gefundene  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  o.  Die 
Function /,  welche  die  Vertheilung  der  Gleichgewichtsstörungen 
in  Ebenen  darstellt,  die  auf  der  z-Axe  senkrecht  stehen,  muss 
zwei  willkürliche  Functionen  von  x und  y enthalten,  da  sie  durch 
eine  partielle  Differenzialgleichung  zweiten  Grades  gegeben  ist. 
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Als  einfachsten  Fall  betrachtet  Hr.  Cliallis  den,  wo  die  Stö- 
rungen nach  allen  Eichtungen  senkrecht  auf  der  Axe  der  z 105 
dieselben  sind,  also  nur  von  der  Entfernung  von  dieser  Axe 
abhängen;  er  erhält  so  eine  bestimmte  Function  dir  /,  welche 
Verdichtungswellen  bezeichnet  von  der  Gestalt  concentriseher 
Ringe,  welche  in  der  Richtung  der  z fortschreiten.  Die  Wellen 
nehmen  hei  wachsendem  Durchmesser  der  Ringe  an  Intensität 
ab,  die  intensivste  Welle  aber  schreitet  längs  der  Axe  dieser 
Ringe  fort  innerhalb  einer  cylindrischen  Hülle ; der  Durchmesser 
dieser  Hülle  hängt  von  der  Grösse  e ab.  Diese  Art  von  Be- 
wegung in  einem  cylindrischen  Faden  betrachtet  Hr.  Cliallis 
als  die  elementare,  er  nennt  sie  „nicht  divergirende  Wellen“, 
und  bemüht  sich  schliesslich  nachzuweisen,  dass  die  Grösse  eX2f 
welche  die  grössere  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  bedingt,  nur 
von  der  Natur  des  Stoffes  abhängig  sei,  aber  dies  ist  die 
schwache  Stelle  seiner  Untersuchung. 

Hr.  Airy  hat  darauf  gezeigt,  dass  sich  die  von  Hm. 
Challis  gefundenen  Bewegungen  zusammensetzen  lassen  aus 
ebenen  Wellen,  deren  Normalen  gleiche  Winkel  mit  der  Axe 
der  z bilden,  und  je  zwei  in  derselben  Ebene  mit  dieser  Axe 
liegen.  Liegen  z.  B.  diese  Normalen  in  der  Ebene  der  xz, 
und  bilden  mit  ihr  den  Winkel  «,  so  sind  die  Geschwindig- 
keitsgleichungen für  die  eine: 

1 d,  — m sin  I ~ (x  sin  a -{-  z cos  u — at)  J 
und  für  die  andere: 


w„  = msin  J-y-  (— .rsina-f  zcosa—  at)  } 


ihre  Summe:' 


10= 2m cos  .rsin«  j sin  j~  (zcosa— a/)J 


die  letztere  Gleichung  kann  geschrieben  werden  ganz  über- 
einstimmend mit  der  von  Hm.  Challis  gefundenen: 


to 


wo  L = /t/cosa,  ax  = a/cosa  und  f = cos  {2^  .rsin ce/X}.  Bei 
einem  solchen  Zusammenwirken  zweier  ebenen  Wellensysteme 


238 


Schallbewegung. 


laufen  also  die  einzelnen  Phasen  nach  der  Halbirungslinie  des 
106  Winkels  den  ihre  Normalen  bilden  mit  einer  grösseren  Ge- 
schwindigkeit ab , als  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
Schalles  beträgt;  dieselbe  hängt  aber  ab  von  der  Grösse  des 
Winkels  ce,  und  ist  keine  Unveränderliche.  Durch  Zusammen- 
setzung verschiedener  ähnlicher  Paare  von  verschiedener  In- 
tensität, Wellenlänge  imd  Lage,  deren  Normalen  aber  alle  den- 
selben Winkel  mit  der  r-Axe  bilden,  kann  man  den  allge- 
meineren von  Hm.  Challis  behandelten  Fall  darstellen,  die 
llingsysteme  dagegen,  wenn  man  alle  diejenigen  Wellensysteme 
zusammensetzt,  welche  gebildet  werden,  wenn  man  ein  solches 
Paar  um  die  z-Axe  rotiren  lässt. 

Hr.  Challis  verwahrt  sich  in  seinem  zweiten  Aufsätze 
gegen  diese  Zerlegung  seiner  nicht  divergirenden  Wellen  in 
ebene  Wellen,  indem  er  den  particulären  Integralen  der  all- 
gemeinen Bewegungsgleichungen,  welche  die  Bewegung  ebener 
und  sphärischer  Wellen  darstellen,  alle  physikalische  Bedeutung 
abspricht,  weil,  wie  er  nachzuweisen  sucht,  diese  Gleichungen 
auf  physikalische  Vorstellungen  angewendet  in  Widersprüche 
führen.  Für  ebene  Wellen  braucht  er  zu  diesem  Behufe  die 
vollständigen  Gleichungen  (I).  Setzt  man  voraus,  dass  die  Be- 
wegungen nur  der  Axe  der  z parallel  seien,  dass  Druck  und 
Geschwindigkeit  in  den  auf  z senkrechten  Ebenen  gleich  seien, 
und  eliminirt  man  p aus  den  Gleichungen  (I),  so  erhält  man 
die  exacte  Gleichung  für  ebene  Wellen: 

__  Ls  _ (d<P  Vl  . o dg,  d*q  __  0 

dt 2 l \dx ) I d.r2  dx  dxdt  * 
und  ein  entsprechendes  Integral  derselben  ist: 

W — 1p(z  — (a  + w)  t)  ) 

wo  yt  eine  willkürliche  Function  der  in  Parenthese  beistehenden 
Grösse  ist.  Dieser  Ausdruck  bezeichnet  eine  Bewegung,  bei 
welcher  die  Phasenpunkte  olme  Bewegung  mit  der  Geschwin- 
digkeit a fortschreiten,  diejenigen  aber,  in  denen  die  Geschwin- 
digkeit m ist,  mit  der  a + m.  Es  lässt  sich  aus  der  Integral- 
gleichung leicht  der  entsprechende  Ausdruck  für  die  Dichtig- 
keiten ableiten.  Man  findet: 

ln  S-  — -L  M? 

« 
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wo  p0  die  Dichtigkeit  in  der  Gleichgewichtslage  bezeichnet. 
Den  positiven  Werthen  von  w entsprechen  demnach  Werthe 
von  o > p0,  den  negativen  solche  von  q < pu.  Es  schreiten 
also  in  den  durch  die  obige  Integralgleichung  gegebenen  Wellen- 
systemen che  Phasen  der  grösseren  Dichtigkeit  schneller  fort, 
als  die  der  geringeren,  und  die  Wellen  müssen  im  Fortschreiten 
ihre  Gestalt  ändern.  Hr.  Challis  spricht  nun  der  obigen 
Gleichung,  von  deren  Richtigkeit  man  sich  übrigens  leicht  durch 
Integriren  überzeugen  kann,  alle  physikalische  Gültigkeit  ab, 
weil  bei  diesem  ungleichmässigen  Fortschreiten  verscliiedener 
Phasen  derselben  Welle  es  endlich  dazu  kommen  müsse,  dass 
ein  Punkt  ohne  Geschwindigkeit  einen  ihm  voranliegenden  der 
Verdüimungsphase  einhole  und  überhole,  und  er  zugleich  ein- 
geholt und  überholt  werde  von  einem  der  hinter  ihm  liegen- 
den Verdichtungsphase,  sodass  nach  jener  Gleichung  in  dem- 
selben Punkte  der  z-Axe  gleichzeitig  Verdünnung,  Verdichtung 
und  normale  Dichtigkeit,  positive,  negative  und  keine  Geschwin- 
digkeit vorhanden  sein  müsse,  was  in  diesem  Falle  der  physi- 
kalischen Anwendung  Unsinn  sei;  deshalb  könne  diese  Form 
des  Integrals  überhaupt  nicht  mögliche  physikalische  Verhält- 
nisse aussprechen.  Indessen  kann  dieses  Princip  nicht  zu- 
gegeben werden.  Weim  die  Differenzialgleichungen  alle  Be- 
dingungen der  betrachteten  Bewegungen  enthalten,  so  muss 
auch  jedes  ihnen  entsprechende  reelle  particuläre  Integral  einen 
möglichen  Fall  solcher  Bewegung  aussprechen.  Führt  dasselbe 
aber  aus  anwendbaren  Werthen  über  zu  nicht  anwendbaren, 
so  muss  an  der  Grenze  beider  ein  in  den  Differenzialgleichungen 
nicht  berücksichtigtes  Verhältniss  Vorkommen.  Dieses  ist  in 
diesem  Falle  von  Hrn.  Stokes  aufgefunden.  Bei  der  Auf- 
stellung der  hydrodynamischen  Gleichungen  (I)  muss  man  näm- 
lich die  Voraussetzung  machen,  dass  die  Dichtigkeits-  und 
Geschwindigkeitsänderungen  bei  dem  Uebergange  von  einem 
Theilchen  auf  die  benachbarten  continuirliche  seien,  also  dqjdx 
und  dwjdx  endliche  Grössen.  Jene  Gleichungen  finden  aber 
keine  Anwendung  mehr,  sobald  an  irgend  einer  Stelle  eins 
dieser  Verhältnisse  imendlich  geworden  ist.  Das  muss  aber 
eintreten,  sobald  irgend  ein  Punkt  der  Verdichtungsphase  irgend 
einen  von  geringerer  Dichtigkeit  erreicht.  Nur  bis  zu  diesem 
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108  Augenblicke  ist  die  obige  Gleichung  gültig;  was  dann  geschieht 
kann  nicht  mehr  aus  den  Gleichungen  (I)  abgeleitet  werden, 
sondern  muss  durch  eine  besondere  Betrachtung  ermittelt  werden. 
Am  passendsten  scheint  der  Vergleich  mit  einer  überschlagen- 
den Wasserwelle  zu  sein.  Jedenfalls  müssen  aber  die  ein- 
tretenden Aenderungen  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Welle 
gleichmässig  eintreten,  sodass  doch  wieder  ebene  Wellen  anderer 
Form  entstehen,  und  nach  denselben  Gesetzen  fortschreiten  wie 
vor  der  Aenderung. 

Damit  ist  die  principielle  Schwierigkeit  beseitigt.  Uebrigens 
möchte  in  der  Praxis  die  Formänderung  ebener  Schallwellen 
und  ihre  Brandung  kaum  von  Wichtigkeit  sein  bei  der  unge- 
mein geringen  Amplitüde  reiner  musikalischer  Töne.  Ist  ?c 
verschwindend  klein  gegen  a,  so  verändert  sich  die  obige  exacte 
Formel  in  die  bekannte: 


10  = \p{z  — at)  • 


Uebrigens  ist  zu  bemerken,  dass  wir  in  den  Fällen,  wo 
wir  die  exacte  Formel  an  wenden  müssen,  nicht  mehr  Wellen 
verschiedener  Richtung  durch  Addition  zusammensetzen  dürfen, 
weil  die  ungestörte  Superposition  der  Schwingungen  bei  einer 
solchen  Intensität  derselben  nicht  mehr  stattfindet.  Es  äussert 
sich  dies  in  der  Rechnung  dadurch,  dass  eine  Summe  par- 
ticulärer  Integralgleichungen  die  Gleichungen  I.  nicht  mehr 
erfüllt. 


Ein  gleicher  zu  beseitigender  Einwand  von  Hm.  Challis 
gegen  die  gewöhnliche  Theorie  des  Schalles  bezieht  sich  auf 
die  Kugelwellen.  Das  bekannte  particuläre  Integral  der 
Gleichungen  für  kleine  Schwingungen  für  diese  Art  der  Be- 
wegung ist: 


9-Qo^ 


V(at  — r) 

r 


Nehmen  wir  an,  es  sei  nur  eine  einzelne  Welle  vorhanden, 
deren  Mitte  den  Radius  R habe,  deren  Breite  2e  dagegen 
vernachlässigt  werden  könne,  und  die  in  einem  gleichmässig 
mit  ruhender  Luft  angefüllten  Raume  fortschreite,  so  ist  der 
Ausdruck  für  die  Quantität  von  Masse,  welche  in  dem  von  der 
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Welle  durchlaufenen  Raume  mehr  vorhanden  ist  als  im  ruhigen 
Zustande : 


R +i 


R—  t 


Sie  wächst  also  mit  der  Zeit  in  demselben  Verhältnisse 
wie  der  Radius,  wenn  das  Integral  einen  bestimmten  positiven 
Werth  hat,  und  da  die  unbestimmte  Function  darin  nach  Be- 
lieben geändert  werden  kann,  so  kann  man  dem  Integral  jeden 
beliebigen  Ziffernwerth  ertheilen.  Nach  Hm.  Challis  würde 
also  diese  Integralgleichung  die  Folgerung  zulassen,  dass  sich 
die  Quantität  der  vorhandenen  Materie  entweder  vermehren 
oder  vermindern  könne.  Hr.  Stokes  weist  Bd.  XXXIV  S.  54 
dagegen  nach,  dass  die  Gleichung,  welche  man  aus  jener  Inte- 
gralgleichung der  Dichtigkeit  für  die  Geschwindigkeit  der  Luft- 
theilchen  ableiten  könne,  ausser  den  Vibrationen,  die  der 
Wellenbewegung  angehören,  noch  eine  zum  Centrum  gerichtete 
oder  von  ihm  ausgehende  Geschwindigkeit  angebe,  wenn  der 

Ausdruck  f \p(r—<a)  dr  einen  positiven  oder  negativen  Werth 

habe,  und  dass  daher  die  Vermehrung  oder  Verminderung  der 
Masse  rühre.  Die  Antwort  von  Hrn.  Challis  dagegen  ibd. 
S.  91  ist  keine. 


ln  dem  grössten  Theil  seiner  späteren  Aufsätze  bemüht 
sich  Hr.  Challis  nachzuweisen,  dass  seine  nicht  divergiren- 
den  Wellen  den  Fordeningen  der  exacten  Bewogungsglei- 
chungen  Genüge  leisten.  Er  findet  für  Wellenformen,  welche 
ohne  Veränderung  der  Gestalt  parallel  der  Axe  der  z fort- 
'chreiten  sollen,  eine  bestimmte  Gestalt,  ausgedrückt  durch 
eine  Consinusreihe  von  z — ax  t , (Bd.  XXXIII  S.  363,  Glei- 
chung 1 und  2),  während  die  Vertheilung  rund  um  die  Axe 
der  z ausgedrtickt  bleibt  durch  eine  partielle  Differential- 
gleichung zweiten  Grades  nach  x und  y.  Die  mathematische 
Entwicklung  erregt  einige  Bedenken,  weil  er  mehrere  Male 
Sätze,  die  aus  den  ungenaueren  Gleichungen  (II)  geflossen 
waren,  erst  nachdem  er  sie  eine  Weile  gebraucht  hat,  durch 
andere  ersetzt,  welche  aus  den  exacten  Gleichungen  herge- 
leitet sind.  Aber  selbst  wenn  seine  nicht  divergirenden  Wellen 

Helmholtz,  vriwensch.  Abhandlungen.  16 
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unveränderlich  fortschreiten,  so  beweist  das  noch  nichts  für 
die  Noth wendigkeit,  dass  wir  alle  Schallwellen  in  solche  zer- 
legen müssen,  weil  in  allen  Fällen,  wo  die  exacteren  Gleichungen 
gebraucht  werden  müssen,  überhaupt  keine  einfache  Zusammen- 
setzung und  Zerlegung  der  Wellen  mehr  stattfindet.  In  den- 
jenigen Fällen  aber,  wo  die  nicht  exacten  Gleichungeu 
anwendbar  sind,  ist  es  eine  kühne  Hoffnung,  dass  durch  Zu- 
110  sammensetzung  seiner  linearen  Wellen  zu  ebenen  und  sphä- 
rischen eine  andere  Bewegung  herauskommen  soll,  namentlich 
eine  andere  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  als  die  der  ebenen 
Wellen,  in  welche  nachweislich  jene  linearen  aufgelöst  werden 
können. 

Hr.  Blake  hat  den  Unterschied  der  aus  dem  Mariotte'- 
schen  Gesetz  berechneten  Schallgeschwindigkeit  von  der  wirk- 
lichen noch  auf  eine  andere  Weise  zu  erklären  versucht.  Er 
sucht  nämlich  auf  elementare  Weise  sich  einen  Ausdruck  zu 
verschaffen  für  die  Aenderung  jener  Geschwindigkeit  durch 
Steigerung  der  Intensität  des  Schalls.  Dieser  Ausdruck  ist 
aber  falsch,  weil  er  ihn  herleitet  aus  der  Annahme,  dass  alle 
Theile  der  Welle  sich  mit  gleicher  Geschwindigkeit  fortbewegen, 
was  nach  der  oben  hingestellten  exacten  Integralgleichung  für 
ebene  Wellen  nicht  der  Fall  ist.  Er  nimmt  dann  an,  dass 
erst  Schall  von  einer  gewissen  Intensität  gehört  werde,  und 
dass  die  beobachtete  Schallgeschwindigkeit  eben  deshalb  grösser 
sei,  als  die  für  eine  verschwindend  kleine  Intensität  berechnete. 


Hr.  Wertheim  hatte  eine  ausgedelmte  Arbeit  zur  Be- 
stimmung der  Schallgeschwindigkeit  in  verschiedenen  Flüssig- 
keiten ausgeführt.  Er  berechnet  dieselben  aus  den  Tönen  von 
Orgelpfeifen,  in  welchen  die  betreffende  Substanz  in  Longitu- 
dinalschwingungen versetzt  wird.  Der  erste  Theil  seiner  Arbeit 
besteht  in  einem  Studium  der  Eigenthümlichkeiten  dieser  Be- 
stimmungsweise an  den  Tönen,  welche  solche  Pfeifen  in  der 
Luft  geben.  Bekanntlich  sollten  die  Schwingungszaklen  von 
Tönen  verschiedener  Pfeifen  genau  im  umgekehrten  Verhältnis 
der  Pfeifenlänge  stehn,  wenn  die  Luftbewegung  in  denselben 
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rein  longitudinal  wäre.  Da  dieselbe  aber  an  den  beiden  Oeff- 
mingen  der  Pfeife  beträchtlich  von  dieser  Voraussetzung  ab- 
weicht, so  trifft  dieses  Gesetz  nie  genau  zu,  und  zwar  desto 
weniger,  je  weiter  die  Pfeife  ist.  Hr.  Wertheim  hat  ange- 
nommen, diese  Störung  könne  bei  einer  und  derselben  Pfeife, 
der  man  verschiedene  Längen  giebt,  nach  ihrer  Wirkung 
gleichgesetzt  werden  einer  bestimmten  Verlängerung  der  Pfeife,  m 
und  hat  diese  letztere  berechnet  aus  den  Tönen,  welche  er  bei 
drei  verschiedenen  Pfeifen  längen  erhielt.  Diese  Annahme  ist 
aber  nur  annähernd  richtig,  wie  sich  tlieils  aus  Experimenten 
Anderer1),  theils  aus  den  Wertheim’schen  selbst  ergiebt,  da  in 
allen  Fällen,  wo  die  Correctionen  einen  beträchtlichen  Werth 
annehmen,  die  drei  Werthe,  welche  man  durch  Combination  je 
zweier  von  den  drei  Beobachtungen  berechnen  kann,  merklich 
sich  unterscheiden  und  zwar  meist  in  demselben  Sinne.  Die 
Grösse  dieser  Correctionen  ist  veränderlich  nach  der  Weite 
der  Pfeife,  nach  der  Gestalt  der  Mundöffnung,  Stärke  des 
Anblasens  u.  s.  w.;  sie  ist  in  vielen  der  angeführten  Versuche 
bis  zu  | der  kürzesten  Pfeifenlänge.  Eine  zweite  Schwierig- 
keit bei  genauen  Bestimmungen  macht  die  Veränderlichkeit  des 
Tons  nach  der  Heftigkeit  des  Anblasens;  je  grösser  die  letztere, 
desto  höher  wird  der  Ton,  daher  auch  der  aus  den  Obertönen 
berechnete  Grundton  stets  höher  liegt  als  der  direct  beobach- 
tete. Hr.  Wertheim  hat  sich  dieser  Störung  dadurch  zu 
entziehen  gesucht,  dass  er  die  drei  zusammengehörigen  Ver- 
suche bei  gleicher  Ausflussgeschwindigkeit,  controlirt  durch 
gleichen  Druck  des  Manometers,  anstellte,  und  wenn  er  Ober- 
töne erhielt,  aus  diesen  den  zugehörigen  Grundton  berechnete. 
Er  fand  dabei,  dass  die  Druckhöhen,  welche  die  den  einfachen 
Zahlen  entsprechende  Reihe  der  Obertöne  hervorriefen,  wuchsen 
im  Verhältniss  der  Quadrate  dieser  Zahlen.  Die  so  berech- 
neten Schallgeschwindigkeiten  stimmen  ziemlich  mit  der  direct 
beobachteten  332,3  Min. ; meist  sind  sie  etwas  kleiner  bis  zu 
2 Procent.  Um  die  Pfeifen  in  tropfbaren  Flüssigkeiten  ertönen 
zu  machen,  muss  die  Mundöffnung  schmaler  und  kürzer  sein, 
als  in  der  Luft;  Hr.  Wert  he  im  hat  viele  Versuche  anstellen 


1)  Siehe  Liscovius  in  Pogg.  Ann.  LVIII.  95. 
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müssen,  um  die  beste  Stellung  der  Lippen  der  Pfeife  zu  finden, 
hat  aber  endlich  an  offenen  Pfeifen  ebenso  klare  und  reine 
Töne  erhalten,  wie  in  der  Luft;  von  anderen  Nebentönen  der 
Lippen  oder  des  Metalls  der  Pfeife  soll  man  dieselben  leicht 
durch  den  Klang  unterscheiden  können ; wesentlich  für  das 
Gelingen  ist,  dass  die  Flüssigkeiten  von  Staub  und  Luftblasen 
112  rein  sind.  Die  Correctionen  und  Unregelmässigkeiten  sind  im 
Wasser  meist  geringer  als  in  der  Luft.  . Das  Mittel  seiner 
Versuche  für  Wasser  zwischen  10  und  20°  C.  ist  1173,4  m., 
wovon  die  einzelnen  Versuche  bis  zu  3 Proc,  ab  weichen.  Mit 
dem  Coefficienten  multiplicirt,  über  dessen  Bedeutung 
nachher,  giebt  dieselbe  1437,1  m.,  welche  Grösse  fast  zusam- 
menfällt mit  der  von  Colladon  und  Sturm  im  Genfer-See 
bei  9°  gefundenen  1435  m. 

Es  folgen  noch  Bestimmungen  der  Schallgeschwindigkeit 
vom  Meerwasser  in  denselben,  von  verschiedenen  anderen 
Flüssigkeiten  in  einem  kleineren  Apparate  angestellt.  Ich  gebe 
in  der  folgenden  Tabelle  unter  v die  noch  nicht  mit  V j multi- 
plicirte  Schallgeschwindigkeit,  unter  c die  cubische  Zusammen- 
drückung durch  100  Atmosphären. 

V c 

Seinewasser  . . . 15°  1 173,4  0,004  91 

— ...  30°  1 250,9  0,00433 

— ...  40°  1 324,8  0,003  88 

— ...  50°  1 349.0  0,003  75 

— ...  60°  1 408,2  0,003  46 

Meerwasser 1 187,0  0,004  67 

Kochsalzlösung  . . . . 1 275,0  0,003  49 

Alkohol  von  36  Grad  . 1 049,9  0,007  33 

Absoluter  Alkohol  . . 947,0  0,009  47 

Terpentinöl 989,8  0,008  00 

Aether 946,3  0,010  02. 

Die  Werthe  der  Zusammendrückbarkeit  sind  berechnet 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Schallgeschwindigkeit  im 
unbegrenzten  Medium  erhalten  werde  aus  der  in  der  Orgel- 
pfeife bestimmten  dnrch  Multiplication  mit  V | . 

Hr.  Wertheim  bemerkt,  dass  die  bisher  direct  gemesse- 
nen Werthe  derselben  mit  Ausnahme  der  des  Aethers  hin- 
reichend übereinstimmen  mit  den  berechneten,  und  dass  die 
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Uebereinstimmung  noch  grösser  sei  mit  den  neuesten  noch 
nicht  veröffentlichten  Versuchen  von  Grassi.  *) 

Mit  dem  Factor  ] § hat  es  folgende  Bewandtniss.  Denken 
wir  uns  im  Innern  einer  nach  den  Richtungen  der  Coordinateu 
verschieden  stark  gepressten  festen  elastischen  Masse  ein 
Massenelement  abgegrenzt  durch  Ebenen,  welche  den  Coordi- 
natenebenen  parallel  sind,  so  wird  der  Druck  X,  den  es  in  Rich- 
tung der  x ausübt,  eine  lineare  Function  der  verschiedenen  Com- 
pressionen  nach  den  drei  Axen  sein.  Ist  die  Längeneinheit 
auf  der  Axe  der  x geworden  1 — Ax,  auf  der  der  y,  \ — Ay, 
aut'  der  der  z,  1 — Az,  so  wird  sein: 

X — a1 2  Ax  4-  b2  [Ay  + Az) 

1 — a 2 Ay  4-  b2(Ax  4 -Az) 

Z = a2  A z 4-  b2  [Ax  4-  Ay). 

Entstellen  nun  in  einer  festen  unbegrenzten  elastischen 
Masse  ebene  Wellen  normal  auf  der  Axe  der  x,  so  werden 
die  Massenelemente  nur  in  der  Richtung  der  x comprimirt 
und  dilatirt,  weil  seitlich  in  Richtung  der  y und  z ebenso  com- 
primirte  Tbeilchen  danebenliegen,  also  werden  Ay  und  Az 
Null  werden,  und  die  Kräfte,  welche  die  Forpflanzung  der 

Wellen  bestimmen,  werden: 

X = a2  Ax. 

Wenn  s 2 die  Dichtigkeit  bezeichnet,  wird  die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit a s.  Entstehen  aber  in  einem  Stabe 
longitudinale  Wellen,  und  kann  sich  in  jedem  Querschnitt  nach 
den  Seiten  hin  das  Gleichgewicht  hersteilen,  so  dass  der  Druck 
nach  den  Seiten  hin  0 wird,  so  erhalten  wir  aus  unseren 
Gleichungen : 

X~a2Ax  + b2{Ay  + Az) 

0 = a2  Ay  4-  b2  (Ax  4-  A z) 

0 = a2  Az  4-  b2(Ax  4-  Ay), 
woraus  sich  ergiebt: 

*=(n!-Ä’) Ax- 

Poisson  hatte  aus  theoretischen  Betrachtungen  hergeleitet, 

1)  Grassi.  Note  sur  la  coinpressibilite  des  liquides  C.  R.  XXVII. 

153*;  Dingl.  p.  J.  CX.  31*;  Pol.  Centrbl.  1848  p.  1335;  Arch.  d.  sc.  ph. 
et  nat.  IX.  58. 
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dass  o2//>2  = 3 sei,  Wertheim1)  hat  experimentell  gefunden, 
in  dass  es  =2  sei;  danach  ergiebt  sich  in  unseren  letzten 
Ausdrucke: 

A = §a2  Ax 

und  die  Schallgeschwindigkeit  Y\ajs.  Dieselbe  ist  also  um 
V § kleiner,  wenn  die  Masse  quer  gegen  die  Fortpflanzungs- 
richtung des  Schalls  sich  frei  ausdehnen  kann  und  dadurch 
einen  Theil  ihrer  Spannung  verliert,  als  wenn  dies  nicht  der 
Fall  ist.  Da  Wertheim  das  Verhältniss  der  Schallgeschwin- 
digkeit in  einem  verhältnissmässig  dünnen  W assereylinder  zu 
der  im  unbegrenzten  Raume  ebenso  gross  gefunden  hatte,  wie 
das  derselben  in  einem  elastischen  Stabe  zu  der  in  einer  Masse 
von  drei  Dimensionen,  so  schliesst  er,  dass  die  Flüssigkeiten 
während  der  Schallschwingungen  nicht  Zeit  hätten,  die  Gleich- 
heit  des  Drucks  nach  allen  Seiten  herzustellen,  und  deshalb 
sich  ebenso  bewegten  wie  feste  elastische  Körper.  Wir  können 
indessen  diese  Erklärung  der  Versuche  nicht  annehmen,  weil 
der  Unterschied  der  Schallgeschwindigkeit  im  Stabe  und  im 
unbegrenzten  Körper  wesentlich  davon  abhängt,  dass  sich  jener 
nach  den  Seiten  ausdehnen  kann,  was  bei  der  von  der  Pfeife 
aus  Messing  oder  Glas  eingeschlossenen  Wassermasse  in  den 
besprochenen  Versuchen  nicht  der  Fall  war.  Nun  ist  aller- 
dings eine  Messingröhre  einer  comprimirten  Wassermasse 
gegenüber  nicht  als  so  absolut  fest  zu  setzen,  wie  es  bei  den 
Luftschwingungen  ist.  Schon  bei  den  letzteren  erniedrigt  sich 
der  Ton  der  Pfeife,  wenn  sie  aus  Holz  gefertigt  wird,  und 
noch  mehr,  wenn  ein  Theil  der  Wand  durch  eine  nachgiebigere 
Substanz,  z.  B.  Pergament,  ersetzt  wird,  und  etwras  Aelmliches 
muss  bei  Wasserschwingungen  in  Messiugröhren  Vorkommen. 
Indessen  kann  dieser  Einfluss  nicht  von  der  Art  der  Röhre 
unabhängig  sein,  er  muss  proportional  sein  ihrem  Radius, 
umgekehrt  proportional  ihrer  Wanddicke  und  ihrem  Elast icitäts- 
coefficenten.  Ob  sich  die  Resultate  der  Werthei m’schen 
Versuche  dadurch  erklären  lassen,  muss  künftigen  Unter- 
suchungen Vorbehalten  bleiben. 


1)  C.  R.  XXXVI.  206. 
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Hr.  Seebeck  hat  eine  Rechnungsmethode  angegeben,  um  11 
Ihr  die  Transversalschwingungen  nicht  gespannter  Stäbe  die 
Lage  der  Knoten,  der  Wendepunkte,  der  Punkte  der  stärksten 
Schwingung  und  Biegung  nach  einem  gemeinsamen  Verfahren 
für  die  verschiedenen  Befestigungsarten  der  Enden  bis  zu  be- 
liebig genauen  Näherungs  werthen  berechnen  zu  können.  Die 
Tonhöhen  waren  schon  aus  den  Untersuchungen  von  D.  Ber- 
noulli,  Euler  und  Poisson  bekannt,  die  Knoten  flir  Stäbe 
mit  zwei  freien  Enden  durch  ersteren,  Riccati  und  Streb lke. 
Hr.  Seebeck  ermittelt  aus  der  allgemeinen  Gleichung  für  die 
Form  eines  schwingenden  Stabes: 

y = Ae°x  -f-  Bfi~ux  + 67sin  ux  -J-  D cos  ux 

mit  Berücksichtigung  der  Bedingungen  für  die  Enden  zuerst 
die  verschiedenen  Werthe  von  u,  verschiedenen  Tönen  ent- 
sprechend, und  bringt  dann,  indem  er  y = 0 für  die  Knoten, 
(Pyjdx*  — 0 für  die  Wendepunkte  setzt,  die  Gleichung  auf  die 
Form: 


wo  ö = e~uX  ± e~ 4-  e~al(sin  ux  + cos«a?)  und  für  alle  Töne 
mit  Ausnahme  des  ersten  eine  sehr  kleine  Grösse  ist.  Man 
setzt  es  = 0,  erhält  dadurch  einen  ersten  Näherungswerth  von  ux, 
mit  diesem  einen  genaueren  von  S und  so  fort.  Für  den  ersten 
Ton  ist  der  erste  Näherungs werth  ux  = 1,04.  In  dieser  Form 
giebt  die  Gleichung  die  Entfernung  der  Knoten  eines  Stabes, 
dessen  eines  Ende  eingeklemmt  ist,  das  andere  frei,  vom  freien 
Ende,  die  der  Wendepunkte  desselben  vom  festen  Ende;  die 
der  Knoten  eines  an  beiden  Enden  freien  Stabes  und  die  der 
Wendepunkte  eines  an  beiden  Enden  eingeklemmten  Stabes 
von  einem  beliebigen  der  beiden  Enden.  Setzt  man  dagegen: 

Ö = — e~aX  + e~a  t_x)  + (sin  ux  + cos  ux), 

so  giebt  die  Gleichung  die  Wendepunkte  eines  freien  Stabes 
und  die  Knoten  eines  an  beiden  Enden  eingeklemmten. 

Ist  der  Stab  an  einem  Ende  angestemmt,  am  anderen 
eingeklemmt  oder  frei,  so  verhält  sich  sein  angestemmtes  Ende 
ganz  so  wie  die  Mitte  eines  an  beiden  Enden  eingeklemmten 
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ne  oder  freien  Stabes  sich  bei  den  geraden  Tönen  verhält,  und  man 
führt  so  diese  Fälle  auf  die  vorhergehenden  zurück.  Ist  der 
Stab  mit  beiden  Enden  angestemmt,  so  theilt  er  sich  ganz  ein- 
fach in  gleiche  Theile  ab.  Hr.  Seebeck  giebt  dann  noch  eine 
Tafel  der  so  berechneten  'YVerthe  für  die  verschiedenen  Fälle. 

Um  die  Correction  zu  ermitteln,  welche  bei  Berechnung 
der  Töne  gespannter  Saiten  durch  deren  Steifheit  bedingt 
wird,  hatten  Savart  und  Duhamel  die  Regel  aufgestellt,  dass: 

» 2 = n ,2  4-  «a„, 

wo  n die  Schwingungszahl  der  steifen  gespannten  Saite,  n,  die 
derselben  ungespannt,  n„  die  derselben  gespannt  und  als  nicht 
steif  betrachtet.  Hr.  Seebeck  zeigt,  dass  dies  theoretisch  nur 
gerechtfertigt  sei,  wenn  beide  Enden  um  Queraxen  drehbar  und 
nicht  eingeklemmt  seien.  Um  die  Correction  genauer  zu  er- 
mitteln ist  derselbe  von  der  allgemeinen  Bewegungsgleichung 
eines  gespannten  Stabes  ausgegangen.  Ist  p das  Gewicht  der 
Längeneinheit  des  Stabes,  P das  spannende  Grewicht,  und 
a dry  /dx2  das  elastische  Moment,  sodass  bei  einem  cy  lindrischen 
Stabe  vom  Halbmesser  r und  dem  Elasticitätsmodulus  m, 
n = mr*n\ 4 ist,  so  ist  die  Bewegungsgleichung: 

d*y  __  p9  d*y  ay  d*y 

dfi  p dx'1  p dx 4 

Ein  besonderes  Integral  dieser  Gleichung,  welches  einem 
einzelnen  Tone  von  der  Schwingungszahl  n entspricht,  ist: 

y — A,e"x+nt  + B,e-ttZ+nt  + Cf  sin  [ßx  -j-  nt)  -f  D,  cos  ( ßx  -f-  nt) 
-j-  A„eax-nt-\-  B„e-ax-nt  + C„sin  (ßx  — nt)  4-  D„  cos  (ßx  4 -nt) 


wenn : 


Die  Coefficienten  A,  B , C,  D bestimmen  sich  aus  den  Be- 
rn dingungen,  denen  die  Enden  unterworfen  sind.  Sind  beide 
Enden  eingeklemmt,  so  erhält  man: 
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und  kann  daraus  Näherungswerthe  berechnen,  indem  man 
läufig  setzt : 


2 nß 

ß*  ~ 

i 


2 n , /« /» 

p V 9 


und  aus  dem  oben  angegebenen  Werthe  von  ß 2 findet: 


vor- 


n!  = aJ-ß*  + *l  ß\ 
P P ‘ 


Hr.  Seebeck  fand  die  Ergebnisse  der  Rechnung  bei  einem 
mit  den  nöthigen  Yorsichtsmassregeln  angestellten  Versuche 
an  einer  starken  und  kurzen  Stahlsaite  vollkommen  genau  be- 
stätigt. Für  gewöhnliche  Saiten  von  geringer  Steifheit  giebt 
Hi*.  Seebeck  mit  Vernachlässigung  der  zweiten  Potenzen  von 
XajPP  folgende  Formel: 


n — ii 


n 


11 


n 


Die  Correction  beträgt  ungefähr  die  Hälfte  für  Saiten, 
deren  eines  Ende  an  einen  Steg  nur  angelehnt  frei  herunter- 
hängt, also  wie  das  angestemmte  Ende  eines  Stabes  sich  bewegt. 

Fehler  der  harmonischen  Reinheit  der  Obertöne  treten 
erst  auf,  wenn  man  die  zweite  Potenz  von  \ a j Pl2  berücksich- 
tigen muss.  Man  erhält  für  die  Schwingungsmenge  des  Ren 
Tones  in  der  Zeit  2>t: 

n = iN(  1 + r<5), 

wenn:  

jv="1/?(1  + 41/ä-«  + 12ä) 

und: 


Bei  den  gewöhnlichen  Monochordsaiten  ist  diese  Abweichung 
schon  völlig  unmerklich;  sind  die  Saiten  aber  so  stark,  dass  sie 
merklich  wird,  so  klingt  auch  der  Gr  rundton  unrein  wegen  der 
Beimischung  unreiner  Obertöne. 

Die  Arbeit  von  Hrn.  Duhamel  enthält  Erörterungen  über 
die  Superposition  der  Schwingungen  an  tönenden  festen  Körpern; 
es  ist  darin  nichts  neues  enthalten. 
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Hr.  Scott  Rüssel  hat  Gelegenheit  gehabt,  das  von 
Doppler1)  zuerst  erschlossene,  von  Buys-Ballot  beobach- 
126  tete  Phänomen  der  Veränderung  eines  Tones  durch  Bewegung 
des  tönenden  Körpers  oder  des  Beobachters  bei  viel  grösserer 
Geschwindigkeit  dieser  Bewegung  zu  prüfen.  Der  Beobachter 
befand  sich  auf  einer  Locomotive,  welche  sich  50  bis  60  engl. 
Meilen  in  der  Stunde  (22,2  bis  26,6  m.  in  der  Secunde)  fort- 
bewegte, wobei  die  Veränderung  des  Tones  einer  feststehenden 
Locomotivenpfeife  im  Augenblick  des  Vorbeifahrens  eine  ganzen 
Ton  beträgt.  Um  ebensoviel  werden  die  von  feststehenden 
Körpern  zurückgeworfenen  Geräusche  des  Eisenbahnzuges  im 
Vergleich  zu  den  direct  vernommenen  scheinbar  verändert. 
Die  dadurch  bedingte  Dissonanz  ist  nach  dem  Verfasser  Grund, 
warum  das  Geräusch  unter  Brücken  und  in  Tunnels  so  unan- 
genehm wird.  Gegen  seine  Erklärung  des  Phänomens,  welche 
mit  der  von  Doppler  übereinstimmt,  machte  D.  Brewster 
mündliche  Einwendungen,  indem  er  es  physiologischen  Ursachen 
zuschieben  zu  müssen  meint,  und  es  mit  dem  subjectiven  Licht- 
und  Farbenerscheinungen  vergleicht,  welche  durchbrochene 
rotirende  Schirme  hervorbringen.  Welcher  Zusammenhang 
dazwischen  sein  soll,  ist  nicht  angegeben. 

Kr.  Montigny  bemerkt,  dass  er  dasselbe  Phänomen  an 
dem  Tone  einer  Kirchenglocke  mehrere  Jahre  früher  bemerkt, 
indem  er  sich  durch  möglichst  schnelles  Laufen  gegen  sie  hin. 
oder  von  ihr  fort  bewegte,  und  sich  auch  dieselbe  Erklärung 
davon  gegeben  habe.  (Es  muss,  wie  Hr.  Crahay  hinzufugt, 
schnelles  Laufen  dazu  gehören,  die  Beobachtung  in  dieser 
Weise  zu  machen.) 

Unter  den  günstigsten  Umständen  kann  man,  wie  Referent 
beobachtet  hat,  die  besprochene  Erscheinung  an  den  Geläuten 
von  Schütten  wahrnehmen,  welche  möglichst  schnell  auf  einer 
guten  Bahn  dahinfahren.  Wenn  der  Beobachter  dicht  an  der 
Bahn  steht,  hört  er  im  Augenbücke,  wo  der  Schütten  an  ihm 
vorüberfährt,  den  Ton  der  Glocken  meist  um  einen  halben 
Ton  sinken. 


1)  Berl.  Ber.  1845,  S.  154. 


Digitized  by  Google 


Jahresbericht  1848. 


251 


Stokes.  On  some  points  in  the  received  theory  of  sound.  Phil.  Mag.  93 
XXXIV.  52*. 

Challis.  Continnation  of  researches  in  the  mathematical  theory  of  aerial 
vibrations.  Phil.  Mag.  XXXIV.  38*. 

Moon.  On  a difficulty  suggested  by  professor  Challis  in  the  theory  of 
sound.  Phil.  Mag.  XXXIV.  136*. 

Stokes.  On  the  theory  of  sound.  In  reply  to  professor  Challis.  Phil. 
Mag.  XXXIV.  203. 

Challis.  On  the  theoretical  value  of  the  velocity  of  sound,  in  reply  to 
Mr.  Stokes.  Phil.  Mag.  XXXIV.  284*. 

Challis.  On  the  theory  of  sound.  Phil.  Mag.  XXXIV.  348*. 

Challis.  Determination  of  the  velocity  of  sound  on  the  principles  of 
lmlrodynamics.  Phil.  Mag.  XXXIV.  353*. 

Airy.  On  the  difficulty  in  the  theory  of  sound.  Phil.  Mag.  XXXIV.  401*. 

Challis.  On  spherical  waves  in  an  elastic  fluid.  Phil.  Mag.  XXXIV.  449*. 

Challis.  On  the  views  of  the  astronomer  royal.  Phil.  Mag.  XXXIV.  241. 


Vorstehend  ist  die  Literatur  des  Streites  gegeben,  den 
Herr  Challis  über  die  theoretische  Bestimmung  der  Schall- 
geschwindigkeit angeregt  hatte.  Es  kommen  in  diesen  Auf- 
sätzen keine  neuen  Gründe  und  Gegengründe  zur  Sprache 
ausser  denen,  welche  schon  in  dem  vorjährigen  Berichte  über 
diesen  Gegenstand  besprochen  worden  sind.  Der  Streit  wird 
auf  eine  unfruchtbare  Weise  nur  dadurch  verlängert,  dass 
Prof.  Challis  streng  die  veralteten  Regeln  des  Disputirens 
festhaltend,  viele  Weitläufigkeiten  hervorruft,  und  dabei  den 
Sinn  von  keinem  einzigen  Argumente  seiner  Gegner  versteht. 
Ich  halte  es  deshalb  für  unnöthig,  weiter  über  den  Verlauf 
des  Streites  zu  berichten,  den  übrigens  auch  beide  streitende 
Theile  abgebrochen  haben. 

Zu  erwähnen  ist  nur  die  numerische  Bestimmung  der 
Schallgeschwindigkeit,  welche  Challis  für  seine  Schallstrahlen 
(ravvibrations)  giebt,  und  zwar  an  zwei  Stellen,  Phil.  Mag. 
XXXIV.  p.  08  und  364.  Diese  Art  der  Luftbewegung  wird 
durch  ein  besonderes  particuläres  Integral  der  aerodynamischen 
Gleichungen  ausgedrückt,  und  kann  der  Anschauung  am  besten 
zugänglich  gemacht  werden,  wenn  man  ein  System  ebener 
Wellen  um  eine  beliebig  durch  dasselbe  gezogene  gerade  Linie 
als  Axe  gedreht  denkt  und  alle  die  Wellensysteme,  welche 
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durch  die  verschiedenen  Lagen  des  gedrehten  Systems  gegeben 
sind,  als  gleichzeitig  vorhanden  annimmt.  In  der  Axe  findet 
dann  eine  Wellenbewegung  statt,  wobei  sich  die  Lufttheilchen 
nur  in  der  Richtung  der  Axe  verschieben,  und  die  einzelnen 
Wellenphasen  sich  mit  grösserer  Geschwindigkeit  fortpflanzen 
als  in  ebenen  Wellen,  und  zwar  ist  die  Fortpflanzung  desto 
schneller,  je  grösser  der  Winkel  ist,  den  die  Drehungsaxe  mit 
den  Normalen  der  elementaren  ebenen  Wellen  bildet.  Ring- 
um  die  Axe  findet  nicht  blos  ihr  parallel,  sondern  auch  senk- 
recht gegen  sie  gerichtet  eine  Bewegung  der  Lufttheilchen 
statt,  doch  giebt  es  eine  Anzahl  von  concentrischen  Oylinder  - 
flächen,  in  denen,  wie  in  der  Axe,  die  Bewegung  dieser  nur 
parallel  ist.  Diese  Cylinderflächen  haben  nicht  überall  gleiche 
Abstände  von  einander,  wohl  aber  werden  ihre  Abstände  in 
unendlich  grosser  Entfernung  von  der  Axe  einer  Constanten 
gleich,  welche  Challis  auf  Seite  94  mit  A bezeichnet.  Nun 
stellt  er  die  Behauptung  auf,  dass  A der  halben  Wellenlänge 
längs  der  Hauptaxe  gleich  sei,  ohne  Gründe  dafür  anzufuhren. 
Es  entspricht  dieser  Fall  der  Annahme,  dass  die  Drehungsaxe 
mit  der  Normale  auf  den  elementaren  ebenen  Wellen  einen 
Winkel  von  32°  29'  bilde,  und  die  Rechnung  ergiebt  dann  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  zu  1086  engl.  Fuss,  während  die 
Beobachtungen  1089  ergeben,  was  allerdings  sehr  viel  näher 
stimmt,  als  es  die  theoretisch  berechnete  Geschwindigkeit  der 
ebenen  Wellen  thut,  wenn  man  die  Erwärmung  der  Luft  durch 
Druck  vernachlässigt.  Die  Betrachtung  der  besprochenen  Be- 
»5  wegungsart,  als  eines  Systemes  ebener  Wellen,  gegen  welche 
Challis  allerdings  protestirt,  wrcil  er  überhaupt  die  Möglich- 
keit ebener  Wellen  nicht  zugeben  will,  zeigt  gleich,  dass  gar 
kein  Grund  vorhanden  ist  einen  Winkel  bei  der  Zusammen- 
setzung besonders  hervorzuheben,  und  dass  dieselbe  mit  jedem 
beliebigen  Winkel  möglich  sein  muss.  Ebensowrenig  ist  dem 
Berichterstatter  gelungen  aus  der  Betrachtung  der  Differential- 
gleichungen, welche  Challis  zu  Grunde  legt,  einen  solchen 
einzelnen  Werth  der  betreffenden  Constanten  herzuleiten,  son- 
dern dieser  Werth  bleibt  vollkommen  willkürlich.  Daher  ist  jene 
Bestimmung  der  Schallgeschwindigkeit  auch  willkürlich  und 
ihre  Uebereinstimmung  mit  dem  Versuch  nur  zufällig. 
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Challis  hatte  aus  den  exacten  aerodynamischen  Glei- 
chungen nachgewiesen,  dass  wenn  a die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des  Schalles  ist  und  v die  Geschwindigkeit,  mit  der 
sich  die  Lufttheilchen  in  einer  bestimmten  Wellenphase  be- 
wegen, die  Wellenphase  mit  der  Geschwindigkeit  a -f-  v vor- 
rückt. Daraus  folgt,  dass  die  Phasen  mit  negativem  v einer 
Welle  schliesslich  von  denen  mit  positivem  v der  nachfolgen- 
den eingeholt  und  endlich  überholt  werden  müssten.  Weil  an 
einem  und  demselben  Orte  in  der  Luft  nicht  gleichzeitig  ver- 
schiedene Wellenphasen  mit  verschiedenem  Druck  und  ver- 
schiedener Geschwindigkeit  stattfinden  können,  schloss  Challis 
weiter,  dass  ein  solches  Ueberholen  der  Wellen  und  also  auch 
überhaupt  ebene  Wellen  nicht  möglich  seien.  (Siehe  den  vor- 
jährigen Bericht.)  Stokes  erinnerte  dagegen,  dass  die  hydro- 
dynamischen Gleichungen  die  Voraussetzung  continuirlich  inein- 
ander übergehender  Grössen  des  Drucks  und  der  Geschwindigkeit 
machten,  aber  nicht  mehr  passten,  wo  plötzliche  Sprünge  dieser 
Grössen  stattfänden;  ein  solcher  Sprung  trete  aber  ein,  wo  eine 
Wellenphase  die  andere  einholte.  Alle  Integrale  dieser  Glei- 
chungen hätten  also  auch  nur  Gültigkeit  bis  zu  diesem  Augen- 
blicke und  nicht  weiter.  Er  verglich  das  Eintreten  dieses 
Falls  mit  einer  brandenden  Wasserwelle.  Letzteren  Vergleich 
führt  Airy  in  dem  oben  angeführten  Aufsatze  noch  weiter 
durch,  indem  er  auf  die  Aehniichkeit  der  Gleichungen  für  die 
Luftbewegung  mit  denen  aufmerksam  macht,  welche  er  für 
die  Wellenbewegung  in  einem  Canal  von  endlicher  Tiefe  in 
der  Encyclopaedia  Metropolitana  Art.  „Tides  and  Waves“  ent- 
wickelt hat.  Auch  die  letzteren  führen  zu  einem  kritischen 
Zustande  der  Bewegung,  auf  den  die  hydrodynamischen  Glei- 
chungen nicht  mehr  anwendbar  sind,  und  der  sich  in  der  Wirk- 
lichkeit durch  das  Branden  der  Wellen  äussert.  Ebensowenig, 
wie  aus  der  analytischen  Schwierigkeit  folge,  dass  in  einem 
Flusse  nicht  geradlinige  Wogen  Vorkommen  könnten,  dürfe 
man  aus  ihr  mit  Challis  die  Unmöglichkeit  ebener  Luftwellen 
sehliessen.  Airy  fügt  noch  die  Meinung  hinzu,  dass  diese 
Brandung  der  Luftwellen  dem  Klange  des  Zischens,  oder  des 
*?,  vielleicht  auch  des  R entspräche.  Er  beruft  sich  darauf, 
dass  das  S nicht  durch  das  Echo  zurückgegeben  werde,  eben- 
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sowenig  wie  brandende  Wasserwogen  als  solche  von  einer  ge- 
raden Wand  refiectirt  würden,  und  zweitens  darauf,  dass  zischende 
Geräusche  sich  längs  der  Oberfläche  gebogener  Mauern  (whispe- 
ring  galleries)  in  auffallender  Stärke  fortpflanzten,  was  bei 
anderen  regelmässig  reflectlrten  Tönen  nicht  der  Fall  sei. 
Ebenso  sehe  man  auch  brandende  Wellen  weite  Strecken  an 
Mauern  hinlaufen,  unter  Umständen,  wo  regelmässige  Wellen 
refiectirt  würden.  In  seiner  Entgegnung  auf  diese  Bemerkungen 
wiederholt  Challis  nur  seine  früheren  Behauptungen  über  die 
Unmöglichkeit  ebener  Wellen,  und  führt  als  Gegengrund  gegen 
die  Veränderung  in  der  Form  der  Schallwellen  bei  ihrer  Fort- 
pflanzung an,  dass  nach  Biots  Versuchen  Worte  durch  Böhren 
von  3120  Fuss  Länge  deutlich  gehört  werden  können.  So 
lange  wir  indessen  nichts  Bestimmtes  über  die  Grösse  der 
Excursionen  der  Lufttheilchen  bei  den  Schallschwingungen 
wissen,  können  wir  auch  nicht  beurtheilen,  ob  die  Aenderungen 
der  Schallwellenform  gross  genug  sind,  um  bemerkt  zu  werden. 

In  einer  Note  von  R.  Moon  aus  den  Verhandlungen  der 
Cambridge  Philosophical  Society  werden  die  Einwürfe  von 
Challis  gegen  die  bekannte  Art,  den  grösseren  Werth  der 
beobachteten  Schallgeschwindigkeit  im  Vergleiche  zur  berech- 
neten durch  die  Wärmeentwicklung  zu  erklären,  beseitigt.  In 
der  aerodynamischen  Gleichung,  welche  man  mit  Berücksich- 
tigung der  Temperaturänderung  in  der  bekannten  Weise  er- 
hält, kommt  als  Summand  ein  Glied  vor,  welches  mit  dieser 
Temperaturänderung  multiplicirt  ist;  dessen  übrige  Factoren 
97  aber  von  derselben  Ordnung  sind,  wie  die  übrigen  Summanden 
der  Gleichung;  an  diesem  Gliede  hatte  Challis  Anstoss  ge- 
nommen, weil  es  in  der  gewöhnlichen  Behandlung  der  Gleichung 
nicht  berücksichtigt  würde.  Moon  erinnert  daran,  dass  bei 
verschwindend  kleinen  Schwingungen  die  Temperaturänderung 
selbst  verschwindend  klein  sei,  und  also  das  besprochene  Glied, 
so  lange  es  sich  nur  um  die  erste  Annäherung  handele,  gegen 
die  übrigen  zu  vernachlässigen  sei,  wie  es  bisher  schon  immer 
geschehen  ist. 
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Doppler.  Ueber  ein  Mittel,  die  Brechung  der  Schallstrahlen  experi- 
mentell nachzuweisen  und  numerisch  zu  bestimmen.  Wien.  Sitzungsb. 
1840.  Mai  322*. 


H r.  Doppler  schlägt  vor,  das  Phänomen  der  Brechung 
an  den  Oberflächen  verschiedener  Media  und  die  Grösse  des 
Brechungsverhältnisses  beim  Schall  durch  Beobachtung  der 
totalen  Reflexion  zu  bestimmen.  In  der  That  kann  man  aus 
dem  Einfallswinkel,  wo  die  totale  Reflexion  anfängt,  das 
Brechungsverliältniss  berechnen.  Abgesehen  von  den  experi- 
mentellen Schwierigkeiten  der  vorgeschlagenen  Methoden,  scheint 
eine  theoretische  Verwechslung  dabei  stattzufinden.  Hr  Dopp- 
ler setzt  voraus  totale  Reflexion  beim  Uebergang  aus  Wasser 
oder  festen  Körpern  in  Luft  zu  finden,  wie  es  beim  Lichte 
der  Fall  ist.  Bei  diesem  haben  allerdings  die  dichteren  Körper 
das  stärkere  Brechungsverliältniss,  aber  nur  deshalb,  weil  in 
ihnen  die  Geschwindigkeit  des  Lichts  die  geringere  ist.  Beim 
Schall  ist  es  umgekehrt.  Bei  der  wesentlichen  Verknüpfung, 
welche  zwischen  dem  Brechungsverliältniss  und  den  respectiven 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  besteht,  müssen  wir  totale  Re- 
flexion des  Schalls  vielmehr  beim  Uebergang  aus  Luft  auf 
Wasser  oder  feste  Körper  erwarten.  Hr.  Doppler  deutet 
gewisse  Beobachtungen,  die  bei  der  Messung  der  Schallge- 
schwindigkeit im  Genfer  See  gemacht  wurden,  als  totale  Re- 
flexion, indessen  sind  hier  so  viele  andere  Erklärungen  möglich, 
dass  darauf  kein  Schluss  zu  gründen  ist. 


XIV. 


Ueber  Combinationstöne. 

Erste  Mittheilung  aus  dem  Monatsbericht  der  Königl.  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin  vom  22.  Mai  1856.  S.  279 — 285. 

Ich  erlaube  mir  der  Akademie  folgende  Resultate  meiner 
7ö  Untersuchungen  über  die  Combinationstöne  mitzutheilen: 

Wenn  wir  mit  in  und  n ganze  Zahlen  bezeichnen,  welche 
keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  so  stand  schon  lauge 
fest,  dass  zwei  Töne  von  den  Schwingungszahlen  m X und 
(m  + 1)  X den  Combinationston  X geben.  Für  zwei  Töne  da- 
gegen von  den  Schwingungszahlen  in  X und  n X im  Allgemeinen 
hatten  W.  Weber  und  M.  Öhm  die  Meinung  aufgestellt,  dass 
der  Combinationston  ebenfalls  die  Schwingungszahl  X babe; 
während  Hällström  als  ersten  Combinationston  den  Ton 
(m  — n)  X aufstellte,  zugleich  aber  auch  eine  Reihe  anderer 
Combinationstöne  höherer  Ordnung  annahm  von  den  Schwin- 
gungszahlen (2  n — m)Xt  (3  7«  — 2n)X,  u.  s.  w.  Die  Combi- 
nationstöne höherer  Ordnung  sollten  durch  Combination  eines 
Combinationstones  niederer  Ordnung  mit  einem  der  ursprüng- 
lichen Töne  sich  bilden.  Dem  schlossen  sich  Scheibler  uncj 
Roeber  in  ihren  Untersuchungen  über  die  Zahl  der  Schwer 
bungen  an;  aber  mit  Recht  stellte  hierbei  Poggendorff  diej 
Frage,  ob  diese  sogenannten  Combinationstöne  höherer  Ordnung 
nicht  etwa  Combinationstöne  der  höheren  Nebentöne  sein 
könnten,  welche  bei  den  Tönen  fast  aller  musikalischen  Instru- 
mente Vorkommen. 

Um  darüber  entscheiden  zu  können,  handelte  es  sich  zu- 
nächst darum  Töne  herzustellen,  denen  die  höheren  Nebentöne 
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ganz  fehlen,  also  Töne,  bei  denen  die  Elongationen  der 
schwingenden  Theilchen  als  Function  der  Zeit  t durch  ein 
einziges  Glied  von  der  Form  Asm(<z/  4-  c)  ausgedrückt  werden, 
und  nicht,  wie  es  gewöhnlich  der  Fall  ist,  durch  eine  Summe 
solcher  Glieder  mit  verschiedenen  Werthen  von  u.  Wir  wollen 
solche  Töne  nach  Analogie  der  einfachen  Farben  des  Spectrums  aso 
einfache  Töne  nennen,  im  Gegensatz  zu  den  zusammen- 
gesetzten Tönen  der  musikalischen  Instrumente,  welche  eigent- 
lich Accorde  mit  dominirendem  Gruudton  sind. 

1)  Einfache  Töne  kann  man  nach  folgender  allgemeinen 
Methode  hersteilen:  Man  nehme  einen  tönenden  Körper,  dessen 
Schallschwingungen  nicht  leicht  an  die  Luft  übergehen,  und 
errege  durch  Resonanz  die  Schwingungen  eines  zweiten  elasti- 
schen Körpers,  der  seine  Schwingungen  leicht  an  die  Luft  ab- 
giebt , dessen  Grundton  mit  dem  des  primär  schwingenden 
Körpers  genau  übereinstimmt,  dessen  höhere  Obertöne  aber 
von  denen  des  letzteren  hinreichend  verschieden  sind:  so  wird 
der  resonirende  Körper  nur  im  Grundtone  stark  mitklingen 
und  diesen  an  die  Luft  abgeben,  die  höheren  Obertöne  des 
Schallerregers  wTerden  ausgeschlossen  bleiben.  Practisch  aus- 
führbar ist  dieses  Princip  mittels  einer  Stimmgabel,  als  Schall- 
erregers, deren  Töne  man  entweder  durch  die  Resonanz  eines 
Luftraums  oder  einer  Saite,  auf  welche  man  die  Gabel  in  einer 
bestimmten  Entfernung  von  ihrem  Ende  aufsetzt,  verstärkt. 
Der  Luftraum  darf  aber  nicht  die  einfache  Gestalt  einer  ganz 
offenen  oder  ganz  gedackten  Orgelpfeife  haben,  und  das  reso- 
nirende Stück  der  Saite  muss  in  einem  Punkte  seiner  Länge 
eine  kleine  Belastung  haben,  damit  die  höheren  Nebentöne 
dieser  Resonatoren  nicht  harmonisch  zum  Grundton  seien,  wie 
das  bei  den  Orgelpfeifen  und  unbelasteten  Saiten  der  Fall  ist. 
Die  Stimmgabeln  geben  nämlich,  wie  ich  gefunden  habe,  ausser 
den  seit  Chladni  bekannten  unharmonischen  höheren  Beitönen, 
welche  mit  Bildung  einer  grösseren  Zahl  von  Knotenstellen 
entstehen,  auch  schwache  harmonische  Beitöue,  welche  dadurch 
ausgeschlossen  werden  müssen,  dass  man  die  höheren  Beitöne 
der  resonirenden  Körper  unharmonisch  macht.  Die  Octave  des 
Gnmdtons  war  bei  allen  Stimmgabeln,  welche  ich  geprüft  habe, 
immer  deutlich  nachzuweison. 

Helmhoitz,  wissenseb.  Abhandlungen.  17 
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Indem  ich  zwei  einfache  Töne  dieser  Art  erklingen  liess, 
war  ich  immer  nur  im  Stande  einen  einzigen  tieferen  Ton 
deutlich  zu  hören,  und  zwar  den  von  der  Schwingungszahl 
(m—  n)I,  also  Hällström’s  ersten  Combinationston. 

Ich  konnte  mittels  meiner  Stimmgabeln,  die  mit  Hülfe  der 
Schwebungen  genau  nach  den  angegebenen  Zahienverhältnissen 
gestimmt  waren,  folgende  Combinationen  bilden: 


Primäre  Töne 

Combinations- 

ton 

1 -- 

un  ii ii..  ix  v v* 

der  primären  Töne 
unter  einander 

uvnuiüa 

des  Combi* 
nationstons 

b 

f 

B 

2 : 3 

1 

f 

6' 

B 

3 : 4 

1 

b 

d ' 

B-l 

4 : 5 

1 

d' 

/' 

B- 1 

5 : 6 

1 

f 

as 

B-l 

6 : 7 

1 

b 

9 

9 

es 

3 : 5 

o 

d' 

as 

Ji 

5 : 7 

2 

d' 

b’ 

f 

5 : 8 

3 

In  den  letzten  drei  Fällen  war  ich  nicht  im  Stande,  den 
von  Weber  und  Ohm  geforderten  Ton  1 zu  hören,  ebenso- 
wenig, als  es  mir  bei  allen  diesen  Versuchen  gelang  irgend 
einen  von  Hällström’s  Oombinationstönen  höherer  Ordnung 
zu  erkennen.  Andererseits  ist  zu  bemerken,  dass  wenn  man 
die  Stimmgabeln  durch  Aufkleben  von  Wachs  ein  wenig  ver- 
stimmt, man  sehr  leise  die  Schwebungen  hört,  welche  Scheib  - 
ler  und  Roeber  aus  dem  Vorhandensein  der  Combinations- 
töne  höherer  Ordnung  erklärt  und  berechnet  haben. 

Ebenso  fand  ich  immer,  dass  die  Combinationstöne^Jr=*  ,«)?. 
auch  bei  zwei  Tönen  von  Orgelpfeifen  oder  der  Sirene  die  ifü 
stärksten  hörbaren  waren. 

i 

2)  Um  die  Combinationstöne  deutlich  zu  hören,  müssei 
die  ursprünglichen  Töne  stark  sein.  Die  Stärke  des  Com»* 
binationstons  wächst  in  einem  viel  stärkeren  Verhältnisse  al 
die  der  primären  Töne,  so  dass  endlich  bei  grosser  Stärke  diesS 
neben  dem  Combinationstone  fast  verschwinden  können.  1 

Ich  habe  nun  gefunden,  dass  bei  hinreichend  starken  Tönen  i 
von  den  Schwingungszahlen  p und  q neben  dem  bisher  be- 
kannten Combinationstone  p — q zunächst  am  deutlichsten  ein 
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höherer  Ton  p + <j  hervortritt,  dessen  Existenz  ich  noch 
nirgends  erwähnt  gefunden  habe.  Die  durch  Luftresonanz  ver-  2$2 
stärkten  Töne  der  Stimmgabeln  waren  nicht  stark  genug,  um 
diesen  Ton  leicht  hören  zu  lassen ; doch  habe  ich  ihn  bei  diesen 
zuerst  wirklich  gehört,  nachdem  ich  durch  theoretische  Unter- 
suchungen zu  der  Ueberzeugung  gekommen  war,  dass  er  da  sein 
müsse.  Ich  war  im  Stande  neben  b und  f (21  und  3 A)  den 
Ton  d"  (5  A)  und  neben  f und  b ' (3  A und  4 A)  den  Ton  ns"  (7  A) 
zu  hören.  Dagegen  ist  bei  der  mehrstimmigen  Sirene  und 
bei  Orgelpfeifen,  wenn  man  das  Ohr  den  Lippen  der  Pfeifen 
nähert,  der  Ton  sehr  leicht  mit  grösster  Bestimmtheit  zu 
hören.  Eine  Verwechselung  mit  den  höheren  Beitönen  der 
primären  Töne  ist  nicht  möglich,  weil  er  von  diesen  immer 
verschieden  ist,  wenn  nicht  n selbst  ein  Multiplum  von  m ist. 

3)  Was  die  Theorie  der  Oombinationstöne  betrifft,  so  leiden 
die  bisher  aufgestellten  Erklärungen  an  grossen  Schwierigkeiten, 
sobald  man  den  Ton  nicht  als  eine  Beihe  getrennter  Stösse, 
sondern  als  eine  regelmässige  Wellenbewegung  betrachtet;  sie 
müssen  ausserdem  noch  dem  Ohre  eine  besondere  Eigenschaft 
zuschreiben , wonach  es  zusammentreffende  Stösse  nicht  blos 
als  Summe  der  beiden  einzelnen  auffasst,  sondern  diese  Doppel- 
stösse  noch  besonders  combinirt,  und  endlich  würden  jene 
Theorien  schwerlich  im  Stande  sein,  die  Entstehung  des  Tones 
p 4-  7 genügend  zu  erklären.  Ich  erlaube  mir  daher  der  Aca- 
demie  eine  neue  Erklärung  vorzulegen,  welche  nicht  nöthig 
macht  dem  menschlichen  Ohre  besondere  Eigenschaften  bei- 
zulegen, sondern  sich  ganz  auf  eine  weitere  Entwickelung  be- 
kannter mechanischer  Sätze  stützt. 

Es  ist  bekannt,  dass  das  Princip  von  der  ungestörten 
Superposition  oscillirender  Bewegungen  im  allgemeinen  nur  so 
j lange  gilt,  als  die  Bewegungen  klein  sind,  so  klein,  dass  die 
Bewegungskräfte,  welche  durch  die  Verschiebungen  der  kleinsten 
Theile  des  schwingenden  Mittels  gegen  einander  hervorgerufen 
. werden,  diesen  Verschiebungen  selbst  merklich  proportional  sind. 

‘^Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  Combiuationstöne  ent- 
Atehen  müssen,  sobald  die  Schwingungen  so  gross 
?.|rerden,  dass  auch  noch  das  Quadrat  der  Verschie- 
bungen auf  die  Bewegungen  Einfluss  erhält.  Es  möge 
] 17* 

i 
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283  für  jetzt  genügen,  als  einfachstes  Beispiel  die  Bewegung  eines 
einzelnen  Massenpunktes  unter  dem  Einfluss  eines  W ellenzuges 
zu  betrachten',  um  das  Resultat  daran  zu  entwickeln.  Nach 
einer  ganz  ähnlichen  Methode  lassen  sich  auch  die  Bewegungen 
der  Luft  und  anderer  elastischer  Medien  behandeln.  Ein  Punkt 
von  der  Masse  m soll  in  Richtung  der  x-Axe  osciliiren  können. 
Die  Kraft,  welche  ihn  in  seine  Gleichgewichtslage  zurückzu- 
führen strebt,  sei: 

k — ax  4-  bx2. 

Es  mögen  auf  ihn  zwei  Schallwellenzüge  einwirken  mit 
der  Kraft  / sin  {pt)  und  ^sin  [qt  -f  c),  so  ist  seine  Bewegungs- 
gleichung: 

— m -z-j  — ax  - f*  bx 2 -j-  f sin  {pt)  4-  g sin  [qt  4-  c). 

Ci  C 

Diese  Gleichung  kann  man  durch  eine  Reihe  integriren. 
indem  man  darin  setzt: 

x = 4-  e2x2  €3^3  -f-  etc., 

/ = «/i  » 

9 = l9i  l 

und  die  mit  gleichen  Potenzen  von  e multiplicirten  Glieder 
einzeln  gleich  Null  setzt,  also: 

1)  axx  + m -jjr  = ~fx  sin  [pt]  - gx  sin  [qt  4-  c). 

2)  a/2  4-  rn~t £ = - bx*. 

3)  ax 3 4-  m = — 2 bxv  x2  etc. 

Aus  der  ersten  Gleichung  ergiebt  sich: 
xl  — A sin  (t  4-  b)  4“  u sin  {pt)  4-  t>  sin  [q t 4-  c), 

wobei: 

u — — — und  v = — -fi — . 

Es  ist  dies  das  bekannte  Resultat  für  unendlich  kleine 
Schwingungen,  wonach  der  mitschwingende  Körper  nur  seinen 
eigenen  Ton  V a j rn  und  die  ihm  mitgetheilten  p und  q an- 
giebt  Da  der  Eigenton  hierbei  schnell  verschwindet,  können 
wir  ^4  = 0 setzen.  Dann  giebt  die  Gleichung  (2): 


1 
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'»  = “ Ta  ^ + V*>  - 2 («»£-,)  C0S  ^ > 284 

~ 2(4  mf—a)  C03  2 (?'  + c)  + m(p_?)«_a  cos  f(P  — ?) 1 ~ c ] » 

- ^rP+“‘).-a  cos  ßp  + 9) 1 + «i 

Dieses  zweite  Glied  der  Reihe  von  # enthält,  wie  man 
sieht,  ausser  einer  Constanten,  die  Töne  2/?,  2y,  (p  — q)  und 
{p  + q).  Ist  der  Eigenton  V a/m  des  mitschwingenden  Körpers 
tiefer  als  (p  — q),  wie  man  es  für  das  mit  den  Gehörknöchelchen 
verbundene  Trommelfell  des  Ohres  in  den  meisten  Fällen  wird 
voraussetzen  dürfen,  und  sind  die  Intensitäten  u und  v nahe 
gleich,  so  wird  von  den  einzelnen  Gliedern  von  x2  der  Ton 
{p—  q)  die  grösste  Intensität  haben;  er  entspricht  dem  bekannten 
tiefen  Combinationstone.  Der  Ton  ( p 4-  q)  wird  viel  schwächer 
sein,  und  die  Töne  2 p und  2 q w erden  als  schwache  harmonische 
Obertöne  der  primären  schwer  zu  hören  sein. 

Das  dritte  Glied  der  Reihe  x3  enthält  die  Töne  3/?,  3 <7, 

2 />  4-  q , 2p  — q,  p + 2 q,  p — 2 q,  p und  q.  Von  diesen  ist 
2 p — q oder  2 <7  — p ein  Combinationston  zweiter  Ordnung 
nach  Halls trö ms  Bezeichnung.  Ebenso  giebt  das  vierte 
Glied  .r4  Combinationstöne  dritter  Ordnung  u.  s.  w. 

Wenn  wir  nun  annehmen,  dass  bei  den  Schwingungen  des 
Paukeufells  und  seiner  Annexa  das  Quadrat  der  Elongationen 
auf  die  Schwingungen  Einfluss  gewinnt,  so  geben  die  ausge- 
luhrten  mechanischen  Entwickelungen  einen  vollständigen  Auf- 
schluss über  die  Entstehung  der  Combinationstöne.  Nament- 
lich erklärt  die  neue  Theorie  ebensogut  das  Entstehen  der 
Töne  (p  4-  -7),  wie  der  Töne  (p  — q\  und  lässt  einsehen,  warum 
bei  vermehrter  Intensität  u und  v der  primären  Töne  die  der 
Combinationstöne,  welche  proportional  uv  ist,  in  einem  schnelle- 
ren Verhältnisse  steigt. 

Aus  der  Voraussetzung  über  die  Grösse  der  wirkenden 
Kraft,  welche  wir  oben  gemacht  haben: 

k — ax  4-  hx2, 

folgt,  dass,  bei  einem  Zeichen  Wechsel  von  x , k nicht  blos  sein 
Zeichen,  sondern  auch  seinen  absoluten  Werth  ändert.  Diese  285 
Annahme  passt  also  nur  auf  einen  elastischen  Körper,  der  sich 
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gegen  positive  und  negative  Verschiebungen  nicht  symmetrisch 
verhält;  nur  bei  einem  solchen  kann  das  Quadrat  der  Elon- 
gationen Einfluss  auf  die  Bewegungen  haben,  und  die  Com- 
binationstöne  erster  Ordnung  hervorrufen.  Unter  den  im  Ohre 
des  Menschen  vorhandenen  schwingenden  Theilen  ist  nun  be- 
sonders das  Trommelfell  durch  seine  Asymmetrie  ausgezeichnet, 
indem  es  durch  den  Stiel  des  Hammers  stark  nach  innen  ge- 
zogen ist,  und  ich  glaube  deshalb  die  Vermuthung  aufstellen 
zu  dürfen,  dass  namentlich  diese  eigenthümliche  Form  des 
Trommelfells  das  Entstehen  der  Combinationstöne  bedinge. 

Es  folgt  aus  den  gegebenen  Entwickelungen,  dass  Com- 
binationstöne nicht  nm'  im  Ohre,  sondern  auch  ausserhalb  des 
Ohres  objectiv  entstehen  können.  Es  ist  mir  bisher  erst  in 
einem  Falle  gelungen  die  objective  Existenz  der  Combinations- 
tönc  nachzuweisen,  nämlich  an  der  von  Dove  beschriebenen 
mehrstimmigen  Sirene,  wo  sie  bekanntlich  in  ausserordentlicher 
Stärke  auftreten.  Ich  fand,  dass  die  Töne  (p  + q)  dieses  In- 
struments im  Stande  sind  eine  Membran,  deren  Grundton  mit 
ihnen  übereinstimmt,  in  Mitschwingung  zu  versetzen.  Ausser- 
dem beobachtete  ich  an  einer  ähnlichen  Sirene,  welche  ich 
habe  construiren  lassen,  und  welche  auf  derselben  Axe  zwei 
Scheiben  mit  je  vier  Löcherreihen  trägt,  und  für  jede  Scheibe 
einen  besonderen  Windkasten  hat,  dass  die  Combinationstöne 
nur  dann  ungewöhnlich  stark  sind,  wenn  beide  primäre  Töne 
an  derselben  Scheibe,  nicht  aber,  wenn  jeder  an  einer  anderen 
Scheibe  angegeben  wird.  Die  Beziehung  des  Ohrs  zu  den  beiden 
Tönen  wird  dadurch  nicht  geändert,  dass  ihre  Erregungsstellen 
entfernter  voneinander  liegen,  wohl  aber  wird  dadurch  ver- 
mieden, dass  die  am  stärksten  schwingenden  Centra  der  beiden 
Wellenzüge  ineinander  greifen.  Auch  daraus  ergiebt  sich  die 
objective  Natur  dieser  Combinationstöne. 
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Ueber  Combinationstöne. 

Poggcndorff’s  Annalen  der  Physik  und  Chemie.  Bd.  99. 

S.  497—540.  (1856.) 

Man  weiss  im  allgemeinen,  dass  wenn  in  derselben  Luft-  w 
masse  von  mehreren  tönenden  Körpern  Schallwellenzüge  er- 
regt werden,  jedes  einzelne  Wellensystem  sich  so  ausbreitet  und 
so  verhält,  wie  wenn  die  übrigen  gar  nicht  vorhanden  wären. 

Es  findet  eine  ungestörte  Superposition  der  verschiedenen 
Wellenzüge  in  der  Luftmasse  statt.  Andererseits  weiss  man, 
dass  auch  das  menschliche  Ohr,  gleichzeitig  von  mehreren 
solchen  Schallwellenzügen  getroffen,  die  Fähigkeit  hat  jeden 
einzelnen  unter  ihnen  einzeln  wahrzunehmen  und  zu  erkennen. 
Aber  das  Ohr  hört  in  solchem  Falle  nicht  blos  die  verschie- 
denen von  den  tönenden  Körpern  erregten  Töne,  solidem  es 
hört  ausser  diesen,  wenn  auch  schwach,  noch  andere  Töne,  die 
Combinationstöne,  welche  nicht  primär  von  einem  der  tönenden 
Körper,  sondern  erst  secundär  durch  das  Zusammentreffen 
zweier  primären  Töne  entstehen.  Da  man  der  ungestörten 
Superposition  der  Schallwellenzüge  in  der  Luft  gewiss  zu  sein 
glaubte,  hat  man  die  Combinationstöne  bisher  stets  als  sub- 
jective  Erscheinungen  aufgefasst,  d.  h.  als  solche,  die  nur  in 
der  besonderen  Weise,  wie  der  Hörnerv  die  Schallvibrationen 
empfindet,  gegründet  sind.  Sobald  es  sich  darum  handelt,  die 
fundamentalen  Eigenschaften  des  Hörnerven  festzustellen,  bil- 
den die  Combinationstöne  einen  Gegenstand  von  besonderer 
Wichtigkeit.  Da  ich  ausserdem  fand,  dass  sowohl  in  Bezug 
auf  die  Thatsachen  noch  Zweifel  bestehen  konnten,  als  auch 
die  bisherigen  Erklärungsweisen  noch  nicht  eine  feste  Formu- 
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498  lirung  klarer  Begriffe  über  die  Thätigkeit  des  Hörnerven  zuzu- 
lassen schienen,  so  glaubte  ich  es  nützlich  den  genannten  Gegen- 
stand einer  neuen  Untersuchung  zu  unterwerfen.  Dabei  fand 
ich  eine  neue  bisher  unbekannte  Classe  von  Combinationstönen, 
welche  in  die  bisherigen  Theorien  nicht  hineinpasste;  ich  fand, 
dass  es  auch  objective  Combinationstöne  giebt,  welche  unab- 
hängig vom  menschlichen  Ohre  bestehen,  und  dass  man  endlich 
eine  von  den  bisherigen  ganz  verschiedene  Theorie  der  Com- 
binationstöne geben  kann,  bei  welcher  für  ihre  Erklärung  keine 
besondere  Eigenschaft  des  Hörnerven  vorausgesetzt  wird,  und 
welche  vollständiger  als  die  bisherigen  die  Thatsachen  umfasst. 

1.  Bestimmung  der  tieferen  Combinationstöne  von  zwei  ein- 
fachen Tönen. 

Die  ersten  Angaben  über  die  Höhe  der  im  Jahre  1745 
von  Sorge  entdeckten,  später  von  Tartini  weiter  untersuchten 
Combinationstöne  beziehen  sich  nur  auf  den  Fall,  wo  das 
Schwin gungsverhältniss  der  beiden  primären  Töne  durch  zwei 
um  eine  Einheit  verschiedene  ganze  Zahlen  m und  m -J-  1 aus- 
gedrückt werden  kann.  In  derselben  Zeit,  wo  die  primären 
Töne  m und  rn  -f  1 Schwingungen  vollführen,  macht  der  Com- 
binationston  eine  Schwingung  (nicht,  wie  Tartini  irrthümlich 
behauptete,  zwei).  Nach  der  Analogie  dieses  Falles  hat 
Chladni1)  die  allgemeinere  Regel  ausgesprochen,  dass  über- 
haupt in  allen  Fällen,  wo  das  Schwingungsverhältniss  der  pri- 
mären Töne  durch  zwei  relative  Primzahlen  m und  n ausge- 
drückt werden  kann,  die  Höhe  des  Combinationstones  durch 
die  Zahl  1 auszudrücken  sei.  Dieses  Gesetz  scheint  er  aber 
nur  aus  seiner  theoretischen  Ansicht  über  die  Entstehungs- 
weise der  Combinationstöne  gefolgert  zu  haben.  W.  Weber2) 
modificirte  dies  Gesetz  später  noch  weiter,  sodass  es  auch  auf 
irrationelle  Tonverhältnisse  passte,  und  schloss  sich  dabei  der 

499  Beobachtung  an,  dass  auch  ein  nicht  ganz  rein  gestimmtes 
Intervall  ziemlich  denselben  Combinationston  giebt  wie  ein  rein 
gestimmtes.  Er  schrieb  vor  das  Schwingungsverhältniss  in 

1)  Akustik,  Leipzig  1802,  S.  207. 

2)  Poggendorff’s  Aunalen  Bd.  XV,  S.  216. 
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einen  Kettenbruch  zu  entwickeln,  und  daraus  die  Reihe  der 
Xähenmgswerthe  zu  finden.  Jedem  einzelnen  Näherungswerthe 
konnte  dann  ein  besonderer  Combinationston  entsprechen. 

Dagegen  stellte  Hall  ström  J),  sich  auf  eine  grosse  Reihe 
eigener  Beobachtungen  stützend,  das  Gesetz  auf,  dass  in  jedem 
Falle,  wenn  m und  n die  Schwingungszahlen  der  primären 
Töne  sind,  die  Schwingungszahl  des  ersten  Combinationstones 
m — ji  sei.  Diese  Regel  fällt  mit  der  älteren  nur  dann  zu- 
sammen, wenn  m und  n ganze  Multipla  von  (m  — //)  sind, 
wenn  also  das  Schwingungsverhältniss  der  beiden  primären 
Töne  durch  zwei  um  eine  Einheit  verschiedene  ganze  Zahlen 
ausgedrückt  werden  kaun.  Wäre  aber  zum  Beispiel  das 
Schwingungsverhältniss  5:3,  so  würde  nach  Chladni  der  Com- 
binationston  1,  nach  Hällström  dagegen  der  Ton  2 entstehen. 

Schon  Thomas  Young1 2)  hatte  bemerkt,  dass  zuweilen 
zwei  Combinationstöne  zu  hören  sind,  z.  B.  bei  der  grossen 
Terz  die  Quarte  unter  dem  Grundtone  neben  der  zweiten 
tieferen  Octave.  Hällström  erklärt  das  Entstehen  solcher 
anderen  Combinationstöne  dadurch,  dass  der  erste  Combina- 
tionston mit  einem  der  primären  Töne  einen  Combinationston 
zweiter  Ordnung  bilden  könne,  dieser  wieder  einen  dritter  Ord- 
nung u.  s.  w.  Sind  also  m und  n die  Schwingungszahlen, 
so  giebt: 

m mit  n den  Combinationston  m — n 
n „ m — n „ ,,  2 n — m 

m „ 2/i— m „ „ 2m  — 2«. 

Mit  den  Beobachtungen,  welche  Hällström  über  Violin- 
töne  angestellt  hat,  stimmt  seine  Berechnungs weise  der  Com-  ^oo 
binationstöne  vollständig  überein,  während  die  Berechnung  durch 
Ketteubrüche  nach  W.  Weber  nur  in  einer  kleinen  Zahl  von 
Fällen  einigermassen  passende  Ergebnisse  liefert.  Nur  ist  es 
auffallend,  dass  Hällström  verhältnissmässig  oft  den  ersten 
Combinationston  nicht  hören  konnte,  während  andere  deutlich 
waren,  und  dass  er  bei  denselben  Intervallen  der  primären 


1)  Poggendorff’s  Ami.  Bd.  XXIV,  S.  438. 

2)  PUilos.  Transact.  1800.  T.  I,  p.  106 — 150. 


Digitized  by  Google 


260 


Sehallbewegung. 


Töne,  wenn  sie  in  wenig  von  einander  verschiedener  Höhe  an- 
gegeben wurden,  oft  verschiedene  Combinationstöne  hörte. 

Hällströnrs  Gesetze  über  die  Höhe  der  Combinations- 
töne wurden  von  Sc  hei  bl  er1)  und  Ho  eher  benutzt,  um  die 
Zahl  der  Schwebungen  zu  berechnen,  welche  beim  Zusammen- 
klingen  zweier  oder  mehrerer  Stimmgabeln  von  genau  bekannten 
Schwingungszahlen  entstehen,  und  hierbei  wurde  eine  ausser- 
ordentliche genaue  Uebereinstimmung  der  Rechnung  mit  der 
Beobachtung  gefunden. 

Gegen  die  Ansicht,  dass  ein  Combinationston  erster  Ord- 
nung mit  denselben  zwei  primären  Tönen,  durch  deren  Com- 
bination  er  entstanden  ist,  neue  Combinationstöne  zweiter  und 
dritter  Ordnung  bilden  könne , erhob  P o g g e n d o r f f 2)  theo- 
retische Bedenken;  Roeber3)  selbst,  der  die  Theorie  der  Ver- 
suche von  Scheib ler  ausgearbeitet  hatte,  will  die  Herleitung 
der  Stösse  aus  den  Combinationstönen  höherer  Ordnung  keines- 
wegs für  den  Ausdruck  des  eigentlichen  physikalischen  Vor- 
ganges ausgeben.  Wenn  also  auch  die  wahrgenommenen  Com- 
binationstöne  sich  in  Bezug  auf  ihre  Höhe  unter  Hällström ’s 
Gesetz  bringen  Hessen,  so  schienen  doch  ihre  Ordnung  und  die 
Bedingungen  ihrer  Entstehung  noch  zweifelhaft  zu  bleiben.  Zu 
bemerken  ist  übrigens,  dass  auch  der  nach  der  älteren  Theorie 
vorhandene  Ton,  dessen  Schwingungszahl  dem  grössten  gemein- 
schaftlichen Theiler  derjenigen  der  primären  Töne  entspricht, 
in  der  Reihe  der  Töne  von  Hällström  vorkommt. 

601  Die  Verschiedenheiten  in  den  Resultaten  von  Hällström 
mochten  zum  Theil  durch  verschiedene  Reinheit  in  der  Stim- 
mung der  Intervalle,  zum  Theil  durch  das  Vorhandensein  starker 
höherer  Nebentöne  bedingt  sein;  namentlich  sind  wohl  VioHn- 
töne,  an  denen  er  die  Beobachtungen  anstellte,  und  in  denen 
der  Grundton  sehr  stark  von  seiner  höheren  Octave,  und  recht 
hörbar  von  deren  Quinte  begleitet  wird,  wenig  geeignet  zu 
diesen  Versuchen.  Da  alle  Combinationstöne  höherer  Ord- 
nung nach  ihm  unter  den  Ausdruck  am  - b»  fallen,  wo  a 


1)  Poggendorff’s  Annalen  Bd.  XXXII,  S.  493  bis  503. 

2)  Ebendaselbst  S.  522. 

3)  Dove  und  Moser,  Repertorium  Bd.  III,  S.  38. 
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und  b zwei  beliebige  ganze  Zahlen,  m und  n die  Schwingungs- 
Wahlen  der  primären  Töne  bezeichnen,  so  können  sie  auch  alle 
durch  Combination  von  zwei  Obertönen  der  primären  Töne 
entstanden  sein.1)  Der  erste  Combinationston  des  aten  Ober- 
tones von  m und  des  b teil  von  w,  würde  die  Schwingungszahl 
j am  — bn  haben  müssen. 

Um  sich  vom  Einflüsse  der  Obertöne  frei  zu  machen,  und 
I wo  möglich  regelmässigere  Resultate  zu  erhalten,  schien  es  mir 
i daher  nothwendig  zu  sein,  wie  auch  G.  S.  Ohm  schon  vorge- 
schlagen hatte,  die  Combination  solcher  Töne  zu  beobachten, 
welche  keine  Obertöne  haben.  Es  entstand  also  zunächst  die 
Aufgabe,  dergleichen  Töne  herzustellen,  welche  wir  im  Gegen- 
sätze zu  den  zusammengesetzten,  von  Obertönen  begleiteten 
Tönen  der  gewöhnlichen  musikalischen  Instrumente  einfache 
Töne  nennen  wollen. 

Wir  wollen  im  Laufe  dieses  Aufsatzes  eine  solche  vibri- 
rende  Bewegung  eines  elastischen  Körpers,  bei  welcher  die 
Entfernung  eines  jeden  schwingenden  Theilchens  von  der  Gleich- 
gewichtslage als  Function  der  Zeit  ausgedrückt  wird,  durch 
ein  einziges  Glied  von  der  Form: 

A sin  {2 amt  -{-  c), 

eine  einfache  Schwingungsbewegung  nennen,  und  wenn 
die  Schwingungen  sich  durch  ein  elastisches  Mittel  fortpflanzten, 
eine  einfache  Wellenbewegung.  So  sind  zum  Beispiel  die 
Aetherschwingungen,  welche  dem  homogenen  Lichte  einer  ein- 
fachen Farbe  angehören,  solche  einfache  Wellenbewegungen.  502 
Eine  jede  andere  schwingende  Bewegung  dagegen,  bei  welcher 
die  Elongationen  der  schwingenden  Theilchen  andere  periodische 
Functionen  der  Zeit  sind,  und  daher  nicht  durch  ein  einziges 
Glied  von  der  Form  A sin  (2  a mt c),  sondern  nur  durch  eine 
Summe  solcher  Glieder  dargestellt  werden  können,  nennen 
wir  zusammengesetzte  Schwingungs-  oder  Wellenbe- 
wegungen. Da  nun  die  Erfahrung  lehrt,  dass  überall,  wo 
die  mathematisch-mechanische  Untersuchung  zusammengesetzte 
Wellenbewegungen  nachweist,  ein  geübtes  Ohr  Töne  unter- 

1)  S.  Ohm  in  Pogg.  Ann.  Bd.  XLVII,  S.  463. 
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scheiden  kann,  welche  den  darin  enthaltenen  einfachen  Wellen- 
bewegungen entsprechen,  so  verwandelt  sich  unsere  Aufgabe 
in  diejenige,  einfache  Wellenbewegungen  in  der  Luft  hervor- 
zubringen. 

Da  alle  tönenden  elastischen  Körper  mehrfache  Schwingungs- 
formen  annehmen  können,  wobei  sie  Töne  verschiedener  Höhe 
hervorbringen,  und  es  im  allgemeinen  nicht  möglich  ist  dem 
tönenden  Körper  einen  solchen  Anstoss  zur  Bewegung  beizu- 
bringen, dass  er  sich  nur  in  einer  einzigen  dieser  Formen  be- 
wegt, so  musste  zur  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  ein  mehr 
mittelbarer  Weg  eingeschlagen  werden,  wobei  ich  folgendem 
Princip  folgte.  Nehmen  wir  an,  wir  hätten  zwei  elastische 
Körper,  welche  in  Schwingung  versetzt,  gleichen  Grundton 
haben;  der  eine,  der  Tonerreger,  möge,  wenn  er  in  Schwingung 
versetzt  ist,  seine  Schwingungen  möglichst  wenig  an  die  Luft 
abgeben,  der  andere,  der  Resonator,  welcher  von  dem  ersteren 
in  flitsch wingung  versetzt  wird,  sei  dagegen  so  eingerichtet, 
dass  er  seine  Schwingungen  leicht  und  stark  der  Luft  mittheile. 
Während  der  Grundton  beider  Körper  genau  gleich  ist,  seien 
sämmtliche  höhere  Nebentöne  des  einen  von  denen  des  anderen 
verschieden.  Bringt  man  nun  den  Tonerreger  in  Schwingung, 
so  tönt  der  Resonator  mit,  aber  nur  in  denjenigen  Tönen, 
welche  beiden  gemeinsam  sind.  Ist  also  nur  der  Grundton 
gemeinsam,  so  wird  der  Resonator  nur  von  diesem  erregt 
werden,  und  nur  die  Schwingungen  des  Grundtones  der  Luft 
mittheilen. 

503  Stimmgabeln,  die  man  in  der  Hand  hält,  haben  ganz  die 
Eigenschaften,  welche  wir  von  unserem  Tonerreger  verlängern 
Als  Resonator  habe  ich  theils  die  Saite  eines  Monochordes, 
theils  Lufträume  gebraucht.  Durch  die  letzteren  erhielt  ich 
einen  stärkeren  Ton,  und  habe  sie  deshalb  namentlich  für  die 
Versuche  über  Oombinationstöne  gebraucht.  Dagegen  erwies 
sich  eine  eigenthümliche  Verbindung  der  Stimmgabeln  mit  dem 
Monochord,  als  ein  besonders  brauchbares  Mittel,  um  die  Lage 
der  höheren  Nebentöne  der  Stimmgabeln  zu  bestimmen.  Da 
die  Untersuchung  der  letzteren  den  übrigen  Versuchen  voraus- 
gehen musste,  beginne  ich  mit  ihr. 

Den  Stimmgabeln,  welche  ich  zu  diesen  Versuchen  ge- 
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brauchte,  gab  ich  am  Ende  ihres  Stieles  eine  sattelförmige 
Fliehe,  die  nach  einer  Richtung  concav,  nach  der  anderen  con- 
vex war.  Wenn  man  eine  Gabel  mit  dieser  Fläche  auf  eine 
gespannte  Saite  setzt,  so  berührt  sie  die  Saite  in  einem  Punkte, 
und  kann  nicht  leicht  seitlich  abgleiten,  während  man  sie  längs 
der  Saite  hin  und  herschiebt.  Uebrigens  wurde  noch  der  Stiel 
jeder  Stimmgabel  in  ein  Holzklötzchen  befestigt,  aus  welchem 
unten  nur  die  Spitze  des  Stieles  mit  der  sattelförmigen  Fläche 
hervorsah,  und  welches  dazu  diente,  die  Gabel  zu  fassen,  ohne 
sie  durch  Berührung  mit  den  Fingern  zu  erwärmen. 

Wenn  man  eine  solche  Gabel  anschlägt,  und  auf  die  Saite 
eines  Monochordes  setzt,  so  hört  man  im  allgemeinen  den  Ton 
der  Gabel  kaum  vernehmbar  ertönen,  wenn  nicht  eine  der  Ab- 
theilungen der  Saite  zwischen  dem  Berührungspunkte  der  Gabel 
und  einem  der  Befestigungspunkte  genau  einen  der  Gabeltöne 
zum  Grundton  oder  Oberton  hat.  Verschiebt  man  also  die 
Gabel  längs  der  Saite,  bis  man  sich  der  Stelle  nähert,  wo  die 
Saite  abzugi  enzen  wäre,  um  den  Grundton  der  Gabel  zu  geben, 
so  hört  man  mit  einmal  diesen  Grundton  laut  anschwellen, 
und  sowie  man  die  Stelle  überschreitet,  den  Ton  ebenso  schnell 
wieder  verschwinden.  Die  Breite  der  Stelle,  welche  das  Maximum 
der  Resonanz  giebt,  ist  sehr  klein,  noch  nicht  } mm  breit,  so- 
dass  mau  die  entsprechenden  Saitenlängen  mit  grosser  Genauig- 
keit bestimmen  kann,  namentlich  wenn  man  die  Stimmgabel 
nicht  am  Ende  der  einfachen  Saitenlänge  ihres  Grundtones, 
sondern  am  Ende  der  vierfachen  oder  sechsfachen  Saitenlänge 
desselben  aufsetzt.  Mau  bekommt  nämlich  dieselbe  starke  Re- 
sonanz des  Grundtones,  wenn  che  durch  die  Stimmgabel  abge- 
grenzte Saitenlänge  ein  Multiplum  von  der  des  Grundtones  ist. 
Bequem  ist  es  bei  solchen  Versuchen  zwischen  dem  einen  End- 
punkte der  Saite  und  der  Stimmgabel  eine  Dämpfung  anzu- 
bringen, indem  man  ein  zusammen  gelegtes  Tuch  zwischen  die 
Saite  und  den  Resonanzboden  einschiebt;  dann  kann  nur  die 
andere  Abtheilung  der  Saite  tönende  Schwingungen  geben. 

Hat  man  dann  die  Saite  zur  Resonanz  gebracht,  und  legt 
auf  ihre  tönende  Abtheilung  den  Finger,  so  verschwindet  der 
Ton  augenblicklich,  bis  auf  einen  sehr  kleinen  Rest,  der  durch 
Läugsschwingungen  der  Saite  zu  entstehen  scheint,  und  der 
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hörbar  bleibt,  an  welcher  Stelle  der  Saite  man  die  Gabel  auch 
aufsetzen  möge,  übrigens  desto  schwächer  ist,  je  glatter  die 
sich  berührenden  Oberflächen  der  Saite  und  Gabel  sind. 

Zwischen  den  Punkten  der  Saite,  wo  der  Grundton  der 
Stimmgabel  hörbar  wird,  findet  man  leicht  andere  heraus,  wo 
die  höheren  Nebentöne  der  Gabel  resoniren.  Da  diese  klüftig 
ertönen,  während  der  Grundton  kaum  vernommen  wird,  ist  es 
leicht,  auch  verhältnissmässig  schwache  Obertöne  wahrzunehmen. 
Ausser  den  schon  vonChladni  untersuchten  sehr  hohen  Neben- 
tönen  der  Stimmgabeln,  welche  durch  Bildung  von  mehrfachen 
Knotenstelien  an  der  Gabel  entstehen,  habe  ich  aber  auch  an 
allen  von  mir  untersuchten  Gabeln  immer  die  schon  von 
Roeber1)  gehörte  genaue  Octave  des  Grundtones,  wenn  auch 
schwach  gefunden. 

So  fand  ich  bei  einer  Gabel,  welche  den  Ton  b gab,  folgende 
Saitenlängen,  bei  welchen  die  Seite  am  stärksten  in  Mit- 
schwingung versetzt  wurde: 
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1.  Gabel  b. 

Ton  b 

Ton  b, 

Ton  p. 

251 

125,5 

38 

500 

376,5 

76 

250,66 

125,5 

114 

151,5 

127 

302 

377 

37,81. 

Bei  vier  anderen  Gabeln,  welche  mit  Hülfe  der  Schwe- 
bungen als  genaue  grosse  Terz,  Quinte,  Octave  und  grosse 
Septime  zu  der  eben  genannten  Gabel  b gestimmt  waren,  fand 
ich  folgende  Saiteulängen: 


2.  Gabi 

el  f/r 

3.  Gabe 

1 fi- 

Ton  dx : 

200 

Ton  fx : 

106,3 

Ton  d 

100 

Ton/,: 

83,5 

Ton  a«3 

: 31,9 

Ton  cis^: 

26,7 

1)  Repertorium  der  Physik  Bd.  III,  S.  55. 
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4.  Gabel  bx. 

5.  Gabel 

ax. 

Ton  bx : 

125,8 

Ton  fl, : 

133 

Ton  b 

62,7 

Ton  a.j,: 

66,5 

Ton  /4: 

21,04 

Ton  esx : 

23. 

Der  dritte  bei  jeder  Gabel  angegebene  Ton  entspricht  dem 
ersten  höheren  Nebenton  in  Chladni’s  Beobachtungen,  bei 
welchem  die  Gabel  vier  Schwingungsknoten  zeigt.  Sein  Ver- 
hältnis zum  Grundton  der  Gabel,  dem  zwei  Schwingungsknoten  sw 
zukommen,  ist  nach  Chladni  6J;  in  den  eben  angeführten  Be- 
obachtungen schwankt  es  zwischen  ojj  und  G§.  Wegen  der 
hohen  Lage  und  unharmonischen  Beschaffenheit  dieses  Tones 
ist  sein  Einfluss  bei  den  Versuchen  über  Combinationstöne 
meistentheils  nicht  zu  fürchten. 

Viel  wichtiger  ist  der  zweite  Ton,  welcher  stets  genau  der 
Octave  des  Grundtones  entspricht.  Er  befindet  sich  nicht  unter 
den  von  Chladni  beobachteten  Tönen,  welche  durch  Streichen 
mit  dem  Violinbogen  von  ihm  auf  der  Gabel  erzeugt  wurden, 
scheint  auch  mit  Henrici’s1)  schwachen  Nebentönen  zweiter 
Art  nicht  identisch  zu  sein,  da  diese  einen  bis  zwei  Töne  höher 
'ind  als  die  Octave  des  Grundtones.  Davon,  dass  die  höhere 
Octave  des  Grundtones  nicht  blos  durch  die  besondere  Methode 
der  Beobachtung,  etwa  als  eine  Art  Klirrten  an  der  Berührungs- 
stelle der  Gabel  mit  der  Saite  erzeugt  wird,  kann  man  sich 
überzeugen,  wenn  man  die  Gabeln  vor  der  Mündung  einer 
Besonanzröhre  tönen  lässt,  deren  eigener  Ton  die  höhere  Octave 
des  Grundtones  der  Gabel  ist.  Man  hört  dann,  wenn  die  Gabel 
stark  angeschlagen  ist,  diese  Octave  ganz  deutlich. 

Uebrigens  hat  auch  A.  Seebeck  2)  ähnliche  Beobachtungen 
gemacht,  aus  denen  hervorgeht,  dass  harmonische  Obertöne 
auch  bei  Glocken  und  Stimmgabeln  Vorkommen,  wo  man  der 
Theorie  nach  nur  unharmonische  erwarten  sollte.  Er  fand, 
.dass  der  Ton  eines  gläsernen  Pokales  den  Ton  d2  einer 

1)  Pogg.  Annalen  Bd.  LVIII,  S.  265.  Uebrigens  scheint  bei  Henrici 
leider  ein  Irrthura  in  der  Bezeichnung  der  Töne  vorgekommen  zu  sein, 
ua  das  Verhältniss  des  ersten  zu  unserem  dritten  Tone  bei  ihm  nur  2,7 
bw  3,  die  Hälfte  des  wahren  ist. 

2)  Kepertorium  der  Physik,  Bd.  VIII,  S.  69. 
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Saite  zum  Mitschwingen  brachte,  und  al  einer  Stimmgabel  a2 
einer  Saite.  Ich  glaube,  dass  der  Grund  dieser  Erscheinung 
darin  zu  suchen  ist,  dass  die  Schwingungen  der  betreffenden 
elastischen  Körper  bei  diesen  Versuchen  die  Grenze  über- 
schreiten, innerhalb  deren  die  elastischen  Kräfte  den  EI011- 
507  gationen  proportional  sind.  Dass  dadurch  harmonische  Ober- 
töne entstehen  müssen,  lässt  sich  theoretisch  durch  eine  ähn- 
liche mathematische  Entwickelung,  wie  wir  sie  später  für  die 
Theorie  der  Combinationstöne  geben  werden,  zeigen.  Dass 
übrigens  die  Schwingungen  einer  stark  angeschlagenen  Gabel 
die  bezeichnete  Grenze  wirklich  überschreiten  können,  geht 
auch  aus  der  von  mehreren  Beobachtern  gemachten  Walir- 
nehmung  hervor,  wonach  auch  die  Tonhöhe  der  Gabel,  während 
sie  verklingt,  sich  merklich  ändert.  Es  wird  also  auch  der 
Isochronismus  der  Schwingungen  bei  starkem  Anschlägen  merk- 
lich gestört,  und  das  kann  nur  geschehen,  wenn  bei  starken 
Schwingungen  die  elastischen  Kräfte  den  Elongationen  nicht 
mehr  genau  proportional  sind. 

Wenn  wir  nun  eine  Stimmgabel  an  einer  solchen  Stelle 
auf  eine  Saite  aufsetzen,  wo  diese  in  dem  Grundtone  der  Gabel 
mitschwingt,  so  werden  allerdings  die  höheren  unharmonischen 
Töne  der  Gabel  das  Mitschwingen  der  Saite  nicht  erregen, 
und  nicht  auf  deren  Resonanzboden  und  die  umgebende  Luit- 
masse übertragen  werden,  wohl  aber  die  höhere  Octave  des 
Grundtones.  Um  diese  auszuschliessen  muss  man  der  Saite 
selbst  unharmonische  Obertöne  geben,  was  sehr  leicht  zu  be- 
wirken ist,  dadurch,  dass  man  in  der  Mitte  des  mitschwiugenden 
Saitenstückes  eine  kleine  Belastung  anbringt.  Wenn  L die 
Saitenlänge  ist,  welche  den  Grundton  der  Stimmgabel  giebt, 
so  braucht  man  nur  in  der  Entfernung  von  etwa  J L vom 
Ende  der  Saite  als  Belastung  derselben  ein  Tröpfchen  Siegel- 
lack auf  ihr  zu  befestigen.  Man  wird  dann  finden,  dass  die 
Saitenlänge,  welche  den  Grundton  der  Stimmgabel  giebt,  jetzt 
beträchtlich  kleiner  geworden  ist,  und  dass  ausserdem  der  zweite 
Erregungspunkt  der  höheren  Octaven  des  Grundtones,  der  ur- 
sprünglich mit  dem  ersten  Erregungspunkte  des  Grundtones 
selbst  zusammeufiel,  jetzt  von  diesem  getrennt  ist.  Wenn  man 
also  die  Gabel  nun  in  dem  letzteren  Punkte  aufsetzt,  erregt 
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mau  nur  den  Grundtou  und  nicht  mehr  gleichzeitig  dessen 
höhere  Octave.1) 

Um  bei  der  Ausführung  der  Versuche  die  Gabeln  nicht  eos 
immer  in  der  Hand  halten  zu  müssen,  ohne  sie  doch  mit  einem 
schallleitenden  Körper  in  Berührung # zu  bringen , ist  es  am 
besten,  wenn  man  sie  an  der  Saite  aufhängt.  Zu  dem  Ende 
stelle  ich  das  Monochord  so  auf,  dass  die  Saiten  nach  unten 
gekehrt  sind.  In  der  Mitte  der  Saite  wird  ein  Häkchen  fest 
angekittet,  an  welches  die  Gabel,  nachdem  sie  angeschlagen 
ist,  gehängt  werden  kann.  Auf  der  einen  Seite  des  Häkchens 
dampft  man  die  Saite  durch  ein  untergeschobenes  Tuch;  auf 
der  anderen  Seite  wird  das  Siegellacktröpfchen  und  weiterhin 
ein  beweglicher  Steg  angebracht,  den  man  so  lange  verschiebt, 
bis  man  das  Maximum  der  Tonstärke  erhält. 

Man  erhält  auf  diese  Weise  ziemlich  laute  und  lang  an- 
haltende reine  Töne,  welche  verschwinden,  so  wie  man  die 
Saite  zwischen  der  Gabel  und  dem  Stege  mit  dem  Finger  be- 
rührt und  dadurch  ihre  Querschwingungen  dämpft.  Die  Klang- 
farbe dieser  einfachen  Töne  ist  im  Ganzen  der  der  Stimmgabel- 
töne ähnlich,  nur  etwas  dumpfer,  dem  U ähnlich,  und  wenn 
mau  ihre  Höhe  an  einem  Claviere  zu  bestimmen  sucht,  wird 
man  leicht  verleitet,  sie  eine  Octave  tiefer  zu  suchen,  als  sie 
wirklich  liegen. 

Eine  zweite  Methode,  den  Grundton  der  Stimmgabeln  mit 
Ausschluss  ihrer  Obertöne  der  Luft  mitzutheilen , beruht  auf 
der  Wirkung  resonirender  Köhren.  Die  Köhren,  welche  ich 
anwendete,  waren  aus  Pappe  verfertigt,  cylindrisch,  an  beiden 


1)  Die  Theorie  der  Bewegung  beschwerter  Saiten  siehe  bei  Duhamel, 
Compt.  renrt.  XI,  15  und  810.  (Pogg.  Annalen  LVII.  392  u.  397.)  See- 
beck  itn  Repertorium  der  Physik  VIII.  33  giebt  auch  die  Gleichung  für 
die  Hohe  der  Töne.  Es  sei  M die  Masse  der  Belastung,  m die  der  Saite, 
l,  um!  lit  die  Länge  ihrer  beiden  Stücke,  in  welche  sie  durch  die  Be- 
lastung getheilt  wird,  L die  Länge  einer  unbelasteten  Saite  von  gleicher 
Art  und  Spannung,  deren  Grundton  dem  betreffenden  Tone  der  be- 
schwerten Saite  gleich  ist,  so  wird  L gegeben  durch  die  trauseendente 
Gleichung : 


al, 

cotang  -j-  + cotang 


t*L  = aM(l,  + l„) 
L m L 


Heimholtz,  wissensch.  Abhandlungen. 
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Enden  durch  einen  ebenen  Boden  geschlossen,  von  denen  der 
so«  eine  in  der  Mitte  eine  runde  Oeffnung  besass.  Ich  gebe  hier 
folgend  ihre  Maasse  in  Centmietern  an,  und  die  Töne,  welche 
ich  erhalten  konnte,  indem  ich  durch  eine  enge  Röhre  gegen 
ihre  Mündung  blies. 


Gehörig  zur 
Gabel 

Länge 

Durchmesser 

der  Röhre  | der  Oeffnung 

Töne 

b 

17,3 

5,3 

1,1 

b,  des 3 

dx 

17,1 

4,0 

. bo 

d, , des g,  h3 

fi 

14,3 

4,0 

1,1 

fit  C3 

bi 

13,2 

4,1 

1,8 

bi , ßs3 

Da  die  Mündungen  dieser  Röhren  keine  scharfen  Ränder 
hatten,  war  das  Anblasen  schwierig,  und  es  gelang  mir  deshalb 
nur  bei  einer  von  ihnen  den  dritten  Ton  zu  erhalten.  Um  die 
Lage  dieses  Tones  in  noch  anderen  Fällen  zu  bestimmen,  ver- 
fertigte ich  mir  noch  eine  Röhre  von  ähnlicher  Gestalt,  die 
durch  Ausziehen  eines  hölzernen  Stempels  verlängert  werden 
konnte,  und  deren  Mündung  einen  scharfen  Rand  hatte,  sodass 
das  Anblassen  leichter  war.  Sie  hatte  8,8  cm,  ihre  Oeffnung 
1 cm  Durchmesser  und  konnte  bis  auf  28,5  cm  verlängert 
werden.  Auch  hier  konnte  ich  nur  bei  den  niederen  Tönen 
den  zweiten  Oberton  durch  stärkeres  Anblasen  erreichen. 


Länge  der 
Röhre 

Töne 

26 

Cl  9™> 

22 

(iw,  9183 

17 

fi  d3  cisA 

Das  Verhältniss  des  zweiten  zum  dritten  Tone  ist  in  allen 
diesen  Fällen  das  einer  kleinen  oder  grossen  Septime,  und  wir 
dürfen  ihn  deshalb  wohl  in  den  Fällen,  wo  er  nicht  durch  An- 
blasen hervorgebracht  werden  konnte,  nach  diesem  Verhältnisse 
ergänzen. 

ßio  Ich  stelle  jetzt  die  verschiedenen  Töne,  welche  die  zusam- 
mengehörigen Röhren  und  Gabeln  geben,  unter  einander,  wobei 
die  nicht  direct  beobachteten  Obertöne  eingeklammert  sind: 
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1)  Gabel: 

b, 

bi 

9z 

Röhre : 

b 

. 

des 3 

(K 

2)  Gabel: 

d2 

ais3 

Röhre: 

des3 

*3 

3)  Gabel: 

fi 

f 

cisi 

Röhre : 

f 

ez 

&) 

4)  Gabel: 

bi 

b. 

ft 

Röhre : 

bi 

ßs3 

W 

5)  Gabel: 

ai 

a’ 

dis± 

Röhre: 

°i 

«4 

Man  sieht  aus  dieser  Zusammenstellung,  dass  die  ersten 
Obertöne  der  Gabeln,  welche  die  höhere  Octave  des  Grund- 
tones bilden,  durch  die  Resonanz  der  Röhren  nicht  verstärkt 
werden  können.  Dagegen  kommen  die  zweiten  Obertöne  der 
Gabeln  und  Röhren  sich  einige  Male  ziemlich  nahe.  Indessen 
ergab  der  Versuch,  dass  die  Uebereinstimmung  doch  nicht 
gross  genug  war,  um  eine  wesentliche  Verstärkung  jener  Ober- 
töne durch  die  Resonanz  der  Röhren  zu  bedingen,  in  denen 
sich  wahrscheinlich  die  durch  Anblasen  schwer  zu  erzeugenden 
Töne  überhaupt  schwer  bilden.  Wenn  man  die  Gabeln  mit 
einem  harten  Körper  anscldägt,  hört  man  die  höheren  Ober- 
töne,  welche  einer  vermehrten  Zahl  von  Knoten  entsprechen, 
deutlich  neben  dem  Grundtone;  doch  verklingen  sie  schnell. 
Bringt  man  dann  die  Gabel  vor  die  Mündung  ihrer  Resonanz- 
röbre,  so  schwillt  ihr  Grundton  mächtig  an,  während  keine  Ver- 
stärkung des  höheren  Tones  wahrzunehmen  ist. 

Insbesondere  überzeugte  ich  mich  noch,  dass  die  Röhren 
nicht  im  Stande  sind  die  Octave  ihres  Grundtones  durch  Re- 
sonanz zu  verstärken.  Wenn  ich  die  Gabel  bx  vor  die  Oeff-  511 
nung  der  Röhre  b hielt,  war  nicht  die  geringste  Verstärkung 
des  Tones  zu  bemerken.  Dagegen  verstärkten  die  Röhren  die 
Töne,  weiche  von  ihrem  Grundton  um  einen  halben  oder  ganzen 
Ton  abwichen,  noch  ziemlich  bedeutend.  Die  Röhre  für  bx 
war  eben  so  gut  für  a j zu  gebrauchen,  und  selbst  as1  wurde 
noch  beträchtlich  dadurch  verstärkt. 

Da  die  Resonanz  der  Röhren  einen  merklich  stärkeren 
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Ton  gab,  als  die  der  Saiten,  und  die  Gabeln  in  ihrer  Ver- 
bindung mit  den  Röhren  auch  leichter  zu  handhaben  waren, 
habe  ich  die  meisten  Versuche  über  Combinationstöne  mit  den 
Röhren  angestellt. 

Bei  den  Versuchen  muss  man  darauf*  achten,  dass  die 
schwingenden  Stimmgabeln  nirgends  Klirren  erregen.  Am 
besten  hält  man  sie  in  den  Händen.  Will  man  sie  fest  hin- 
stellen, so  müssen  sie  in  einer  hölzernen  Unterlage  durch  stark 
angezogene  Sclirauben  befestigt  sein,  und  diese  muss  auf  Leder 
oder  eiuer  dicken  Lage  Papier  stehen,  nicht  auf  dem  blossen 
Tische.  Die  klirrenden  Töne,  welche  entstehen,  wenn  die 
Gabeln  nicht  ganz  fest  in  ihrer  hölzernen  Unterlage  sitzen,  oder 
diese  lose  auf  dem  Tische  steht,  werden  offenbar  durch  kleine 
Stösse  der  betreffenden  Körper  gegen  einander  hervorgebracht, 
welche  den  Schwingungen  der  Gabel  meist  isochron  sind.  Da- 
her ist  der  Klirrton  meist  gleich  hoch,  wie  der  Gabelton  (zu- 
weilen tiefer),  aber  da  er  nicht  durch  eine  einfache  Sinusbe- 
wegung hervorgebracht  wird,  hat  er  stark  hervortretende  Ober- 
töne, welche  ihm  seinen  spitzen  Klang  zu  geben  scheinen.  Eben 
dieser  Obertöne  wegen,  muss  das  Klirren  vermieden  werden. 

Mittels  der  mehrfach  angeführten  Gabeln  und  einer  sechsten, 
deren  Schwingungszahl  zu  der  des  b im  Verhältnis  von  7 zu  4 
stand,  die  also  ein  etwras  tiefes  as1  gab  und  die  ich  durch  auf- 
geklebte Wachsklümpchen  bis  auf  gx  erniedrigen  konnte,  wareu 
folgende  Combinationen  von  Tönen  herzustellen,  die  ich  hier 
folgend  mit  dem  dabei  gehörten  Combinationstone  angebe. 
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Ich  war  in  allen  diesen  Fällen  nicht  im  Stande,  durch 
das  Gehör  das  V orhandensein  anderer  Combinationstöne  zu  er- 
kennen, welche  tiefer  gewesen  wären  als  die  primären  Töne, 
während  ich  andererseits  bei  je  zwei  Tönen  von  Orgelpfeifen, 
oder  der  Sirene  oder  der  Violine  sehr  wohl  im  Stande  war, 
Combinationstöne  zweiter  Ordnung  wahrzunehmen.  Indessen 
habe  ich  bei  Orgelpfeifen  und  bei  der  Sirene  kein  Beispiel  ge- 
funden, wo  nicht  der  Combinationston  erster  Ordnung  bei 
Weitem  der  deutlichste  gewesen  wäre.  Als  Beispiele  solcher 
Combinationstöne  zweiter  Ordnung,  die  ich  hörte,  führe  ich  an: 


Neben  den  Tönen  4 

und  5 

den  Ton  3 = 2.4 

-5 

yy  yy 

„ 5 

„ 7 

yy 

„ 3 = 2.5 

- 7 

yy  » 

„ 5 

„ 8 

yy 

„ 2 = 2.5 

- 8 

yy  yy 

» 3 

„ -5 

yy 

„ 1 = 2.3 

-5. 

Die  Violine,  welche  Tartini  und  Hällström  anwendeten, 
scheint  mir  nach  meinen  eigenen  Erfahrungen  viel  weniger  zu, 
den  Untersuchungen  über  Combinationstöne  geeignet  zu  sein, 
als  die  Orgelpfeifen  und  die  Sirene.  Ich  hatte  allerdings  nur 
Gelegenheit  die  Hülfe  dilettirender  Violinspieler  in  Anspruch 
zu  nehmen,  und  kann  daher  nicht  beurtheilen,  ob  eine  künst- 
lerische Vollendung  der  Bogenführung  andere  Resultate  geben 
möchte.  Die  Combinationstöne  waren  dabei  in  einer  eigen-  513 
thümlichen  Weise  inconstant,  hörten  sich  heulend  an,  indem 
sie  bald  etwas  höher,  bald  etwas  tiefer  wurden,  was  namentlich 
daun  sehr  entschieden  der  Fall  war,  wenn  nicht  zwei  ganze 
Saiten  angestrichen  wurden,  sondern  eine  derselben  an  das 
Griffbrett  gedrückt  und  verkürzt  wurde.  Ausserdem  pflegten 
auch  schnell  hintereinander  verschiedene  Combinationstöne  zu 
wechseln.  Der  Grund  davon  liegt  wohl  darin,  dass  durch  den 
Bogen  die  Saite  nicht  ganz  gleichmässig  bewegt  wird,  sondern 
fortdauernd  die  Form  ihrer  Schwingung  wechselt,  sodass  ihre 
Obertöne  in  Bezug  auf  Stärke  und  auf  die  Gleichzeitigkeit  oder 
Ungleichzeitigkeit  ihrer  Wellenberge  und  Wcllenthäler  vielfach 
variiren,  sodass  die  verschiedenen  Combinationstöne  des  Grund- 
tones und  seiner  Obertöne  sich  bald  gegenseitig  verstärken, 
bald  durch  Interferenz  aufheben,  und  deshalb  bald  der  eine  bald 
der  andere  Combinationston  stärker  hervortritt.  Was  das 
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Heulen  des  Combinationstones  betrifft,  so  muss  man  bedenken, 
dass  wenn  die  primären  Töne  nabe  bei  einander  liegen,  ausser- 
ordentlich kleine  Schwankungen  ihrer  Höhe  sehr  merklich  die 
Höhe  des  Combinationstones  verändern  können.  Geben  doch 
schon  die  Terzen,  welche  nach  der  gleichschwebenden  Tem- 
peratur gestimmt  sind,  Combinationstöne,  welche  um  einen 
halben  Ton  verändert  sind.  Das  Verhältnis  des  zum  e1  in 
der  reinen  Temperatur  ist  100:125,  in  der  gleichschwebenden 
100:126.  Ersteres  giebt  den  Combinationston  C von  25 
Schwingungen,  letzteres  einen  Ton  von  26  Schwingungen.  Das 
Verhältnis  dieser  beiden  Combinationstöne  ist  also  nahe  gleich 
dem  eines  kleinen  halben  Tones  24 : 25.  Statt  C erhalten  wir 
daher  bei  der  Stimmung  nach  gleichschwebender  Temperatur 
naliehin  Cis,  und,  wenn  wir  e}  und  angeben,  statt  des- 
selben C vielmehr  Ä_1#  Bei  einem  Instrumente  mit  starken, 
gleichmässig  anhaltenden  Tönen,  z.  B.  einer  Physharmonika, 
welches  nach  gleichschwebender  Temperatur  gestimmt  ist 
bilden  deshalb  auch  diese  Combinationstöne  für  den,  der 
darauf  zu  achten  gewöhnt  ist,  eine  unangenehme  Störung  der 
Harmonie. 

5i4  Wir  entnehmen  aus  den  angeführten  Thatsachen  das  Ke- 
sultat,  dass  das  menschliche  Ohr  Hällström’s  Combinatious- 
töne  zweiter  Ordnung  bei  einfachen  Tönen  von  der  Stärke,  wie 
sie  unsere  mit  Resonanzröhren  versehenen  Stimmgabeln  geben, 
nicht  zu  erkennen  vermag,  wohl  aber  bei  solchen  Tönen  gleicher 
Stärke,  welche,  wie  die  der  Orgelpfeifen,  Sirenen,  Violinen 
mit  Obertönen  verbunden  sind.  Wir  dürfen  daraus  wohl  den 
Schluss  ziehen,  dass  wenn  wir  bei  Tönen  mittlerer  Stärke 
Combinationstöne  zweiter  oder  höherer  Ordnung  deutlich  hören, 
diese  durch  die  höheren  Nebentöne  der  primären  Töne  er- 
zeugt sind. 

Andererseits  ist  noch  eine  Erscheinung  zu  erwähnen,  aus 
der  wir  vielleicht  schliessen  müssen,  dass  auch  bei  den  ein- 
fachen Tönen,  wenn  auch  ausserordentlich  schwach,  Combina- 
tionstöne höherer  Ordnung  Vorkommen.  Es  sind  dies  die  von 
Scheibler  und  Roeber  untersuchten  Schwebungen,  welche 
bei  nicht  ganz  reinen  Consonanzen  hörbar  sind.  Die  Schwe- 
bungen sind  in  der  That  ein  Mittel,  durch  welches  man  die 
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Gegenwart  sehr  schwacher  Töne  oft  besser  erkennt  als  durch 
das  Ohr. 

Um  das  Intervall  hbx  meiner  Stimmgabeln  zu  prüfen,  habe 
ich  mir  eine  Hülfsgabel  gestimmt,  welche  vier  Schwingungen 
weniger  als  b1  in  der  Secunde  macht.  Lasse  ich  die  Gabel 
vor  ihrer  Reso nanzröhre  verklingen,  und  nähere  der  Röhre  von 
Zeit  zu  Zeit  die  angeschlagene  Hülfsgabel,  so  höre  ich  die 
Schwebungen  noch  zu  einer  Zeit,  wo  ich  von  dem  Tone  der 
verklingenden  Gabel  ohne  dieses  Hülfsmittel  nichts  mehr  wahr- 
nehmen kann.  Wenn  wir  wie  beim  Lichte  die  Intensität  des 
Schalls  nach  dem  Quadrate  der  Schwingungsweite  bestimmen, 
muss  in  der  That,  wo  zwei  Schallwellenzüge  von  gleicher 
Stärke  mit  gleichen  Phasen  zusammen  kommen,  die  Schwin- 
gungsweite verdoppelt,  die  Intensität  vervierfacht  werden.  Wo 
entgegengesetzte  Phasen  zusammenfallen,  wird  die  Intensität 
gleich  Null.  Nähern  wir  also  die  Hülfsgabel  der  Resonanz- 
röhre  so  weit,  dass  der  Schall  beider  Gabeln  die  gleiche  Stärke 
welche  wir  1 nennen  wollen,  bekommt,  so  wechselt  die  Inten-  sn» 
sität  des  Tons  zwischen  0 und  4,  und  dieser  Wechsel  kann 
also  noch  sein’  wohl  wahrnehmbar  sein,  während  die  Intensität  1 
schon  nicht  mehr  wahrgenommen  wird.  Scheibler  hat  nun 
bekanntlich  nachgewiesen,  dass  die  Zahl  der  Schwebungen, 
welche  unrein  gestimmte  Octaven,  Quinten,  Quarten  und  Terzen 
geben,  genau  berechnet  werden  kann  aus  der  Annahme,  dass 
dabei  Combinationstöne  verschiedener  Ordnung  von  nahe  glei- 
cher Höhe  miteinander  interferiren.  Lässt  man  diese  Erklä- 
rungsweise von  Scheibler  zu,  so  würden  die  Sclnvebungen 
die  Anwesenheit  von  Combinationstönen  verrathen  können, 
welche  zu  schwach  sind,  um  ohne  ihre  Hülfe  wahrgenommen 
zu  werden.  Ich  habe  deshalb  Versuche  über  diese  Schwe- 
bungen an  den  mit  Resonanzröhren  versehenen  Gabeln  gemacht. 
Verstimmen  kann  man  sie  leicht  in  beliebigem  Grade,  indem 
man  Klümpchen  Wachs  an  ihre  Zinken  klebt.  So  konnte  ich 
die  Schwebungen  zweier  Gabeln  hören,  welche  eine  schwach 
verstimmte  Octave,  Quinte,  Quarte  oder  grosse  Terz  bilden. 
Aber  wälirend  sie  bei  der  Octave  leicht  und  deutlich  hörbar 
waren,  zeigten  sie  sich  bei  jedem  folgenden  Intervalle  schwächer 
und  waren  schon  bei  der  grossen  Terz  nur  sehr  schwer  zu 
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hören.  Bei  der  kleinen  Terz  konnte  ich  die  Schwebungen 
nicht  mehr  mit  Bestimmtheit  erkennen,  ebensowenig  bei  der 
kleinen  Sexte. 

Bei  der  unreinen  Octave,  deren  Töne  die  Schwingungs- 
zahlen X und  2X  + ö haben  mögen,  ist  es  nach  der  Erklärung  von 
Scheibler  der  Combinationston  erster  Ordnung  X -f  welcher 
mit  dem  Grundton  X Schwebungen  von  der  Zahl  ö hervorbringt 

Bei  der  unreinen  Quinte,  2X  und  3A  4-  d,  ist  es  ein  Com- 
binationston erster  Ordnung  X -f-  <)',  welcher  mit  einem  der 
zweiten  Ordnung  2.  (2X)  — (3A  + d)  = X — S Schwebungen  von 
der  Zahl  2ö  hervorbringt. 

Bel  der  unreinen  Quarte  SX  und  4 a -f  ö ist  es  ein  Com- 
binationston zweiter  Ordnung  2(3A)  — (4Ä  -{-  ö)  = 2X  — d und 
ein  solcher  dritter  Ordnung  2(4A  -f  ö)  — 2(3P.)  = 2X  -f  2ö 
welche  3d  Schwebungen  hervorbringen. 

Bei  der  unreinen  grossen  Terz  endlich  4X  und  5^,  -f  S ist 
sw  es  ein  Combinationston  dritter  Ordnung  2 (5  A -f  d)  — 2 (4Ä) 
= 2X  + 2d,  und  ein  solcher  vierter  Ordnung  3 (4Ä)  — 2 (5Ä  -f  Ö) 
= 2 X — 2 <$,  welche  mit  einander  4 ö Schwebungen  geben. 

Auch  Scheibler  hat  wahrgenommen,  dass  die  Schwe- 
bungen desto  schwächer  werden,  einer  je  höheren  Ordnung 
die  Combinationstöne  angehören,  durch  welche  sie  entstehen. 
Seiner  Theorie  gemäss  müssten  also  Combinationstöne  bis  zur 
vierten  Ordnung  auch  von  einfachen  Tönen  erzeugt  werden 
können.  Scheibler  hatte  für  seine  Theorie  nur  die  eine  Be- 
stätigung, welche  in  der  genauen  Uebereinstimmung  der  be- 
rechneten Zahl  der  Schwebungen  mit  der  beobachteten  lag. 
Ich  hoffte  noch  eine  zweite  Bestätigung  seiner  Theorie  gewinnen 
zu  können,  wenn  ich  auf  die  Höhe  der  als  schwebend  wahrge- 
nommenen Töne  achtete.  In  der  That  glaubte  ich  in  allen 
Fällen  die  Töne  schwebend  zu  hören,  welche  Scheibler’ s 
Theorie  fordert,  namentlich  im  Falle  der  unreinen  Quarte  fx  b]  den 
Combinationston  zweiter  Ordnung  b , im  Falle  der  unreinen  grossen 
Terz  den  Ton  dritter  Ordnung  B mittels  der  Schwebungen  wahr- 
zunehmen. Doch  stehe  ich  an,  mich  in  diesem  Falle  auf  die 
Aussagen  meines  Ohres  fest  zu  verlassen,  da  es  sehr  schwierig 
ist  bei  so  ausserordentlich  schwachen  Tönen,  die  Octave,  in  der 
der  Ton  liegt,  sicher  zu  bestimmen.  Uebrigens  lehrt  auch  eine 
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vollständig  durchge führte  Theorie  dieser  Schwankungen,  dass 
nicht  bloss  die  von  Sc  heikler  als  schwebend  berechneten  Töne 
Wechsel  ihrer  Stärke  zeigen  müssen,  sondern  schwächere  Schwe- 
bungen auch  bei  den  übrigen  Combinationstöncn  anderer  Ord- 
nung eintreten  müssen. 

Auch  dadurch,  dass  man  dritte  Töne  daneben  angiebt, 
kann  man  zuweilen  Schwebungen  hörbar  machen,  welche  nicht 
durch  Combinationstöne  erster  Ordnung,  sondern  nur  durch 
solche  höherer  Ordnung  erklärt  werden  können. 

Wenn  ich  z.  B.  die  einfachen  Töne  b imd  dx  angab,  und  dazu 
auf  dem  Clavier  f7  welches  nicht  genau  mit  den  beiden  vorigen 
consonirte,  so  hörte  ich  sehr  deutlich  sowohl  den  Ton  7?_i  als 
den  Ton  f Schwebungen  machen.  Die  ersteren  erklären  sich 
dadurch,  dass  der  erste  Combinationston  sowohl  von  f und  />, 
wie  von  b und  dv  i ist,  und  wenn  das  letztere  Intervall 
nicht  ganz  rein  ist,  die  beiden  Combinationstöne  nicht  ganz 
überein  stimmen  können,  folglich  Schwebungen  geben  müssen. 
Mit  dem  Ton  f fällt  aber  kein  Combinationston  erster  Ord- 
ruing  zusammen,  auch  keiner  mit  den  höheren  Nebentönen 
dieses  Tones,  wohl  aber  ist  f ein  Combinationston  zweiter 
Ordnung  von  b und  dx.  Dieses  / wird  dadurch,  dass  man  ein 
etwas  verschiedenes  f auf  dem  Claviere  angiebt,  und  es  dadurch 
in  Schwebungen  bringt,  wahrnehmbar  gemacht. 

In  derselben  Weise  konnte  ich  Schwebungen  des  zweiten 
Combinationstones  b der  kleinen  Terz  dx  fx  hörbar  machen, 
wenn  ich  dies  b auf  dem  Claviere  angab.  Daneben  hörte  man 
ebenfalls  Schwebungen  des  B—\. 

Ebenso  konnte  ich  deutlich  die  Schwebungen  des  f hören, 
wenn  ich  das  bx  der  Stimmgabel  durch  aufgeklebtes  Wachs 
verstimmte,  und  nun  zunächst  b und  bx , beide  gleichmässig 
stark  ertönen  liess.  Unter  diesen  Umständen  hört  man  die 
Schwebungen  wenig,  welche  die  unreine  Octave  sonst  deut- 
lich hören  lässt,  wenn  der  tiefere  Ton  an  Stärke  überwiegt. 
Sobald  man  aber  zu  den  Tönen  b und  bx  noch  dx  angiebt, 
hört  man  sehr  deutlich  das  f schweben.  Dieses  f ist  der  erste 
Combinationston  von  dxbx  und  der  zweite  von  bdv  Ein  anderer 
erster  Combinationston  fällt  damit  nicht  zusammen,  der  die 
Schwebungen  verursachen  könnte. 
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Wenn  wir  nun  auch  Scheibler’s  und  Röber’s  Theorie 
der  Schwebungen,  welche  die  Erscheinungen  mit  grosser  Ge- 
nauigkeit erklärt,  als  gültig  betrachten,  und  aus  dem  Vorhan- 
densein der  entsprechenden  Schwebungen  schliessen,  dass  auch 
einfache  Töne  zur  Bildung  von  Combinationstönen  höherer 
Ordnung  Veranlassung  geben,  so  folgt  daraus  keineswegs,  dass 
bei  den  Beobachtungen  des  blossen  Ohres,  wo  diese  Töne  nicht 
gehört  werden  konnten,  ein  Irrthum  stattgefunden  habe.  Im 
eis  Gegentheil,  da  die  Schwebungen,  welche  durch  Combinations- 
töne  höherer  Ordnung  veranlasst  werden,  in  allen  diesen  Fällen 
ausserordentlich  schwach  sind,  und  andererseits  die  Schwe- 
bungen ein  so  sehr  viel  feineres  Mittel  der  Wahrnehmung 
eines  Tones  abgeben,  wird  dadurch  vielmehr  bestätigt,  dass 
diese  Combinationstöne  durch  das  Ohr  allein,  namentlich  neben 
anderen,  sehr  viel  stärkeren  Tönen,  nicht  wohl  wahrgenommen 
werden  konnten. 

Als  Resultat  der  bisherigen  Untersuchung  der  tieferen 
Combinationstöne  können  wir  aussprechen,  dass  einfache 
Töne  nur  solche  tiefere  Combinationstöne  deutlich 
hören  lassen,  deren  Schwingungszahl  gleich  der  Dif- 
ferenz der  Schwingungszahlen  der  primären  Töne  ist, 
und  dass,  wenn  Combinationstöne  anderer  Ordnung 
daneben  existiren,  diese  zu  schwach  sind,  um  bei 
mässiger  Stärke  der  primären  Töne  dem  Ohre  hörbar 
zu  werden.  Wenn  bei  zusammengesetzten  Tönen 
Combinationstöne  höherer  Ordnung  oft  sehr  deutlich 
auftreten,  müssen  wir  diese  daher  für  Combinations- 
töne der  höheren  Beitöne  erklären. 

2.  Ueber  eine  neue  Art  höherer  Combinationstöne. 

Ausser  den  bisher  besprochenen  Combinationstönen  besteht 
noch  eine  zweite  Classe  solcher  Töne,  welche,  so  viel  ich  finde, 
bisher  noch  niemals  beobachtet  worden  zu  sein  scheint,  näm- 
lich Töne,  deren  Schwingungszahl  gleich  ist  der 
Summe  der  primären  Töne.  Ich  wrerde  diese  neuen  Töne 
mit  dem  Namen  der  Summationstöne  bezeichnen,  im  Gegen- 
sätze zu  den  früher  besprochenen  und  schon  länger  be- 
kannten, welche  wir  Differenztöne  nennen  können,  weil  ihre 
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Sckwingungszahl  der  Differenz  der  Schwingimgszalilen  der  pri- 
mären oder  ihrer  combinirten  Töne  niederer  Ordnung  gleich 
ist  Ich  wurde  zuerst  durch  die  theoretischen  Entwickelungen, 
welche  ich  weiter  unten  geben  werde,  darauf  aufmerksam,  dass 
solche  Töne  existiren  möchten,  und  versuchte  sie  an  den  mit 
Resonanzröhren  versehenen  Stimmgabeln  zu  hören.  Das  gelang 
mir  auch,  aber  nur  sehr  schwierig,  -weil  die  Töne  der  Stimm- 
gabeln nur  eine  massige  Stärke  haben,  und  die  Combinations-  sio 
töne  überhaupt  erst  bei  grösserer  Stärke  der  primären  Töne 
deutlich  werden.  Die  Summationstöne  sind  nun  schwächer  als 
die  Differenztöne  erster  Ordnung,  und  es  gehört  deshalb  grosse 
Uebung  und  Aufmerksamkeit  dazu,  sie  bei  geringerer  Stärke 
der  primären  Töne  zu  hören.  Indessen  gelang  es  mir  doch 
mittels  der  Stimmgabeln  folgende  Töne  dieser  Art  wahrzu- 
nehmen. 
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der  primären 

des  Summations- 

Töne 

tones 

*.  ft 

<*» 

2:3 

5 

/i.  &i 

asa 

3:4 

7 

b , dx 

C2 

4:5 

9 

Viel  leichter  sind  sie  zu  hören,  wenn  man  stärkere  Schall- 
quellen an  wendet,  auch  braucht  man  liierbei  die  Ober  töne  der 
primären  Töne  nicht  zu  fürchten.  Einmal  kann  der  Sum- 
mationston mit  keinem  Oberton  der  primären  Töne  zusammen- 
fallen, wenn  nicht  einer  der  primären  Töne  selbst  ein  Oberton 
des  anderen  ist.  Denn  wenn  m und  n die  Schwingungszalilen 
der  primären  Töne  sind,  so  kann  die  Schwingungszahl  des 
Summationstones  m -j-  n kein  Multiplum  von  m oder  n sein, 
wenn  nicht  m selbst  ein  Multiplum  von  n,  oder  n ein  solches 
von  m ist.  Zweitens  ist  auch  keine  Täuschung  durch  Differenz- 
töne der  höheren  Obertöne  zu  fürchten,  weil  es  leicht  gelingt 
die  Summationstöne  eben  so  stark  oder  stärker  zu  erhalten, 
als  die  ersten  und  stärksten  Obertöne,  sodass  sie  jedenfalls 
viel  stärker  werden  als  die  Differenztöne  dieser  letzteren. 

Recht  gut  hört  man  die  Summationstöne  bei  Orgelpfeifen, 
namentlich,  wenn  man  das  Ohr  den  beiden  Mundstücken  der 
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Pfeifen  nähert.  Man  gebe  erst  (len  höheren  der  beiden  Töne 
an,  welche  man  combiniren  will;  indem  man  dann  den  tieferen 
auch  beginnen  lässt,  hört  man  einen  noch  höheren,  den  Sum- 
mationston hinzukommen.  Auch  die  Physharmonika  lässt  die 
620  Summationstöne  gut  hören,  wenn  man  starken  Wind  giebt. 
Von  allen  aber  die  beste  Gelegenheit  gewährt  che  von  Dove1) 
beschriebene  mehrstimmige  Sirene,  an  welcher  die  Combinations- 
töne  überhaupt  so  laut  hervortreten,  wie  an  keinem  anderen 
Instrumente.  An  ihr  sind  auch  die  Summationstöne  so  laut 
und  auffallend,  dass  sie  gleichsam  die  Oberstimme  des  gehörten 
Accordes  bilden,  und  sich  auch  ungeübten  Ohren  leicht  be- 
merklich  machen.  Sie  sind  es  auch,  die  die  Accorde  der  Sirene 
häufig  so  rauh  imd  misstönend  machen,  weil  sie  meistens  nicht 
in  der  Harmonie  des  Duraccordes  bleiben,  wie  dies  bei  den 
Differenztönen  der  consonirenden  Intervalle  gewöhnlich  der 
Fall  ist. 

Der  Summationston  der  Octave,  C und  c,  ist  die  Quinte 
des  höheren  Tones  g.  Selbst  in  diesem  Falle,  wo  der  zweite 
Oberton  des  C mit  dem  Summationstone  zusammenfällt,  kann 
man  sich  überzeugen,  dass  ein  Summationston  da  ist  Wenn 
man  nämlich  zuerst  C angiebt,  hört  man  anfangs  schwach  dessen 
zweiten  Oberton  g\  sobald  man  nun  aber  daneben  auch  c an- 
giebt, wird  dieses  g viel  stärker  als  vorher,  obgleich  c keinen 
entsprechenden  Oberton  hat. 

Neben  der  Quinte  CG  hört  man,  wie  oben  schon  ange- 
geben ist,  die  Decime  des  Grundtones,  nämlich  e.  Es  wird 
dadurch  der  Durdreiklang  vollständig. 

Zur  grossen  Sexte  Ge  (3:5)  kommt  cY  (8)  die  kleine  Sexte 
des  höheren  Tones.  Der  Differenzton  ist  C\  so  wird  auch  liier 
durch  die  Combinationstöne  der  Duraccord  ergänzt. 

Zur  Quarte  Gc  (3:4)  kommt  die  etwas  vertiefte  kleine 
Septime  b (7)  des  höheren  Tones. 

Zur  grossen  Terz  CE  (4:5)  kommt  die  None  des  Grund- 
tones  d (9) , welche  den  Eindruck  des  Duraccordes  schon  er- 
heblich stört,  wenn  sie  deutlich  gehört  wird. 

Zur  kleinen  Terz  EG(b:Q)  kommt  der  Ton  11,  welcher 


1)  Poggendorff’s  Annalen  Bd.  LXXXII.  S.  596. 
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zwischen  f und  Jis  liegt,  und  die  Harmonie  in  sehr  unange- 
nehmer Weise  stört. 

Einen  eben  so  unangenehmen  Missklang  giebt  bei  der 
kleinen  Sexte  Ec  (5  und  8)  der  Summationston  18  zwischen  521 
b und  h.  Auf  der  mehrstimmigen  Sirene,  wo  die  Combinations- 
töne so  stark  hervortreten,  sind  deshalb  die  grosse  und  kleine 
Terz,  die  kleine  Sexte  und  alle  Accorde,  in  denen  sie  Vor- 
kommen, sehr  misstönig,  während  die  Octave,  Quinte,  Quarte 
und  grosse  Sexte  einen  sehr  reinen  Wohlklang  geben,  der  durch 
die  hinzukommenden  die  Harmonie  ausfüllenden  Combinations- 
töne noch  gewinnt.  Ich  bemerke  hierbei,  dass  die  bei  der 
Quarte  vorkommende  etwas  vertiefte  kleine  Septime,  deren 
Schwingungszahl  zu  der  des  Grundtones  im  Verhältnis  von  7 : 4 
steht,  dem  Ohre  durchaus  den  Eindruck  einer  Consonanz  macht. 

Endlich  war  ich  noch  im  Stande  neben  den  bisher  er- 
wähnten Summationstönen  bei  der  Sirene  Summationstöne 
zweiter  Ordnung  schwach  aber  deutlich  zu  hören.  Sind  p 
und  q die  Schwingungszahlen  der  primären  Töne,  so  ist  die 
Schwingungszahl  dieses  zweiten  Summationstones  2/>  + <j.  Ich 
konnte  walirnehmen  neben  zwei  Sirenentönen  vom  Schwingungs- 
verhältniss : 

2 zu  3 den  Ton  2.2+3=  7 und 

„ „ 2.3  + 2=  8 

3 „4  „ „ 2 . 3 + 4 = 10 

5 „6  „ „ 2 . 5 + 6 = 16 

4 „5  ,,  „ 2.5  + 4 = 14. 

In  jedem  dieser  Fälle  hätten  zwei  Töne  dieser  Art,  wie 
bei  der  Quinte  gehört  werden  müssen,  nämlich  neben  den 
Tönen  10,  16  und  14  noch  11,  17  und  13.  Indessen  ist  es 
schwer  die  Aufmerksamkeit  auf  einen  schwachen  Ton  zu  lenken, 
der  ausserhalb  der  musikalischen  Tonleiter  liegt,  und  dessen 
Höhe  man  sich  nicht  durch  Auflassung  einer  bestimmten  musi- 
kalischen Relation  zu  den  übrigen  Tönen  zu  fixiren  weiss.  Ich 
glaubte  mitunter  einen  Augenblick  die  unharmonischen  Töne 
zu  hören,  aber  das  Ohr  lenkte  immer  so  schnell  wieder  auf  die 
nahe  hegenden  harmonischen  ein,  dass  ich  mich  der  Höhe  der 
ersteren  nicht  bestimmt  versichern  konnte. 
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522  3.  Theorie  der  Combinationstöne. 

Die  bisher  von  Chladni1),  Lagrange2 3),  Th.  Young8), 
Hall  ström  und  Roeber  aufgestellten  Ansichten  über  die 
Entstehung  der  Combinationstöne,  obgleich  sie  sich  in  Einzel- 
heiten unterscheiden,  haben  doch  mehrere  wesentliche  Züge 
gemeinsam.  Alle  nehmen  nämlich  an,  dass  eine  ungestörte 
Superposition  der  Wellensysteme,  welche  den  gleichzeitig  er- 
klingenden primären  Tönen  angehören,  in  der  Luft  und  den 
schallleitenden  Körpern  überhaupt  stattfinde,  d.  h.  dass  bei 
gleichzeitig  erklingenden  Tönen  die  Bewegung  jedes  schwingen- 
den Theilchcns  genau  die  Resultante  derjenigen  Bewegungen 
sei,  welche  jeder  einzelne  Ton  für  sich  hervorrufen  würde. 

Wenn  m und  n zwei  ganze  Zahlen  ohne  gemeinschaft- 
lichen Factor  sind,  und  die  Schwingungszahl  des  einen  pri- 
mären Tones  mff  die  des  anderen  n f ist,  so  wird  die  resul- 
tirende  Luftbewegung  periodisch,  und  die  Zahl  ihrer  Perioden 
in  der  Secunde  wird  gleich  / sein.  Wir  wissen  nun,  dass  eine 
jede  regelmässig  wiederkehrende  periodische  Bewegung  der 
Luft,  wenn  die*  Zahl  / der  gleichen  Perioden  in  der  Secunde 
gross  genug  ist,  in  dem  Ohre  im  allgemeinen  die  Empfindung 
der  Töne  von  / 2/  3/  u.  s.  w.  Schwingungen,  und  zwar  einiger 
oder  aller  von  ihnen,  hervorrufen  kann.  In  der  Tliat  gehören 
nun  auch  die  Combinationstöne,  welche  man  in  einem  solchen 
Falle  hört,  der  Reihe  der  Töne  von/,  2 f 3/u.  s.  w.  Schwingungen 
an.  Wennn  es  sich  mm  aber  weiter  darum  handelte  zu  be- 
stimmen, welche  von  diesen  Tönen,  und  wie  stark  die  einzelnen, 
wirklich  in  einem  gegebenen  Falle  gehört  werden,  so  würde 
man  vor  allen  Dingen  haben  suchen  müssen  die  Frage  zu 
entscheiden,  nach  welchem  Gesetze  sich  das  Ohr  eine  solche 
periodische  Luftbewegung  in  einzelne,  einzelnen  Tonempfin- 
dungen entsprechende  Theile  zerlegt.  Indessen  hat  man  sich 

523  bei  den  Untersuchungen  über  Combinationstöne  meist  mit  un- 
bestimmteren Vorstellungen  über  die  Rolle,  welche  das  Ohr 


1)  Akustik,  Leipzig  1802,  S.  207. 

2)  Mise,  taurin.  T.  I,  p.  103  bis  105. 

3)  Philos.  Transact.  1800,  T.  I,  p.  130. 
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dabei  spielt,  begnügt,  und  erst  später  ist  diese  Frage,  wenn 
auch  nicht  mit  specieller  Beziehung  auf  die  Combinationstöne, 
Gegenstand  des  Streites  zwischen  Gr.  S.  Ohm  und  A.  See- 
beck gewesen.  Sie  ist  offenbar  von  fundamentaler  Wichtigkeit 
für  die  ganze  Lehre  von  den  Gehörempfindungen,  und  gerade 
die  Erscheinungen  der  Combinationstöne  scheint  wichtige  Ent- 
scheidungspunkte abgeben  zu  können. 

G.  S.  Ohm1)  hat  bekanntlich  eine  bestimmte  Annahme 
über  die  Art , wie  das  Ohr  die  periodischen  Luftbewegungen 
in  einzelne  Töne  zerlegt,  aufgestellt,  eine  Annahme,  die  still- 
schweigend wohl  schon  vor  ihm  von  den  meisten  mathematischen 
Physikern,  die  akustische  Probleme  behandelten,  gemacht  worden 
war.  Er  nimmt  nämlich  an,  dass  das  Ohr  in  seiner  Empfindung 
die  Luftbewegung  genau  ebenso  in  einfache  Schwingungsbe- 
wegungen (nach  der  oben  S.  267  gegebenen  Definition)  zerlege, 
wie  es  der  Mathematiker  mittels  der  Sätze  von  Fourier  in 
der  Rechnung  thut,  und  dass  das  Ohr  den  einer  jeden  solchen 
einfachen  Schwingungsbewegung  entsprechenden  Ton  hört. 
Dieses  von  Ohm  ausgesprochene  Gesetz  scheint  mir  in  der 
That  die  allerauffallendste  Bestätigung  zu  erhalten  durch  die 
Genauigkeit,  mit  welcher  ein  geübtes  Ohr  die  theoretisch  ge- 
forderten Töne  zu  hören  im  Stande  ist.  Ein  auffallendes  Bei- 
spiel, welches  schon  Th.  Young2)  besprochen  hat,  giebt  die 
Bewegung  der  Saiten,  deren  Gesetze  gut  genug  bekannt  sind, 
um  sie  vollständig  berechnen  zu  können.  Wenn  man  eine 
Saite  mit  einem  spitzen  Stift  seitwärts  zieht,  und  dann  von  der 
Spitze  abgleiten  lässt,  sodass  sie  zu  tönen  anfängt,  so  kann 
man  in  dem  Moment  des  Anfangs  der  Bewegung  annehmen, 
dass  die  Geschwindigkeit  aller  Theile  der  Saite  gleich  Null  ist, 
ihre  Gestalt  aber  aus  zwei  geraden  Linien  besteht,  die  an  der 
ßerührungsstelle  einen  Winkel  bilden.  Daraus  berechnet  sich  ^2» 
dann  die  ganze  Bewegung  der  Saite  nach  bekannten  Regeln. 

Ist  l die  Länge  der  Seite,  T die  Schwingungsdauer,  y die  Elon- 
gation des  um  x von  der  Mitte  entfernten  Punktes  der  Saite 
zur  Zeit  t,  so  ist: 


1)  Poggendorff’s  Annalen  Bd.  LIX,  S.  513. 

2)  Phil.  Transact.  1800,  T.  I,  p.  137. 
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Wenn  der  Grundton  tief  ist,  hört  ein  etwas  geübtes  Ohr 
alle  in  dieser  Reihe  enthaltenen  Obertöne  selbst  bis  zuin  elften 
Tone  der  Saite,  entsprechend  dem  Gliede: 

A 1 1 7i  x • 22  nt' 

_cos—  am-  y , 


dessen  Amplitude  nur  der  121.  Tlieil  von  der  des  Grundtones 
ist.  Nehmen  wir  an,  die  letztere  sei  ein  halber  Zoll  in  der 
Mitte  der  Saite,  was  bei  hörbaren  Tönen  vielleicht  Vorkommen 
kann,  so  würde  die  Amplitude  des  elften  Tones  ^ Linie,  also 
dem  Auge  nicht  mehr  wahrnehmbar  sein.  Das  Olir  unter- 
scheidet demnach  in  diesem  Falle  die  kleinen  Glieder,  die  in 
der  Bewegung  enthalten  sind,  genauer  als  das  Auge.  Man 
bedenke  ferner,  dass  es  in  diesem  Falle  gar  keinen  Sinn  hat 
von  einer  Schwingung  zu  reden,  deren  Periode  die  Dauer  von 
^ That,  ausser  insofern  man  die  Bewegung  in  eine  Four i ersehe 
Reihe  autiöst.  Denn  in  Wahrheit  findet  sich  in  der  Gesammt- 
bewegung  der  einzelnen  Saitenpunkte  nichts,  was  in  ^ der 
Schwingungszeit  periodisch  wiederkehrte.  Die  Bewegung  des 
Mittelpunktes  der  Saite  wird  nach  Young  als  Function  der 
Zeit  durch  eine  Curve  von  der  Form  1 dargestellt,  die  Be- 

l. 

wegung  eines  jeden  anderen  Punktes  der  Saite  durch  eine 
Curve  ähnlich  2. 


Erst  weim  man  die  ersten  neun  Glieder  der  Fourier- 
schen  Reihe  von  der  Bewegung  abgezogen  hat,  entsteht  ein 
Rest  der  innerhalb  einer  Wellenlänge  des  Grundtones  etwas 
von  einer  elfmaligen  periodischen  Wiederkehr  ähnlicher  Tlieile 
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zeigt.  Th.  Young  beweisst  ferner,  dass  wenn  man  die  Saite 
in  einem  der  Knotenpunkte  ihrer  Obertöne  anschlägt,  das  diesem 
Obertone  entsprechende  Glied  der  Fourier’schen  Reihe  weg- 
tailt.  In  diesem  Falle  verschwindet  auch  dem  Ohre  der  ent- 
sprechende Oberton,  was  wenigstens  nicht  regelmässig  der  Fall 
sein  könnte,  wenn  etwa  das  Ohr  die  Gesammtbewegung  der 
Luft  in  andere  periodische  Glieder  als  die  der  Fourier’schen 
Reihe  zerlegte. 

Gegen  die  Annahme  von  Ohm  hat  A.  Seebeck1)  einen 
Streit  geführt,  der  leider  durch  den  Tod  der  beiden  ausge- 
zeichneten Physiker  beendigt  worden  ist.  Seine  Einwände  sind 
meist  von  der  -Schwierigkeit  hergenommen,  welche  das  Ohr 
findet  die  theoretisch  geforderten  Obertöne  walirzunehmen , so 
wie  davon,  dass  in  vielen  Fällen  ein  Ton  durch  Verstärkung 
seiner  Obertöne  stärker  wird. 

Indessen  glaube  ich,  dass  wenn  man  in  diesem  Falle  genau 
unterscheidet,  wass  der  sinnlichen  Empfindung  des  Hörnerven, 
und  was  der  psychischen  Thätigkeit  angehört,  die  von  ihm  ge- 
fundenen Schwierigkeiten  verschwinden.  Wir  wissen,  dass  fast 
alle  unsere  Tonwerkzeuge  zusammengesetzte  Töne  erzeugen, 
in  denen  der  einfache  Gmndton  immer  mehr  oder  weniger 
stark  von  gewissen  Obertönen  begleitet  ist,  meist  aber  so,  dass 
der  Grundton  an  Stärke  überwiegt.  Wir  beurtheilen  deshalb 
auch  die  Höhe  des  ganzen  zusammengesetzten  Tones  nur  nach 
der  Höhe  des  Grundtones.  Im  Sinne  der  Ohm’schen  Theorie 
müssen  wir  vermuthen,  dass  die  Klangverschiedenheiten  solcher 
Töne,  welche  nicht  discontinuirliche  Bestandteile  enthalten, 
von  der  verschiedenen  Stärke  ihrer  Obertöne  herrühren.  Ich 
rill  mir  deshalb  liier  erlauben,  um  die  Begriffe  schärfer  heraus- 
zustellen, den  zusammengesetzten  Ton  eines  musikalischen  In- 
strumentes Klang  zu  nennen,  und  den  Namen  des  Tones  nur 
auf  einfache  Töne  anzuwenden.  Ein  Klang  wäre  danach  also 
eigentlich  ein  Accord  mit  überwiegendem  Grundton,  seine  Stärke 
riirde  gleich  der  Summe  der  Stärke  der  einzelnen  in  ihn  ein- 


1)  Ohm,  Poggendorff’s  Annalen  Bd.  LIX,  S.  513;  Bd.  LXII,  S.  I. 
Seebeck,  ebendaselbst  Bd.  LX,  8.  449;  Bd.  LXI1I,  S.  353  und  368. 
Repert.  d.  Physik  Bd.  VUI,  Abschn.  XXI,  S.  1. 
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tretenden  Töne  sein,  seine  Höhe  geicli  der  Höhe  seines  Grund- 
tones. Das  Ohr  ist  nun  gewöhnt,  die  Klänge  der  musikalischen 
Instrumente,  der  menschlichen  Stimme  u.  s.  w.  immer  in  der- 
selben Zusammensetzung  wiederkehrend  zu  hören,  sodass  sie 
ihm  zu  bestimmten  und  bekannten  Sinneswahrnehmungen  wer- 
den, über  deren  Zusammensetzung  zu  reflectiren  es  keine  Ver- 
anlassung hat,  ebensowenig,  wie  wir  uns  für  gewöhnlich  klar 
machen,  dass  die  sinnliche  Anschaumig  eines  körperlich  ausge- 
dehnten Gegenstandes  aus  zwei  verschiedenen  Netzhautbildem 
beider  Augen  zusammengesetzt  ist.  Wir  beachten  die  Sinnes- 
empfindungen  im  gewöhnlichen  Gebrauche  unserer  Sinne  ja 
überhaupt  nur  so  wreit,  als  sie  uns  dienen  Gegenstände  und 
Ereignisse  der  Aussenwelt  zu  erkennen,  und  vernachlässigen, 
was  dazu  unnöthig  ist  in  solchem  Grade,  dass  eine  besondere, 
oft  schwierige  Uebung  der  Aufmerksamkeit  nötliig  ist,  um  der- 
gleichen wahrzunehmen.  Ich  erinnere  an  die  Doppelbilder,  die 
Erscheinungen  des  blinden  Fleckes.  So  ist  uns  ein  gewisser 
zusammengesetzter  Ton  das  ausreichende  sinnliche  Zeichen  für 
die  Anwesenheit  eines  gewissen  tönenden  Körpers,  und  insofern 
von  Interesse.  Die  Art  seiner  Zusammensetzung  dagegen  inter- 
essirt  erst  den  Physiker,  und  dieser  muss  für  die  Wahrnehmung 
der  Obertöne  seine  Aufmerksamkeit  in  ähnlicher  Weise  künst- 
lich unterstützen,  wie  für  die  Wahrnehmung  der  Doppelbilder 
und  des  blinden  Fleckes.  Ich  finde,  dass  für  die  Walirnehmung 
der  Obertöne  keineswegs  ein  besonders  geübtes  musikalisches 
Gehör  nöthig  ist,  denn  es  hören  sie  auch  Personen  von  ge- 
ringer musikalischer  Uebung,  wenn  man  nur  passende  Mittel 
anwendet  ihre  Aufmerksamkeit  auf  den  Ton  zu  lenken,  der 
gehört  werden  soll.  Ein  geübtes  musikalisches  Ohr  hat  nur 
627  den  Vorzug  zu  wissen,  wie  die  Octave,  Duodecime  u.  s.  w. 
des  angegebenen  Tones  klingen  muss,  und  daher  den  betreffenden 
Ton  ohne  weitere  Hülfe  finden  zu  können.  Sonst  kann  man 
sich  helfen,  wenn  man  kurz  vorher  den  zu  hörenden  Oberton 
auf  dem  Claviere  angiebt.  Bei  aushaltenden  Klängen  ist  es 
ein  sehr  vortheilhaftes  Mittel,  während  sie  erklingen,  den  Ober- 
ton auf  dem  Claviere  anzugeben  und  auf  sein  Verklingen  zu 
achten.  Existirt  nun  derselbe  Ton  in  der  angegebenen  Klang- 
masse, so  scheint  der  Clavierton  nicht  vollständig  zu  verklingen, 
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sondern  das  Olir  wird  von  ihm  unmittelbar  auf  den  entsprechen- 
den Oberton  übergeleitet,  und  hält  diesen  fiir  die  Fortsetzung 
jenes.  Nach  dieser  Methode  hört  man  z.  B.  die  Obertöne 
der  Orgelpfeifen,  der  menschlichen  Stimme,  der  Sirenentöne 
sehr  gut. 

Ein  zusammengesetzter  Klang  erscheint  uns  also  allerdings 
als  eine  einfache  Sinnesempfindung,  aber  wir  sind  im  Stande 
durch  geeignet«  Leitung  unserer  Aufmerksamkeit  verschiedene 
sinnliche  Empfindungen  in  ihm  zu  entdecken,  deren  Ver- 
schmelzung und  Vereinigung  also,  da  sie  durch  die  Aufmerk- 
samkeit zu  lösen  ist,  auch  nicht  durch  die  Thätigkeit  des 
Nerven  sondern  selbst  nur  durch  psychische  Thätigkeit  herbei- 
gefiilirt  sein  kann.  Seebeck  behauptet,  dass  Ohm ’s  Defini- 
tion des  Tones  zu  eng  sei,  dass  ausser  der  dem  Grundton  ent- 
sprechenden einfachen  Wellenbewegung  auch  noch  andere  Glieder 
der  Fourier ’schen  Reihe  die  Empfindung  des  Grundtones  ver- 
stärken könnten.  Dies  erscheint  ganz  richtig,  wenn  er  unter 
Ton  das  versteht,  was  wir  oben  mit  dem  Namen  Klang  be- 
zeichnet haben,  und  was  fiir  die  nur  durch  die  Uebung  des 
gewöhnlichen  Lebens  geschulte  Aufmerksamkeit  allerdings  ein 
sinnliches  Ganze  ist,  während  die  Ohm’ sehe  Definition  des 
Tones  in  der  That  das  zu  bezeichnen  scheint,  was  in  der  Thä- 
tigkeit des  Gehörnerven  das  einfachste  Element  ist.1) 

Wenn  wir  nun  Ohm’s  Definition  des  Tones  auf  die  Ent-  52s 
Stellung  der  Combinationstöne  anwanden,  so  ergiebt  sich  leicht, 
dass  ihr  entsprechend  Combinationstöne  so  lange  gar  nicht 


1)  Ich  bemerke  hier  noch,  dass  in  einzelnen  von  den  Versuchen,  die 
Seebcek  in  dieser  Streitsache  angestellt  hat,  wo  er  eine  Sireneu- 
scheibe von  zwei  Seiten  her  angeblasen  hat,  die  Berechtigung  der  von 
ihm  gezogenen  Schlüsse  zweifelhaft  bleibt,  weil  die  Schwingungsrichtung 
der  Lufttheilclieu  bei  der  Ankunft  der  Wellen  am  Ohre  möglicherweise 
eine  ganz  andere  sein  konnte,  als  er  voraussetzt,  wie  er  denn  selbst  in 
seinem  Streite  mit  Savart  (Pogg.  Annalen  Bd.  LIX,  S.  177,  Bd.  LXVII, 
S.  145,  Bd.  LXVm,  S.  465)  uachgewiesen  hat,  dass  die  Sclnvingungs- 
riehtung  sich  ändert,  wenn  sich  die  Fortpflanzungsrichtung  ändert.  Er 
giebt  den  Wellen,  w'elche  durch  Anblasen  in  entgegengesetzter  Richtung 
erzeugt  waren,  entgegengesetzte  Vorzeichen,  während  sie  an  einzelnen 
Stellen  des  Raumes  parallel  geworden  sein  konnten  und  gleiche  Vor- 
zeichen haben  mussten. 
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Vorkommen  können,  als  eine  ungestörte  Superposition  der  pri- 
mären Tonwellen  in  der  Luft  stattfindet.  Denn  da  jede  pe- 
riodische Function  der  Zeit  nur  in  einer  einzigen  Weise  durch 
eine  Fourier’ sehe  Reihe  ausgedrückt  werden  kann,  so  kann 
auch  die  zusammengesetzte  Luftbewegung  mehrerer  primärer 
Töne  nur  in  dieselben  einfachen  Wellen  wieder  zerlegt  werden, 
aus  denen  sie  zusammengesetzt  ist.  Aber  auch,  wenn  es  ge- 
länge, statt  der  von  Ohm  angenommenen  Form  der  Luftbe- 
wegung für  einen  einfachen  Ton  eine  andere  bestimmte  Form 
zu  finden,  welche  die  Phänomene  der  Obertöne  genügend  zu 
erklären  zuliesse:  auch  dann  würde  doch  immer  die  zusammen- 
gesetzte Luftbewegung  vom  Ohr  nur  wieder  in  dieselbe  den 
primären  Tönen  entsprechenden  Glieder  zu  zerlegen  sein,  aus 
denen  sie  entstanden  war.  Nehmen  wir  aber  wie  Seebeck 
an,  dass  dem  einfachen  Tone  viele  verschiedene  Formen  der 
Luftbewegung  entsprechen  könnten,  so  würde  es  ganz  unbestimmt 
bleiben,  in  welche  Glieder  das  Ohr  die  durch  zwei  Töne  er- 
zeugte periodische  Luftbewegung  zerlegte.  Bei  einer  solchen 
unbestimmten  Annahme  würde  also  wohl  die  allgemeine  Mög- 
lichkeit offen  gehalten  werden,  dass  das  Ohr  Combinationstöne 
horte,  deren  Schwingungszahl  dem  gemeinschaftlichen  Maasse 
der  Schwingungszahlen  der  primären  Töne  gleich,  oder  ein 
529  Multiplum  derselben  wäre,  indessen  würde  doch  immer  noch  die 
Ursache  zu  finden  sein,  welche  das  Ohr  bestimmte,  diesen  oder 
jenen  Ton  wirklich  zu  hören.  Ausserdem  sehe  ich  nicht  ein. 
wie  diese  Hypothese  in  Bezug  auf  irrationelle  Tonverhältnisse 
zu  anderen  Folgerungen  führen  sollte,  als  die  W.  Weber  da- 
raus gezogen  hat,  wonach  die  angenäherten  Verhältnisse  der 
Kettenbrüche  zu  benutzen  wären,  um  die  Höhe  der  Combina- 
tionstöne zu  finden.  Aber  gerade  diese  Folgerung  stimmt 
nicht  mit  der  Erfahrung  überein. 

Noch  habe  ich  eine  bestimmtere  Annahme  zu  erwähnen, 
welche  Young  andeutet,  und  welche  auch  Häll ström  und 
Röber  benutzt  haben;  sie  gründet  sich  auf  die  scheinbare 
Analogie  der  Stösse  zweier  nahe  gleich  hoher  Töne  und  der 
Combinationstöne.  Die  Zahl  der  Stösse  ist  nämlich  ebenso 
wie  die  Schwingungszahl  des  Differenztones  erster  Ordnung, 
gleich  der  Differenz  der  Schwingungszahlen  der  primären  Töne. 
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Ist  diese  Differenz  klein,  so  ist  der  Combinationston  unhörbar 
tief,  dagegen  sind  die  Stösse  hörbar.  Ist  die  Differenz  gross, 
so  kann  das  Ohr  die  Zahl  der  Stösse  nicht  mehr  fassen,  da- 
gegen hört  es  den  Combinationston.  Die  Stösse  entstehen  be- 
kanntlich dadurch,  dass  die  Wellensysteme  zweier  nicht  genau 
gleich  hoher  Töne  abwechselnd  mit  gleichen  und  entgegenge- 
setzten Phasen  zusammenfallen  und  sich  demgemäss  abwechselnd 
verstärken  und  schwächen.  Jeder  Stoss  entspricht  einer  vor- 
übergehenden Verstärkung  der  Luftvibrationen,  umfasst  also 
eine  Reihe  hin-  und  hergehender  Bewegungen  der  Lufttheilchen. 
Young  nahm  nun  an,  dass  solche  Stösse  zweier  schwebenden 
Töne  ebenso  wie  die  einfachen  Luftstösse,  z.  B.  der  Sirene, 
wenn  sie  schnell  genug  einander  folgen,  dem  Ohre  die  Em- 
pfindung eines  Tones  geben  könnten,  und  solch  ein  Ton  sei 
der  Combinationston.  Diese  Hypothese  scheint  sich  viele 
Freunde  erworben  zu  haben.  Aber  abgesehen  davon,  dass  sie 
den  Ursprung  der  Summationstöne  nicht  erklärt,  und  nicht 
erklärt,  warum  die  Stösse  bei  den  allerleisesten,  die  Combina- 
tionstöne nur  bei  starken  Tönen  hörbar  sind,  so  passt  sie  ganz 
allein  auf  solche  Fälle,  wo  die  Differenz  der  Schwingungszahlen  530 
klein  ist  gegen  die  Sehwingungszahlen  selbst. 

Es  kommt  bei  dieser  Annahme  doch  wesentlich  darauf  an, 
dass  sich  nach  Ablauf  jeder  Schwingungsdauer  des  Combina- 
tionstons  ähnliche  Eindrücke,  nämlich  die  eines  verstärkten 
Tones,  für  das  Ohr  wiederholen  sollen.  Wenn  ein  Ton  A nun 
100  Schwingungen  macht,  während  der  andere  B 101  aus- 
tuhrt,  und  im  Anfänge  der  Bewegung  zwrei  positive  Maxima 
von  A und  B zusammenfallen,  so  wird  das  100 te  Maximum 
von  A mit  dem  101  teil  von  B zusammenfallen,  und  ein  Maxi- 
mum von  doppelter  Stärke  erzeugen,  aber  auch  das  101,  102, 

103  te  Maximum  von  A wird  genau  genug  mit  dem  102,  103, 

104  ten  von  B zusammenfallen,  um  nahe  ebenso  starke  zu- 
sammengesetzte Maxima  zu  geben.  Auch  wird  es  für  den 
Grad  der  Tonverstärkung  gleichgültig  sein,  ob  die  positiven 
Maxima  nach  100  Schwingungen  von  A und  101  von  B , oder 
die  negativen  Maxima  nach  99 J und  101 J Schwingungen  bez. 
von  A und  B}  oder  die  Nullpunkte  nach  99 j und  100J  Schwin- 
gungen es  sind,  die  genau  zusammenfallen.  Immer  wird  die 
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Stärke  der  doppelten  Maxima  und  Minima,  und  die  Gestalt 
des  zusammengesetzten  Wellenzuges  fast  genau  dieselbe  sein; 
aber,  und  das  ist  wohl  zu  beachten,  diese  Aehnlichkeit  entsteht 
1110-  daher,  dass  die  Differenz  der  Schwingungsdauer  gegen 
diese  selbst  sehr  klein  ist. 

Jetzt  wollen  wir  die  entgegengesetzte  Annahme  machen. 
Die  Curve  3 stellt  die  Resultate  zweier  Wellenzüge  von  gleicher 
lebendiger  Kraft  vor,  deren  jeder  eine  Gestalt  wie  die  Curve 
1 S.  288  hat,  und  deren  einer  zwischen  a und  e drei,  der  andere 
sieben  Schwingungen  macht.  Ihr  Combinationston  macht  in 


a e 


531  derselben  Zeit  vier  Schwingungen.  Wenn  wir  also  die  Ent- 
fernung ae  in  vier  gleiche  Tlieile  ab , bc , cd,  de  theilen,  so 
müssten  zur  Erzeugung  des  Combinationstones  gleichartige 
Eindrücke  aut*  das  Ohr  in  folgenden  Momenten  hervorgebracht 
werden:  1)  durch  die  positiven  grössten  Maxima  a und  e; 

2)  durch  den  Nullpunkt  der  Curve  b;  3)  durch  das  negative 
Maximum  c;  4)  durch  den  Nullpunkt  d.  Hier  kann  von  einer 
Aehnlichkeit  dieser  Curventheile  keine  Rede  mehr  sein,  und 
so  scheint  mir  die  gegebene  Erklärung  hier  ihre  Bedeutung  zu 
verlieren.  Man  hat  sie  auf  eine  Eigcnthiimlichkeit  der  zu- 
sammengesetzten Wellenbewegung  gegründet,  welche  unter  den 
Umständen,  wo  Stösse  eintreten,  bei  verhältnissmässig  geringer 
Differenz  der  Schwingungszahlen  stattfindet,  aber  gerade  unter 
den  Umständen,  wo  Combinationstöne  eintreten,  bei  verhält- 
mässig  grosser  Differenz  der  Schwingungszahlen  nicht  mehr 
vorhanden  ist. 

Durch  diese  Ueberlegungen  auf  das  Ungenügende  der  bis- 
herigen Theorien  aufmerksam  gemacht,  glaubte  ich  einen  Fin- 
gerzeig, der  auf  den  richtigen  Weg  fiiliren  konnte,  in  dem  bis- 
her wenig  beobachteten  Umstande  zu  entdecken,  dass  die  Com- 
binationstöne nur  bei  starken  primären  Tönen  auftreten,  und 
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ihre  Intensität  in  einem  viel  schnelleren  Verhältnisse  zu  wach- 
sen scheint,  als  die  der  primären  Töne.  Danach  glaubte  ich 
vermuthen  zu  dürfen,  dass  sie  bei  Wellenzügen  von  unendlich 
kleinen  Amplituden,  wie  man  theoretisch  die  Schallwellen  ge- 
wöhnlich annimmt,  nicht  Vorkommen  möchten,  sondern  nur  bei 
solchen  von  endlichen  Amplituden. 

Die  daraus  im  Folgenden  entwickelte  Theorie  führte  mich 
auf  die  Entdeckung  der  Summationstöne,  welche  sowohl  in  auf- 
fallender Weise  die  Richtigkeit  der  neuen  Theorie  bestätigen, 
als  auch  eine  von  den  früheren  Theorien  aus  unerklärbare  Er- 
scheinung sein  möchten. 

Während  man  bisher  immer  angenommen  hat,  dass  ver- 
schiedene Tonwellenzüge,  welche  gleichzeitig  in  der  Luft  oder 
einem  anderen  elastischen  Mittel  erregt  werden,  sich  einfach 
superponiren  ohne  gegenseitig  Einfluss  auf  einander  zu  haben, 
und  man  diese  Annahme  durch  die  bekannten  Erfahrungen  der 
Möglichkeit,  gleichzeitig  erklingende  Töne  verschiedener  In- 
strumente oder  menschlicher  Stimmen,  jede  mit  ihrer  beson- 
deren Tonhöhe  und  ihrer  Klangfarbe,  neben  einander  zu  er- 
kennen, hinreichend  gerechtfertigt  glaubte:  so  war  doch  ande- 
re rseits  zu  bedenken,  dass  die  theoretische  Mechanik  eine  solche 
ungestörte  Superposition  nur  für  den  Fall  unendlich  kleiner 
Schwingungen  nachwies,  während  aus  den  Bewegungsgleichungen 
der  Luft  gleichzeitig  ersehen  werden  konnte,  dass  bei  Wellen- 
zügen von  endlicher  Grösse  der  Amplituden  eine  solche  un- 
gestörte Superposition  nicht  stattfinden  kann.  Die  theoretische 
Untersuchung  der  letztgenannten  Fälle  ergab  mir  nun,  dass 
verschiedene  einfache  Schwingungsbewegungen  eines  elastischen 
Körpers  sich  ungestört  superponiren,  so  lange  die  Amplituden 
der  Schwingungen  so  klein  sind,  dass  die  durch  die  Verschie- 
bungen hervorgebrachten  Bewegungskräfte  diesen  Verschie- 
bungen selbst  merklich  proportional  sind.  Wenn  aber  die 
Amplituden  der  Schwingungen  so  gross  wrerden,  dass 
die  Quadrate  der  Verschiebungen  einen  merklichen 
Einfluss  auf  die  Grösse  derBewegungskräfte  erhalten, 
so  entstehen  neue  Systeme  einfacher  Schwingungsbe- 
wegungen, deren  Schwingungsdauer  derjenigen  der 
bekannten  Combinationstöne  entspricht. 
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Der  einfachste  Fall  ist  der,  wo  wir  nur  die  Bewegungen 
eines  einzelnen  beweglichen  Massenpunktes  zu  betrachten  haben, 
der  durch  elastische  Kräfte  in  einer  bestimmten  Gleichgewichts- 
lage festgehalten  wird,  und  den  Tonwellenzüge  des  umgebenden 
elastischen  Mittels  erschüttern.  Es  ist  dieser  Fall  den  Ver- 
hältnissen in  unserem  Ohre  einigermassen  ähnlich.  Der  beweg- 
liche Massenpunkt  entspricht  dem  Stiele  des  Hammers,  das 
Paukenfell  einer  elastischen  Feder,  die  ihn  in  einer  bestimmten 
Stellung  festzuhalten  sucht. 

Die  Masse  des  beweglichen  Punktes  sei  m,  seine  Entfer- 
nung von  der  Gleichgewichtslage  zur  Zeit  t sei  x.  Die  Kraft  k , 
633  welche  ihn  in  die  Gleichgewichtslage  zurückzuführen  strebt,  sei 
abhängig  nicht  blos  von  der  ersten,  sondern  auch  von  der 
zweiten  Potenz  der  Elongation,  also: 

k = ax  -f-  bx2. 


Ausserdem  mögen  zwei  Sehallwellcnzüge  den  beweglichen 
Massenpunkt  treffen,  und  auf  ihn  einen  periodisch  veränder- 
lichen Druck  f sin  (pt)  und  g sin  (qt  4-  c)  ausüben.  Die  Bewe- 
gungsgleichung des  Massenpunktes  ist  alsdann: 

— m = ax  -{-  bx 2 + f sin  ( pt ) -f-  g sin  f qt  + c)  (1) 

Diese  Gleichung  kann  man  durch  eine  Reihe  integriren, 
indem  man  darin  setzt: 

x — e Xj  -f-  e2x2  -f  e3x3  -f  etc.  (2) 


/=«/!  I 

9 = *9\  1 


(2  a) 


und  die  mit  gleichen  Potenzen  von  e multiplicirten  Glieder 
einzeln  gleich  Kuli  setzt.  Also: 


ax\  + m jt*  = sin  - .'/] sm  ial  + c ) 

, d*X9  , n 

aX'l  + ~ ^ bX' 

ax3  + m~sÄ  — ~ 2Aa',*j  etc. 


(3  a) 
(3  b) 
(3c) 


Das  Tollständige  Integral  der  Gleichung  (3a)  ist: 
x1  = A sin  ft  j/^-  + ä)  + u sin  (pt)  + v sin  (g t + c), 


Digitized  by  Google 


Combinationstöne. 


297 


worin  A und  h die  beiden  Integrationsconstanten  sind,  u und  v 
aber  folgende  Werthe  haben: 

u — — v — und  v — — f 1 — . 
mp*—a  mtf—a 

Das  erste  Glied  xl  der  Reihe  2 entspricht  also  drei  Tönen, 
von  denen  der  erste  die  Schwingungszahl  V« / mj2n  hat,  und 
»lern  eignen  Tone  des  schwingenden  Punktes  entspricht.  Dieser 
Ton,  wenn  er  auch  im  Anfänge  der  Bewegung  vorhanden  sein 
möchte,  erlöscht  jedenfalls  schnell.  Wir  können  also  in  unserem  «a* 
Falle  A gleich  Null  setzen,  und  haben  dann: 

= u sin  (pt)  -f  v sin  (qt  4-  c),  (4) 

Dieses  erste  Glied  unserer  Reihe  lässt  erkennen,  dass  der 
schwingende  Punkt  zunächst  die  erregenden  Töne  wiedergiebt. 
Dieses  Glied  würde  das  einzige  der  Reihe  sein,  wenn  die  Kraft 
nicht  vom  Quadrat  der  Entfernung  abhängig,  also  b — 0,  oder 
x so  klein  wäre,  dass  bx 2 gegen  ax  vernachlässigt  werden 
könnte.  In  diesem  Gliede  findet  noch  eine  ungestörte  Super- 
position der  Schwingungen  statt.  Ihre  Amplituden  u und  v 
fallen  gleich  gross  aus,  gleichviel  ob  der  andere  Ton  vorhanden 
ist  oder  nicht. 

Setzt  man  den  Werth  xx  aus  der  Gleichung  4 in  3,  so 
erhält  man: 

ax2  4-  m = — b j u2  sin2  (pt)  + v2  sin2  (qt  4-  c) 

4-  2 uv  sin  (7;/)  sin  (qt  4-  c)  J 

= — b J | (u2  4-  v2)  — | u2  cos  (2 pt) 

— 5 V2  cos  (2  qt  4-  2c)  4-  uv  cos  [(/?  — q)  t — c] 

— uv  cos  [(7^  4-  q)  t 4-  c]  | . 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist  folgendes,  wenn  man 
den  eigenen  Ton  des  schwingenden  Punktes  wieder  fortlässt: 

+ v*>  - 2 Wmp-ä)  C0S  2P‘ 

~ cos  2 + c)  + iT(F^— , cos  CO»  - 9)  t ~ c] 

+ l^TW~a  008  CO*  + *)'+*]•  (5) 
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Das  zweite  Glied  unserer  Reihe  liefert  uns  also  Töne  von 
den  Schwingungszahlen  2pj2 7,  2qj2n,  (p  — q)j 2n  und  {p  + q)/2 7. 
Die  ersten  beiden  sind  höhere  Nebentöne  der  primären  Töne 
pf2n  und  <7/27,  der  dritte  ist  der  Differenzton  erster  Ord- 
nung, und  der  vierte  der  Summationston  erster  Ordnung.  Die 
635  Amplitude  der  beiden  Oombinationstöne  enthält  als  Factor 
das  Product  uv  der  Amplituden  der  primären  Töne.  Sind  die 
letzteren  also  sehr  klein,  so  ist  die  Amplitude  der  Combinations- 
töne  eine  kleine  Grösse  zweiter  Dimension,  und  wachsen  u und  v 
gleicliraässig,  so  wächst  uv  im  quadratischen  Verhältnisse.  Da- 
raus folgt  mit  der  Erfahrung  übereinstimmend,  dass  bei  sehr 
schwachen  primären  Tönen  die  Oombinationstöne  unhörbar  sein 
müssen,  bei  starken  primären  Tönen  die  letzteren  dagegen  in 
einem  stärkeren  Verhältnisse  wachsen  müssen. 

Den  eigenen  Ton  des  schlaff  gespannten  Trommelfells  in 
seiner  Verbindung  mit  den  trägen  Massen  der  Gehörknöchel- 
chen und  des  Labyrinthwassers  dürfen  wir  wohl  als  ziemlich 
tief  ansehen,  so  dass,  wenn  wir  unsere  Rechnung  auf  den  Trom- 
melfellapparat  an  wenden  wollen,  folgen  würde,  dass: 

]/m  <P~9<P  + 9> 

a <m  (p  — <7) 2 < m (p  + <7) 2 

b uv  bu v 

m (p  — q)%  — a m (p  + q)a  — <» 7 

dass  also  die  Amplitude  des  DifTerenztones  grösser  ist  als  die 
des  Summationstons.  Vernachlässigen  wir  die  Grösse  a,  so 
würden  sich  bei  der  (Quinte  die  Amplituden  der  beiden  Com- 
binationstöne  zu  einander  verhalten  wie  (3  + 2)2:  (3— 2)2  = 25:1, 
bei  der  Quarte  wie  49:1,  bei  der  Terz  wie  81:1.  Wirklich 
finden  wir,  dieser  Berechnung  entsprechend,  in  der  Erfahrung 
die  Intensität  des  Summationstons  stets  sehr  viel  geringer  als 
che  des  Differenztons. 

Das  dritte  Glied  der  Reihe  enthält  die  Töne,  welche  in 
2 71  Secunden  ‘dp,  3 q,  2p  -f  <7,  2p  — <7,  p + 2 q,  p — 2 q,  p und  q 
Schwingungen  machen.  Unter  diesen  sind  die  Töne  p ± 2q 
und  q ± 2p  Oombinationstöne  zweiter  Ordnung.  Ihre  Ampli- 


oder : 
und : 


Digitized  by  Google 


Combinationstöne. 


299 


tude  ist  eine  kleine  Grösse  dritter  Dimension.  Ebenso  lässt 
sich  übersehen,  dass  das  ?rie  Glied  der  Reihe  Combinationstöne 
»ter  Ordnung  liefern  wird,  deren  Amplitude  eine  kleine  Grösse 
«ter  Dimension  sein  wird. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  bei  einem  einzelnen  schwin- 
genden Massenpunkte  das  Quadrat  der  Elongationen,  nur  dann 
Einfluss  auf  die  Bewegungen  haben  kann,  wenn  er  unsymme- 
trisch befestigt  ist.  Denn  in  der  oben  gemachten  Annahme 
für  die  Grösse  der  elastischen  Kraft  ä,  welche  den  Massenpunkt 
in  seine  Gleichgewichtslage  zurückzufiikren  strebt, 

k — nx  - f-  £.r3 

liegt  implicite  die  Bedingung,  dass  eine  Verschiebung  in 
Richtung  der  negativen  x eine  andere  elastische  Kraft  hervor- 
rufe,  als  eine  solche  in  der  Richtung  der  positiven  x. 

Unter  den  Theilen  im  Ohre  finden  wir  nun  namentlich 
das  Trommelfell  in  höchst  unsymmetrischer  Weise  gebildet. 
Der  Stiel  des  ersten  Gehörknöchelchens,  des  Hammers,  ist  in 
dasselbe  eingewachsen  und  zieht  es  trichterförmig  nach  innen. 
Eben  dieser  zur  Entstehung  der  Combinationstöne  nothwen- 
digeri  unsymmetrischen  Bildung  wegen  glaube  ich  annehmen 
zu  dürfen,  dass  wenn  im  Ohre  Combinationstöne  entstehen, 
namentlich  das  Trommelfell  dabei  betheiligt  sei.  Die  Asym- 
metrie des  Ohres  spricht  sich  auch  deutlich  aus  bei  Sclieib- 
ler’s  Versuchen  über  die  Schwingungen  unrein  gestimmter 
harmonischer  Intervalle,  welche  Versuche,  wie  ich  oben  erwähnt 
habe,  auch  mit  einfachen  Tönen  gelingen.  Es  lässt  sich  aus 
Scheibler?s  Bestimmungen  der  Zahl  der  Stösse  nach  weisen, 
dass  zwei  Schallwellenzüge  verschiedene  Empfindungen  im  Ohre 
erregen,  wenn  die  Elongationen  der  Lufttheilchen  in  ihnen  in 
entsprechenden  Zeitpunkten  gleiche  Grösse,  aber  entgegenge- 
setzte Richtung  haben. 

Nimmt  man  z.  B.  zwei  Gabeln,  die  genau  eine  Octave 
miteinander  bilden,  und  verstimmt  die  höhere  um  so  viel,  dass 
sie  in  der  Secundc  eine  Schwingung  mehr  macht  als  vorher, 
so  hört  man  beim  Zusammenklingen  beider  Gabeln  in  jeder 
Secunde  eine  Schwebung.  Diese  Schwebung  giebt  sich  dem 
Ohre  mehr  durch  einen  Wechsel  der  Klangfarbe,  als  durch 
wechselnde  Stärke  des  Tons  zu  erkennen.  Es  klingt  ungefähr 
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wie  U — @ — U — (5  — U — (£  u.  s.  w.  Während  also  die 

637  beiden  znsammenklingenden  Töne  zu  Anfang  und  Ende  der 
Secunde  einen  gewissen  sinnlichen  Eindruck  A hervorbringen, 
bringen  sie  in  der  Mitte  der  Sekunde  einen  anderen  sinnlichen 
Eindruck  B hervor.  Eine  leicht  anzustellende  Untersuchung 
der  Bewegungsform  der  Lufttheilchen  zeigt  nun,  dass  der  Ein- 
druck B in  der  Mitte  der  Secunde  einer  Form  der  Schall- 
wellen entspricht,  welche  das  negative  Abbild  derjenigen  ist, 
die  zu  Anfang  und  zu  Ende  der  Secunde  den  Eindruck  A 
hervorbringt.  Fallen  z.  B.  die  positiven  Maxima  des  höheren 
Wellenzuges  zu  Anfang  und  Ende  der  Secunde  abwechselnd 
auf  die  positiven  und  negativen  Maxima  des  tieferen  Wellen- 
zuges, so  sind  es  in  der  Mitte  der  Secunde  die  negativen 
Maxima  des  ersten  die  mit  den  Maximis  des  zweiten  zusam- 
menfallen, und  die  zweite  Wellencurve  bekommt  von  einem 
negativen  Maximum  angefangen  ganz  dieselbe  Gestalt  aber 
entgegengesetzte  Lage,  wie  die  erste  Wellencurve  von  einem 
positiven  Maximum  angefangen.  Daraus  geht  also  hervor,  dass 
das  Ohr  von  entgegengesetzt  gerichteten,  aber  gleich  grossen 
Luftbewegungen  ungleich  afficirt  wird. 

Aus  der  gegebenen  Entwickelung  ergiebt  sich,  dass  wir 
den  Ursprung  der  Combinationstöne  nicht  nothwTendig  in  der 
Empfindungsweise  des  Hörnerven  zu  suchen  haben,  sondern 
dass  bei  zwei  gleichzeitig  erklingenden  Tönen  von  gehöriger 
Stärke  den  Combinationstönen  wirkliche  Schwingungen  des 
Trommelfelles  und  der  Gehörknöchelchen  entsprechen  können, 
welche  von  dem  Nervenapparate  in  der  gewöhnlichen  Weise 
empfunden  werden.  Danach  würden  die  Combinationstöne 
nicht  eine  blos  subjective  Existenz  haben,  sondern  würden  auch 
objectiv,  wenn  auch  zunächst  nur  in  den  schwingenden  Theilen 
des  Ohres  selbst  bestehen  können. 

Wir  haben  die  gegebene  Entwickelung  zunächst  auf  die 
Bewegungen  des  Apparates  der  Trommelhöhle  bezogen;  in- 
dessen ist  klar,  dass  ähnliche  Verhältnisse  sich  auch  ausserhalb 
des  Ohres  müssen  wiederholen  können,  dass  also  auch  den 
Combinationstönen  entsprechende  Schwingungen  ganz  unab- 

638  hängig  vom  menschlichen  Ohre  und  ausserhalb  desselben  unter 
geeigneten  Umständen  müssen  Vorkommen  können. 
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Wir  haben  ferner  nur  die  Bewegung  eines  einzelnen  von 
elastischen  Kräften  festgehaltenen  Massenpunktes  der  Berech- 
nung unterworfen;  indessen  kann  man  aus  der  Analogie  leicht 
schliessen,  dass  ähnliches  auch  bei  Systemen  von  Massenpunkten 
zwischen  denen  elastische  Kräfte  wirksam  sind,  also  in  elastischen 
festen  oder  flüssigen  Körpern  wird  Vorkommen  können.  Die 
mathematische  Untersuchung  der  nicht  unendlich  kleinen 
Schwingungen  elastischer  Körper  ist  jedoch  sehr  weitläufig  und 
da  ich  bisher  noch  über  keine  Versuche  zu  berichten  habe, 
zu  deren  Verständniss  eine  ausführliche  Kenntniss  der  Theorie 
nothwendig  wäre,  so  möge  es  hier  genügen  anzuführen,  was 
mich  die  theoretische  Untersuchung  der  Bewegung  der  Luft 
in  dieser  Beziehung  gelehrt  hat. 

Bei  der  mathematischen  Untersuchung  über  die  Schall- 
bewegung in  der  Luft  berücksichtigt  man  in  der  Kegel  nur  die 
Glieder  der  Gleichungen,  welche  die  ersten  Potenzen  der  Elon- 
gationen der  Lufttheilchen  enthalten  und  vernachlässigt  die 
höheren  Potenzen  derselben.  Behält  man  auch  die  Glieder 
bei,  welche  die  zweiten  Potenzen  der  Elongationen  enthalten, 
so  findet  man  folgendes: 

1)  Jeder  Punkt  der  Luftmasse,  in  welchem  die  Schwingungen, 
die  einem  einzelnen  der  angegebenen  primären  Töne  angehören, 
heftig  genug  wären,  wird  Centrum  von  neuen  secundären  W ellen- 
systemen,  welche  den  harmonischen  Obertönen  des  betreffenden 
Tones  entsprechen. 

2)  Jeder  Punkt  der  Luftmasse,  wfo  die  Schwingungen  beider 
primär  angegebenen  Töne  gleichzeitig  hinreichende  Grösse  er- 
reichen, wird  das  Centrum  neuer  secundärer  Wellensysteme 
die  den  Combinationstönen  entsprechen,  und  zwar  entstehen 
daselbst  sowohl  Differenz-  als  Combinationstöne,  erster  und 
höherer  Ordnungen. 

Wir  w' erden  die  Bildung  von  Combinationstönen  in  der 
Luftmasse  also  namentlich  dann  zu  erwarten  haben,  wenn  die 
Centra  der  beiden  primären  Tonwellensysteme  nahe  aneinander 
liegen,  sodass  die  dazwischenliegende  Luftmasse  gleichzeitig  von 
beiden  Tönen  heftig  erschüttert  wird. 

Es  ist  möglich  die  objective  Existenz  von  Combinations- 
tönen durch  das  Mitschwingen  dünner  Membranen  nachzuweisen. 
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Aber  11m*  bei  der  mehrstimmigen  Sirene  fand  ich  bisher  die 
Combinationstöne  stark  genug  für  diesen  Zweck.  Ich  spannte 
über  die  eine  Oeffnung  einer  cylindrischen  Röhre  von  1J  Zoll 
Durchmesser  eine  dünne  Kautschukmembran.  Das  andere  Ende 
der  Röhre  war  durch  einen  Deckel  mit  engerer  Oeffnung  ver- 
schlossen. Wenn  man  gegen  die  Ränder  dieser  Oeffnung  blies, 
konnte  man  verschiedene  Töne  erzeugen,  wobei  die  Membran 
aufgestreuten  Sand  in  verschiedene  Klangfiguren  ordnete.  Der 
Grundton  war  ex ; wenn  er  angegeben  wurde , sammelte  sieb 
aller  Sand  am  Rande  der  Membran.  Ich  brachte  nun  die 
Mündung  des  Rohres  über  die  Scheibe  der  mehrstimmigen 
Sirene,  während  die  Membran  nach  oben  gewendet,  und  mit 
Sand  bestreut  war,  imd  blies  dann  die  Sirene  an,  sodass  diese 
allmählig  immer  schneller  rotirte  und  Töne  von  wachsender 
Höhe  gab,  wobei  ich  zwei  Löcherreihen  öffnete.  Zuerst  tritt 
alsdann  eine  Bewegung  des  Sandes  ein,  Wenn  der  höhere  der 
beiden  gegebenen  Töne  bis  e gestiegen  ist,  sodass  der  erste 
höhere  Nebenton  des  e mit  dem  Tone  der  Membran  zusammen- 
stimmt. Bei  weiter  steigender  Geschwindigkeit  der  Sirenen- 
scheibe kam  die  Membran  wieder  zur  Ruhe,  und  gerieth  zum 
zweiten  Male,  und  zwar  in  stärkere  Bewegung,  w’enn  der  Sum- 
mationston  beider  Töne  bis  ev  gestiegen  war.  Vermittels  der 
Sandfigur  konnte  man  controliren,  dass  die  Membran  in  der 
That  im  Tone  ex  mitschwang.  Auch  stimmt  der  Summatious- 
ton  niemals  mit  einem  der  höheren  Nebentöne  der  primären 
Töne  überein,  wenn  nicht  der  eine  primäre  Ton  selbst 
ein  höherer  Nebenton  des  anderen  ist.  Es  blieb  also  kein 
Zweifel,  dass  die  Membran  durch  den  Summationston  in  Schwin- 
gung versetzt  wurde,  und  dass  dieser  Ton  also  objectiv  vor- 
handen war. 

540  Es  möge  hier  genügen,  durch  einen  Versuch  das  Factum 
festgestellt  zu  haben,  dass  Combinationstöne  unabhängig  vom 
menschlichen  Ohre  entstehen  können.  Einen  anderen  Nachweis 
derselben  Thatsache  der  in  mancher  Beziehung  noch  lehrreicher 
ist,  habe  ich  mittels  einer  eigentümlichen  Form  der  Sirene 
erhalten.  Das  neue  Instrument  und  die  damit  auszuführenden 
Versuche  behalte  ich  mir  indessen  vor  in  einem  anderen  Aul- 
satze im  Zusammenhänge  zu  schreiben. 
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Theorie  der  Luftschwingungen  in  Böhren  mit 

offenen  Enden. 

Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik.  Bd.  57  S.  1—72.  (1859.) 


Die  mathematische  Theorie  der  Orgelpfeifen  ist  von  den  i 
bedeutendsten  mathematischen  Physikern  vielfältig  behandelt 
worden,  aber  seit  den  ersten  Schritten,  welche  D.  Bernoulli 
und  Euler  gethan  haben,  und  durch  welche  die  Hauptzüge 
der  Erscheinung  eine  annähernde  Erklärung  fanden,  um  keinen 
wesentlichen  Schritt  vorgerückt.  Der  Grund  davon  hat  haupt- 
sächlich darin  gelegen,  dass  die  Mathematiker  es  nicht  wagten 
die  Annahme  aufzugeben,  dass  die  Bewegung  der  Lufttheilchen 
im  Innern  der  Röhre  überall  ihrer  Axe  parallel  gerichtet,  und 
sowohl  die  Geschwindigkeit  wie  der  Druck  in  allen  Punkten 
desselben  Querschnittes  der  Röhre  gleich  gross  sei.  Diese  von 
den  ersten  Bearbeitern  der  Einfachheit  wegen  gemachte  An- 
nahme ist  ganz  unbedenklich  für  die  von  offenen  Enden  ent- 
fernteren Theile  einer  cylindrischen  oder  prismatischen  Röhre, 
aber  in  der  Nähe  offener  Enden,  wo  die  ebenen  Wellen  der 
Bohre  in  den  freien  Raum  überzugehen  anfangen,  um  sich  dort 
in  Form  kugeliger  Wellen  auszubreiten,  ist  jene  Annahme  nicht 
mehr  zulässig,  da  es  klar  ist,  dass  ein  solcher  Uebergang  nicht 
sprungweise  geschehen  kann.  Bernoulli,  Euler  undLagrange 
batten  angenommen,  dass  die  Verdichtung  am  offenen  Ende 
der  Röhre  stets  gleich  Null  sei.  Dass  sie  sehr  viel  kleiner 
sein  müsse  als  bei  den  gleichen  Wellenphasen  im  Innern  der 
Röhre,  wo  die  bewegte  Luft  von  den  Röhrenwänden  gehindert 
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wird,  sicli  seitlich  auszudehnen,  ist  leicht  einzusehen,  da  am 
offenen  Ende  kein  anderes  Hinderniss  ihrer  Ausdehnung  be- 
steht als  die  Trägheit  der  benachbarten  Luftmassen.  Insofern 
nähert  sich  jene  Annahme  und  die  darauf  basirte  Theorie  aller- 
dings sehr  der  Wahrheit,  aber  sie  ist  nicht  vollständig  richtig. 
Denn  die  Dichtigkeit  am  Ende  der  Röhre  muss  allerdings  gleich 
gesetzt  werden  der  Dichtigkeit  der  anstossenden  Luft  im  freien 
Raume,  aber  nicht  der  constanten  Dichtigkeit  der  ruhenden 
Luft,  sondern  der  veränderten  Dichtigkeit  dieser  selbst  in 
Vibration  gerathenen  Luft.  Deshalb  widersprechen  die  Folge- 
rungen aus  jener  Annahme  auch  in  mancher  anderen  Beziehung 
der  Erfahrung.  So  folgt  daraus,  wie  schon  Poisson  hervor- 
gehoben hat,  dass  bei  gewissen  Röhrenlängen  die  Schwingungen 
im  Innern,  welche  eine  endliche  Kraft  oder  eine  endliche  mit- 
getheilte  Bewegung  erregt,  unendlich  gross  werden,  und  einmal 
erregt,  nicht  wieder  erlöschen,  weil  sie  nichts  von  ihrer  leben- 
digen Kraft  der  äusseren  Luft  mittheilen.  Euler  l)  selbst  hatte 
diese  Abweichungen  dadurch  erklären  wollen,  dass  die  Er- 
schütterung sich  zum  Theil  den  Wänden  der  Röhre  mittheilte 
und  dadurch  der  Luftmasse  verloren  ginge.  Poisson2)  suchte 
den  Grund  richtiger  in  dem  Umstande,  dass  die  Verdichtung 
am  offenen  Ende  der  Röhre  nicht  vollständig  gleich  Null,  son- 
dern nur  sehr  klein  sei.  Aber  er  wusste  ihren  wirklichen  Werth 
nicht  zu  finden,  sondern  baute  seine  Theorie  auf  eine  neue 
Hypothese,  welche  sich  in  unserer  Untersuchung  als  im  allge- 
meinen unrichtig  erweisen  wird.  Er  machte  nämlich  die  An- 
nahme, dass  die  Verdichtung  am  Ende  der  Röhre  proportional 
der  Geschwindigkeit  sei,  wie  sie  es  bei  ebenen  fortschreitenden 
Wellen  ist.  Wenn  die  Geschwindigkeit  r,  die  Verdichtung  s , 
die  Schallgeschwindigkeit  a ist,  so  setzte  er: 

kv  = as. 

Die  Constante  k nimmt  er  an  geschlossenen  Enden  als  sehr 
klein,  an  offenen  als  sehr  gross  an;  ihr  wirklicher  Werth  bleibt 
unbestimmt.  Dieser  Annahme  gemäss  müssten  am  offenen 
Ende  der  Röhre  die  Maxima  der  Geschwindigkeit  mit  den 

1)  Novi  Commentarii  Acad.  Petrop.  Tom.  XVI,  p.  347. 

2)  Mömoires  de  l’Acad&nie  des  Sciences  1817  T.  II,  p.  305. 
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Maximis  der  Verdichtung  der  Luft  der  Zeit  nach  Zusammen- 
fällen. Im  Gegentheil  wird  die  von  uns  anzustellende  vollstän- 
digere Analyse  zeigen,  dass  beide  n&hehin  um  ein  Viertel  der 
Schwingungsdauer  auseinanderfallen.  Poisson’s  Annahme  be- 
seitigt die  genannten  Uebelstände  der  früheren  Theorien,  indem 
bei  seiner  Hypothese  allerdings  Schall  in  den  freien  Raum 
übergeht,  und  deshalb  die  Schallschwingungen  in  der  Röhre 
schnell  erlöschen,  sobald  die  erregende  Kraft  aufgehört  hat  zu 
wirken.  Wie  viel  Schall  aber  in  den  freien  Raum  bei  jeder 
Reflexion  der  Schallwellen  übergeht,  hängt  von  dem  unbekannten 
Werthe  der  Constante  k ab,  und  bleibt  deshalb  selbst  unbekannt. 

Andererseits  folgt  aus  Poisson’s  wie  aus  der  älteren  An- 
nahme, dass  die  Flächen  kleinster  Bewegung  (Knotenflächen) 
genau  um  eine  Viertelwellenlänge  vom  offenen  Ende  der  Röhre 
abstehen,  was  allen  älteren  und  neueren  Erfahrungen  über  die 
Hohe  der  durch  Anblasen  erzeugten  Töne  und  der  durch  die 
Resonanz  der  Röhre  verstärkten  Töne  widerspricht  und  durch 
die  directen  Versuche  von  Hopkins  über  die  Lage  der  Knoten- 
tiächen  widerlegt  wird.  Diese  Flächen  sind  in  offenen  cylin- 
drischen  und  prismatischen  Röhren  vom  Ende  der  Röhre  etwas 
weniger  entfernt,  als  die  Viertel  Wellenlänge  beträgt.  Gegen 
Poisson’s  Versuch  zu  erklären,  warum  beim  Anblasen  beider- 
seits offener  Röhren  tiefere  Töne  entstehen,  als  seine  Theorie 
erwarten  lässt,  haben  schon  Qu  et  und  Zain  min  er  gegründete 
Bedenken  erhoben.  Poisson’s  Formeln  ergeben  nämlich,  dass, 
wenn  eine  Bewegung  von  bestimmter  Amplitude  der  Luft  der 
Bohre  in  einem  Knotenpunkte  mitgetheilt  wird,  die  Amplitude 
in  den  Schwingungsbäuchen  sehr  gross  wird,  nämlich  von  der- 
selben Ordnung  wie  Poisson’s  Constante  h.  Daraus  schliesst 
w,  dass  für  diesen  Fall  die  Amplituden  der  Schwingung  grösser 
würden,  als  es  die  bei  der  Ableitung  der  Bewegungsgleichungen 
gemachte  Annalime  unendlich  kleiner  Vibrationen  erlaubte. 
Uter  diesen  Umständen  sei  also  Schallbowegung  unmöglich, 
^ es  könnten  deshalb  beim  Anblasen  der  Röhre  nur  Töne 
entstehen,  die  sich  dieser  Grenze  der  Tonhöhe  näherten,  wirk- 
h'  h aber  immer  tiefer  bleiben  müssten.  Mathematisch  ist  dieser 
Bchluss  unzulässig,  denn  wie  gross  auch  die  übrigens  durchaus 
^•bekannt  bleibende  Grösse  k sein  mag,  so  würde  doch  immer 

Heloholtz,  wuseaach.  Abhandlungen.  20 
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die  Grösse  der  mitgetheilten  Amplituden  so  klein  gewählt  wer- 
den können,  dass  die  Bewegungsgleichungen  der  Schallbewegung 
anwendbar  bleiben,  und  auch  der  Erfahrung  widerspricht  diese 
Darstellung.  Allerdings  tritt  in  den  Versuchen  von  Hopkins 
die  Schwierigkeit,  der  Luft  der  Röhre  in  einer  Knotenfläche 
eine  gegebene  Bewegung  mitzutheilen,  deutlich  in  die  Erschei- 
nung, weil  nämlich  hier  der  Widerstand  der  Luft  den  Schwin- 
gungen der  von  Hopkins  angewendeten  schwingenden  Platten 
am  meisten  hinderlich  wird.  Die  lebendige  Kraft  der  Bewegung, 
welche  der  schwingende  Körper  an  die  Luft  abgeben  muss, 
um  die  starke  Resonanz  der  Röhre  zu  unterhalten,  wird  hier 
am  bedeutendsten,  und  wenn  also  der  schwingende  Körper  nicht 
genügend  viel  lebendige  Kraft  erzeugen  und  abgeben  kann, 
hört  er  auf  zu  schwingen.  Wendet  man  dagegen  Platten  an, 
die  von  Stimmgabeln  erschüttert  werden,  deren  Vibrationen  zu 
kräftig  sind,  um  durch  den  Luftwiderstand  erheblich  verändert 
zu  werden,  so  erhält  man  gerade  in  den  Fällen  die  vollste  und 
schönste  Resonanz,  wo  die  Platte  in  einer  Knotenfläche  der 
Röhre  liegt,  und  nach  Poisson  die  Resonanz  unmöglich  wäre. 
Ausserdem  zeigt  sich  in  den  Versuchen  von  Hopkins  die 
Schwierigkeit  des  Tönens  der  Platten  gerade  bei  solchen  Tönen, 

-4  # 

4 wie  sie  das  Anblasen  der  Röhre  giebt,  aber  nicht  bei  den  etwas 
höheren  Tönen,  welche  Poisson  als  unmöglich  betrachtet; 
diese  kommen  ohne  Schwierigkeit  zu  Stande. 

Es  hat  übrigens  Quet1)  diese  Unzulänglichkeiten  von 
Poissoifs  Theorie,  die  nicht  nothwendig  aus  seiner  Funda- 
mentalhypothese  fliessen,  verbessert,  während  er  sich  übrigens 
dieser  Hypothese  anschliesst  und  ihre  Richtigkeit  wahrschein- 
lich zu  machen  sucht. 

Hopkins2)  hat  die  Beschränkung,  welche  in  Poisson ’s 
Grenzbedingung  für  das  offene  Ende  der  Rölire  liegt,  wegge- 
lassen und  nur  die  Bedingung  festgehalten,  dass  der  Druck  am 
offenen  Ende  klein  sein  müsse,  und  dadurch  die  Möglichkeit 
offen  behalten  in  seinen  Formeln  die  Uebereinstimmung  mit 


1)  Liouville  Journal,  Tom.  XX,  p.  t. 

2)  Transactions  of  tho  Cambridge  Philos.  Soc.  Vol.  V.  — Poggen- 
dorff’s  Annalen  Bd.  XLIV,  p.  24P>. 
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den  Tbatsachen  vollständig  zu  bewahren,  aber  freilich  bleiben 
die  Constanten,  von  denen  die  Lage  der  Knotenflächen  und 
die  Phasenunterschiede  in  den  einzelnen  Theilen  der  Röhre  ab- 
liängen,  in  der  Theorie  unbekannt.  Dagegen  hat  Hopkins 
eine  Reihe  wichtiger  Versuche  über  die  Lage  der  Knoten- 
punkte und  die  Tonhöhe  ausgeführt,  um  eine  jener  Constanten 
wenigstens  empirisch  zu  bestimmen. 

Duhamel1 2)  stellte  sich  zur  Aufgabe,  den  Einfluss  der 
der  Axe  nicht  parallelen  Bewegungen  in  Röhren  zu  ermitteln. 
Da  er  aber  für  das  offene  Ende  sich  mit  der  einfachen  An- 
nahme begnügt,  dass  hier  der  Druck  gleich  Null  sei,  ver- 
schwindet der  Einfluss,  den  die  seitlichen  Bewegungen  der  Luft- 
theile  hier  haben,  aus  seiner  Rechnung,  und  er  kommt  zu  dem 
Schlüsse,  dass  die  Differenz  zwischen  Theorie  und  Erfahrung 
nicht  von  dem  Vorkommen  solcher  Bewegungen  abhängt. 

M a s s o n ^ endlich  vertheidigt  die  Theorie  von  P o i s s o n 
iin  Ganzen  und  sucht  die  Uebereinstimmung  zwischen  ihr  und 
der  Erfahrung  durch  eine  neue  Hypothese  über  die  Bewegungs- 
;irt  der  Luft  in  dem  der  Anblaseöffnung  nächsten  Abschnitte 
der  Luftsäule  herzustellen. 

Uebrigens  ist  es  klar,  dass,  sobald  die  Gestalt  des  ganzen 
Luftraumes,  sowohl  des  inneren  der  Pfeife  als  des  äusseren, 
gegeben  ist  — wir  nehmen  ihn  im  Folgenden  immer  als  von 
festen  Wänden  begrenzt  an  — und  wenn  ferner  die  den  Schall 
erregenden  Kräfte  gegeben  sind,  die  Aufgabe  mathematisch  5 
vollständig  bestimmt  ist,  und  keine  weitere  Hypothese  über 
den  Zustand  der  Luft  am  offenen  Ende  einer  Pfeife  zu  machen 
ist  Eine  richtig  angestellte  Analyse  der  Aufgabe  muss  darüber 
vollständigen  Aufschluss  geben. 

Akustische  Untersuchungen,  bei  denen  ich  über  die  bisher 
unerledigten  Punkte  der  Theorie  Auskunft  brauchte , waren 
fiir  mich  die  Veranlassung  die  Untersuchung  aufzunehmen,  in 
welcher  Weise  sich  ebene  Schallwellen,  die  in  der  Tiefe  ein^r 
oylindrischen  Röhre  erregt  worden  sind,  bei  ihrem  Uebergange 
in  den  freien  Raum  verhalten,  und  ich  habe  gefunden,  dass  die 


1)  Liouville  Journal,  Tora.  XIV,  p.  40. 

2)  Annalcs  de  Chimie  et  de  Physique,  Sör.  3,  Tora.  XL,  p.  418. 
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gegenwärtigen  Hülfsmittel  der  Analysis  ausreichen,  über  die 
wesentlichen  hier  in  Betracht  kommenden  Fragen  genügende 
Auskunft  zu  geben,  ohne  dass  es  nöthig  ist,  irgend  eine  Hypo- 
these zu  machen. 

Die  Kräfte  der  Analyse  sind  in  den  bisherigen  Arbeiten 
über  Theorie  des  Schalles  hauptsächlich  darauf  hin  angespannt 
worden,  den  Verlauf  einer  ursprünglich  vorhandenen  Gleich- 
gewichtsstörung in  einer  Luftmasse,  die  übrigens  keiner  Ein- 
wirkung fremder  Kräfte  unterliegt,  zu  bestimmen.  Bei  den 
Tönen  der  Pfeifen  ist  aber  dieses  Problem  von  verhältniss- 
mässig  untergeordneter  Wichtigkeit.  Es  handelt  sich  haupt- 
sächlich darum  die  Schwingungsform  zu  ermitteln,  welche 
schliesslich  sich  dauernd  herstellt,  wenn  die  die  Schwingungen 
erregende  Ursache  dauernd  und  gleichmässig  fortwirkt.  Es  ist 
ferner  unnöthig,  dass  wir  die  Analyse  durch  Beibehaltung  der 
willkürlichen  Functionen  verwickelter  machen,  welche  die  Form 
der  ursprünglich  erregten  Schwingung  ausdrücken.  Wir  werden 
vielmehr  voraussetzen,  dass  diese  Vibrationen  denen  eines  ein- 
fachen Tones  von  n Schwingungen  in  der  Secunde  entsprechen, 
also  von  der  Form  cos  (2tt nt  + c)  sind.  Die  Willkürlichkeit 
der  Form  würde  sich  ja  auch  nach  erfolgter  Auflösung  des 
Problems  immer  leicht  hersteilen  lassen  durch  Zusammen- 
setzung einer  grösseren  Zahl  von  solchen  einfachen  Tönen. 

Da  somit  die  Form  der  Aufgabe  etwas  anders  gefasst  wird, 
als  es  in  den  akustischen  Untersuchungen  bisher  geschehen 
war,  ist  es  nöthig  in  den  ersten  fünf  Paragraphen  einige  all- 
gemeine Untersuchungen  über  die  Natur  der  hier  vorkommen- 
den Functionen  vorauszuschicken.  Es  zeigt  sich,  dass  wir  es 
dabei  mit  Functionen  zu  thun  haben,  die,  wenn  die  Wellen- 
länge unendlich  gross  wird,  übergehen  in  die  Formen  der  elek- 
trischen (oder  magnetischen)  Potentialfunctionen  und  dass  eine 
ganze  Reihe  der  interessanten  Eigenschaften,  die  für  diese 
Functionen  bekannt  sind,  auch  für  jene  gelten.  Da  ich  schon 
in  einer  früheren  Arbeit  für  die  Function,  deren  Differential- 
« quotienten  nach  drei  rechtwinkeligen  Coordinatenaxen  genom- 
men die  drei  entsprechenden  Componenten  der  Geschwin- 
digkeit geben,  den  Namen  des  Geschwindigkeitspotentials 
vorgeschlagen  habe,  so  lässt  sich  diese  Analogie  auch  weiter 
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in  der  Bezeichnung  festhalten.  Den  elektrischen  Masse  n- 
punkten  entsprechen  die  Erregungspunkte  des  Schalles, 
der  Masse  der  ersteren  die  Intensität  der  letzteren.  Sind 
die  letzteren  continuirlich  im  Raume  oder  auf  einer  Fläche 
vertheilt,  so  lässt  sich  der  Begriff  der  Dichtigkeit  auf  sie 
übertragen,  und  es  lassen  sich  in  beiden  Fällen  Beziehungen 
ganz  analoger  Art  zwischen  ihrer  Dichtigkeit  und  den  Differential- 
quotienten des  Geschwindigkeitspotentials  aufstellen,  wie  sie  für 
die  elect rische  Dichtigkeit  und  die  Differentialquotienten  der 
elektrischen  Potentialfunctionen  gelten. 

Den  Hauptnutzen  gewährt  aber  die  Uebertraguug  des 
Theorems  von  Green1)  auf  die  hier  vorliegenden  Verhältnisse, 
welches  sich  schon  für  die  Theorie  der  Elektricität  und  des 
Magnetismus  so  ausserordentlich  fruchtbar  gezeigt  hat.  Von 
allgemeinen  Sätzen,  die  daraus  herfliessen,  sollen  nur  folgende 
liervorgehoben  werden:  1)  Die  Schallbe wegung  in  jedem 
allseitig  begrenzten  Raume,  welcher  keine  Erregungs- 
punkte enthält,  kann  stets  dargestellt  werden  als 
ausgehend  von  Erregungspunkten,  die  nur  längs  der 
Oberfläche  des  Raumes  in  einer  oder  zwei  einander 
unendlich  nahen  Schichten  ausgebreitet  sind.  2)  In 
jedem  Raume,  dessen  sämmtliche  Dimensionen  ver- 
schwindend klein  gegen  die  Wellenlänge  sind,  können 
für  das  Geschwindigkeitspotential  der  Luftbewegung 
die  analytischen  Formen  der  elektrischen  Potential- 
functionen  gesetzt  werden,  welche  von  jenem  nur  un- 
endlich wenig  unterschieden  sind.  3)  Wenn  in  einem 
theils  von  endlich  ausgedehnten  festen  Wänden  be- 
grenzten, theils  unbegrenzten  Raume  Schall  im  Punkte 
n erregt  wird,  so  ist  das  Geschwindigkeitspotential 
in  einem  anderen  Punkte  b so  gross,  als  es  in  a sein 
würde,  wenn  dieselbe  Schallerregung  in  b stattfände. 

Speciell  werden  in  § 1 die  Bewegungsgesetze  der  Luft  für 
die  vorliegende  Aufgabe  umgeformt,  in  § 2 die  allgemeinen 
Formen  des  Geschwindigkeitspotentials  für  einen  von  Erregungs- 


1)  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik  Bd.  XLIV,  S.  3(>0. 
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punkten  freien  Raum  untersucht,  in  § 3 die  Beziehungen 
zwischen  der  Dichtigkeit  continuirlich  verbreiteter  Erregungs- 
punkte und  dem  Geschwindigkeitspotential  festgestellt,  in  § 4 
7 dieselben  für  Erregungspunkte,  die  continuirlich  über  eine 
Flache  verbreitet  sind,  und  das  Theorem  von  Green  auf  die 
Schallbewegung  übertragen,  in  § 5 endlich  werden  die  Grenz- 
bedingungen für  weit  von  den  Erregungspunkten  entfernte 
Flächen  aufgestellt,  durch  welche  die  Wellen  in  den  unend- 
lichen freien  Raum  hinauslaufen. 

Nachdem  so  die  wichtigsten  allgemeinen  Gesetze  der 
elektrischen  Potentialfunctionen  für  die  Lehre  von  den  Schall- 
wellen anwendbar  gemacht  worden  sind,  werden  che  allgemeinen 
Gesetze  der  Bewegung  der  Luft  in  Röhren  mit  offenen  Mün- 
dungen durch  wiederholte  Anwendung  des  Green ’schen  Satzes 
in  § 6 abgeleitet.  Es  wird  hier  zunächst  vorausgesetzt,  dass 
die  Röliren  unendlich  lang  und  cylindriscli  von  beliebigem 
Querschnitt  seien.  Nur  in  einer  so  kleinen  Entfernung  von 
ihrer  Mündung,  dass  deren  Grösse  gegen  die  Wellenlänge  ver- 
nachlässigt werden  kann,  darf  die  Röhre  in  beliebiger  AY^eise 
von  der  cylindrischen  Form  abweichen,  und  z.  B.  trompeten- 
förmig erweitert  oder  verengt  sein.  Ebenso  werden  die  Dimen- 
sionen der  Oeffnung  als  sehr  klein  gegen  die  Wellenlänge  be- 
trachtet. Da  auch  die  Gestalt  des  äusseren  Luftraumes  bestimmt 
sein  muss,  wird  angenommen,  derselbe  sei  durch  eine  gegen 
die  Axe  der  Röhre  senkrechte  Ebene  einseitig  begrenzt,  mit 
welcher  auch  die  Ebene  der  Mündung  zusammenfällt.  Ueber 
die  Bewegung  wird  vorausgesetzt,  dass  Vibrationen,  die  einem 
einfachen  Tone  von  n Schwingungen  angehören,  irgendwo  in 
der  Röhre  dauernd  erregt  werden,  und  dass  zwischen  der  Er- 
regungsstelle und  der  Mündung  ein  Abschnitt  der  Röhre 
existire,  in  welcher  die  Bewegung  nicht  merklich  von  der 
ebener  AVellen  unterschieden  sei.  Mittels  des  Green* scheu 
Satzes  kann  man  nun,  ohne  die  specielle  Form  der  Mündung 
und  der  Luftbewegung  in  der  Mündung  zu  kennen,  gewisse 
Beziehungen  herleiten  zwischen  diesen  ebenen  Wellen  und  den 
sich  halbkugellormig  ausbreitenden  AVellen  in  den  entfernten 
Theilen  des  freien  Raumes,  und  dadurch  die  bisher  offen  ge- 
bliebenen Fragen  über  den  Einfluss  des  offenen  Endes  auf  die 
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ebenen  Wellen  beantworten,  so  weit  sie  allgemein  beantwortet 
werden  können. 

Nehmen  wir  die  Axe  der  Röhre  als  Axe  der  x,  uild  die 
Ebene  der  Mündung  als  Ebene  der  yz,  so  dass  der  freie 
Kaum  den  positiven  x,  die  Röhre  den  negativen  entspricht,  so 
ist  bei  passender  Festsetzung  des  Anfangspunktes  der  Zeit  t 
die  allgemeine  Form  des  Geschwindigkeitspotentials  in  dem 
Theile  der  Röhre,  wo  die  Wellen  eben  sind,  wenn  wir  die 
Wellenlänge  gleich  2n/k  setzen: 

*"  = (* si" kx  -r  B cos  hx  j cos  (2  mit)  + 33  cos  kx  . sin  (2  n nt). 

In  den  unendlich  entfernten  Theilen  des  freien  Raumes  dagegen, 
wo  r die  Entfernung  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  be- 
zeichnet, ist : 

• f C08  (kr  — 2 n nt) 

i/'  = M . 

r 

Nach  E uler? s Theorie  würde  B = 33  = 0 sein,  nach  Poisson’s 
B — 0,  $8  eine  unbestimmte  kleine  Grösse,  nach  Hopkins* 
sowohl  B wie  33  unbestimmte  kleine  Grössen,  M bleibt  in  allen 
dreien  unbekannt.  Wir  finden  folgende  Beziehungen,  wenn 
wir  unter  Q die  Grösse  des  Querschnitts  der  Röhre  verstehen, 
und  die  Fläche  der  Oeffnung  gegen  das  Quadrat  der  Wellen- 
länge als  verschwindend  klein  betrachten: 

AQ=  - 2 nM, 
kAQ  = - 2*33. 

Zwischen  A und  B lässt  sich  keine  allgemeine,  von  der  Form 
der  Mündung  unabhängige  Beziehung  aufstellen.  Nur  lässt 
sich  nach  weisen,  dass,  wenn  der  Querschnitt  der  Röhre  zur 
Fläche  der  Oeffnung  ein  endliches  Verhältnis«  hat,  AjB  eine 
kleine  Grösse  von  derselben  Ordnung  wie  die  Dimensionen  der 
Oeffnung  ist,  die  aber  jeden  beliebigen  Werth  annehinen  kann, 
wenn  die  Oeffnung  sehr  klein  gegen  den  Querschnitt  ist. 

Wir  setzen  das  Verhältniss: 

2 — — k tang  k u 

und  nennen  dann  die  Grösse  u — x0  die  reducirte  Länge 
des  Stückes  der  Röhre,  welches  zwischen  x = 0 und  x = — <r0 
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liegt,  die  Grösse  u selbst  die  Differenz  der  wahren  und 
reducirten  Länge  der  Röhre. 

Nachdem  diese  Beziehungen  zwischen  den  Coefficienten 
ermittelt  sind,  wird  in  § 7 die  Form  der  Wellen  in  der  Röhre 
näher  bestimmt.  Knotenflächen,  d.  h.  Flächen  kleinster  Be- 
wegung liegen,  wo  die  reducirte  Länge  der  Röhre  gleich  einem 
ungeraden  Vielfachen  der  Viertelwellenlänge  ist,  Sch  wingungs- 
bäuche  oder  Maxima  der  Bewegung,  wo  die  reducirte  Länge 
ein  gerades  Vielfache  der  Viertelwellenlänge  ist.  Die  Phasen 
der  Bewegung  sind  am  Orte  der  Maxima  um  die  Zeit  einer 
Vicrtel-Undulation  von  denen  am  Orte  der  Minima  verschieden, 
e Die  Knotenflächen  sind  zugleich  Stellen  des  grössten 
Wechsels  der  Dichtigkeit,  die  Bäuche  Stellen  des  kleinsten 
Wechsels  der  Dichtigkeit.  In  nächster  Nähe  der  Knoten- 
flächen und  der  Flächen  stärkster  Bewegung  fällt  die  stärkste 
nach  der  Mündung  gerichtete  Geschwindigkeit  der  Zeit  nach 
zusammen  mit  der  stärksten  Verdichtung.  In  den  zwischen- 
liegenden Abtheilungen  der  Röhre  aber  liegen  beide  um  eine 
Mertel-Schwingungsdauer  auseinander. 

Wenn  man  die  Lage  des  Geschwindigkeitsmaximums  und 
die  des  Verdichtungsmaximums  für  einen  jeden  einzelnen  Zeit- 
moment  bestimmt,  so  findet  man  für  die  fortschreitenden 
Wellen  in  den  entfernteren  Stellen  des  freien  Raumes  be- 
kanntlich, dass  beide  mit  der  constanten  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Wellen  fortschreiten,  und  dabei  allmälig 
au  Grösse  abnehmen.  Auch  in  der  Röhre  bewegt  sich  das 
Geschwindigkeitsmaximum  vorwärts  gegen  die  Mündung  hin, 
aber  so  dass  sein  absoluter  Werth  am  Ort  der  Bäuche  sehr 
gross,  in  den  Knotenflächeii  sehr  klein  ist,  und  ferner  so,  dass 
die  Geschwindigkeit  seiner  Fortbewegung  in  den  Bäuchen  sehr 
klein,  in  den  Knoten  sehr  gross  ist,  so  dass  es  überall,  wo 
sich  ein  Bauch  befindet,  während  einer  halben  Schwingungs- 
dauer fast  ganz  still  steht,  um  zu  Ende  dieser  Zeit  schnell 
auf  den  Ort  des  nächsten  Bauches  fortzuschreiten,  an  dem  es 
dann  wieder  ebenso  lange  fast  stillsteht.  Ebenso  bewegt  sich 
das  Verdichtungsmaximum,  nur  dass  es  in  den  Knotenflächen 
anhält  und  gross  ist,  während  es  am  Ort  der  Bäuche  klein  ist 
und  schnell  vorwärts  eilt. 
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Die  gewonnenen  Resultate  können  weiter  benutzt  werden, 
um  die  Stärke  der  Resonanz  und  die  Phasen  der  in  der  Luft 
erregten  Schwingungen  bei  verschiedenen  Erregungsweisen  des 
Schalles  genau  zu  bestimmen. 

Wenn  die  Röhre  in  irgend  einem  Querschnitte  durch  eine 
feste  Platte  begrenzt  ist,  welche  durch  eine  äussere  Kraft 
(z.  B.  eine  aufgesetzte  Stimmgabel)  in  eine  schwingende  Be- 
wegung versetzt  wird,  deren  Grösse  durch  den  Widerstand  der 
Luft  nicht  merklich  verändert  werden  kann,  so  ist  die  Re- 
sonanz am  stärksten,  wenn  die  reducirte  Länge  der 
Röhre  ein  ungerades  Vielfache  der  Viertelwellen- 
länge ist,  am  schwächsten,  wenn  sie  ein  gerades  Viel- 
fache ist.  Im  ersteren  Falle,  also  beim  Maximum  der 
Resonanz,  verhalten  sich  die  Amplituden  in  den  Schwingungs- 
bäuchen  zur  Amplitude  der  schwingenden  Schlussplatte  der 
Röhre,  wie  das  durch  2nrcos ha  dividirte  Quadrat  der  Welien- 
läuge  zum  Querschnitt  der  Röhre.  Bei  Röhren  mit  wenig 
verengter  Mündung  ist  cos  kct  nicht  merklich  von  1 unter- 
schieden, die  Grösse  des  Maximums  der  Resonanz  also  von  10 
der  Form  der  Mündung  ziemlich  unabhängig,  und  die  Stärke 
des  Schalles  im  freien  Raume  ist  bei  solchen  Röhren  sowohl 
vom  Querschnitt  als  von  der  Form  der  Mündung  unabhängig. 
Bei  stark  verengter  Mündung  steigt  die  Resonanz  in  der  Röhre 
und  auch  die  Stärke  des  Schalles  im  freien  Raume.  Bei 
stärkster  Resonanz  ist  die  Phase  der  Bewegung  in  den 
Schwingungsbäuchen  von  den  entsprechenden  Phasen  der  mit- 
getheilten  Bewegung  derZeit  nach  um  eineViertel-Schwingungs- 
(iauer  verschieden. 

Aehnliche  Ergebnisse  finden  sich,  wenn  der  Schall  in  der 
Röhre  von  einem  in  den  entfernteren  Theilen  des  freien  Raumes 
befindlichen  tönenden  Punkte  erregt  wird,  und  für  eine  jede 
beliebige  Lage  des  tönenden  Punktes  im  freien  Raume  vor 
der  Mündung  der  Röhre  lässt  sich  durch  das  unter  Nr.  3 als 
Folgerung  des  Green’schen  Theorems  oben  aufgeführte  Reci- 
procitätsgesetz  wenigstens  das  Verhältniss  der  Stärke  der  Re- 
sonanz für  verschiedene  Röhrenlängen  angeben.  Auch  in 
diesem  allgemeinsten  Falle  findet  sich,  dass  die  Re- 
sonanz der  einerseits  geschlossenen  Rö hre  am  stärk- 
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steil  ist,  wenn  ihre  reducirte  Länge  ein  ungerades 
Vielfache  der  Viertelwellenlänge  ist. 

Auf  offene  Röhren,  deren  beide  Mündungen  denselben 
Bedingungen  unterliegen,  wie  die  eine  Mündung  der  bisher 
betrachteten  Röhren,  lassen  sich  die  Resultate  leicht  über- 
tragen. Ihre  Resonanz  ist  am  stärksten,  wenn  ihre  reducirte 
Länge  gleich  einem  Vielfachen  der  halben  Wellenlänge  ist. 

In  § 8 werden  Röhren  betrachtet,  welche  Rotationskörper 
sind,  und  die  Methoden  aufgesucht,  um  Formen  der  Mündung 
zu  finden,  für  welche  die  Bewegung  der  Luft  vollständig  an- 
gegeben werden  kann. 

Li  § 9 werden  die  Rechnungen  für  die  einfachsten  Formen 
der  Functionen,  welche  die  Form  der  Mündung  bestimmen, 
durchgeführt  Unter  diesen  Formen  kommt  eine  vor,  bei 
welcher  die  Differenz  zwischen  reducirter  und  wahrer  Länge 
verschwindet.  Ihre  Mündung  ist  schwach  trompetenförmig  er- 
weitert, sodass  die  Fläche  der  Mündung  doppelt  so  gross  ist 
als  der  Querschnitt  des  Cylinders.  Eine  andere  dieser  Formen, 
bei  welcher  die  Weite  der  Oefthung  gleich  der  des  Cylinders 
ist,  weicht  so  ausserordentlich  wenig  von  einem  vollständigen 
Cylinder  ab,  dass  man  für  die  meisten  praktischen  Anwendungen 
die  Differenz  wird  vernachlässigen  dürfen.  Der  Abstand  ihrer 
Wandung  von  der  eines  reinen  Cylinders  ist  berechnet  und  in 
einer  Tabelle  zusammengestellt;  mein*  als  TJÖ  des  Radius  be- 
trägt diese  Abweichung  nur  auf  einem  Streifen  dicht  an  der 
n Mündung,  dessen  Breite  0,54  des  Radius  beträgt,  und  die 
grösste  Abweichung,  die  überhaupt  vorkommt,  ist  ^ des  Radius. 
Die  Differenz  zwischen  der  reducirten  und  wahren  Länge  die- 
ser Röhre  beträgt  nj 4 = 0,785  des  Radius.  Die  eines  voll- 
ständigen Cylinders  muss  ein  wenig  grösser  sein.  Die  neuesten 
und  sorgfältigsten  experimentellen  Bestimmungen  der  Grösse 
dieser  Differenz  von  Wertheim1)  und  Zamminer2)  zeigen 
noch  keine  sehr  grosse  Uebereinstimmung  untereinander,  was 
vielleicht  darin  seinen  Grund  hat,  dass  die  Röhren  durch  An- 
blasen zum  Tönen  gebracht  sind,  wobei  man  zwar,  wie  die 


1)  Aunales  de  Chimie  et  de  Physique,  Sth.  3,  Tom.  XXXI,  p.  394. 

2)  Pogg.  Annalen  der  Physik  XCVII,  p.  183. 
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Erfahrung  lehrt,  im  Allgemeinen  Tone  derselben  Höhe  be- 
kommt, wie  die  Töne  der  stärksten  Resonanz  der  Röhre,  aber 
doch  nicht  genau  weiss,  wie  weit  die  Tonhöhe  durch  kleine 
Modificationen  des  Anblasens  verändert  werden  kann.  Auch 
ist  die  Länge  der  Schallwellen  nur  schwer  so  genau  zu  be- 
stimmen, dass  auch  die  verhältniss  massig  kleine  Differenz  der 
wahren  und  reducirten  Länge  der  Röhren  genau  gefunden 
wird.  Wertheim  findet  den  Werth  dieser  Differenz,  wenn 
sie  in  Theilen  des  Radius  ausgedrückt  wird,  ziemlich  unab- 
hängig von  dem  Verhältniss  des  Durchmessers  zur  Wellenlänge, 
und  zwar  bei  beiderseits  offenen  Röhren  für  jedes  Ende  zwi- 
schen 0,560  und  0,819,  Mittel  0,603  R,  für  einerseits  gedeckte 
Röhren  zwischen  0,638  und  0,862,  Mittel  0,746  R , sodass  der 
theoretisch  gefundene  Werth  0,785  R zwar  grösser  ist  als  seine 
Mittelwerthe,  aber  doch  noch  innerhalb  der  Grenzen  der  Be- 
obachtungsdifferenzen liegt.  Zamminer  findet  dagegen  einen 
stärkeren  Einfluss  der  Tonhöhe.  Bei  offenen  Röhren  variirt 
der  Werth  der  Differenz  von  0,848  bis  0,493  R , während  die 
Viertelwellenlänge  von  20,9  R auf  3,9  R sich  ändert,  und  hei 
geschlossenen  Röhren  variirt  die  Differenz  zwischen  1,304  und 
0,376  Ä,  während  die  Viertel  Wellenlänge  von  40,1  R auf  7,03  7? 
sinkt.  Dies  stimmt  nicht  so  gut  mit  der  Theorie,  welche  so 
starke  Aenderungen  des  Werthes  0,785  R , der  für  die  tiefsten 
Töne  gilt,  bei  veränderter  Tonhöhe  nicht  erwarten  lässt.  In- 
dessen sind  bei  den  Röhren,  deren  Länge  mehr  als  30  R be- 
trägt, auch  hier  die  Differenzen  so  gering,  dass  Aenderungen 
der  Schwingungszahl  um  ein  Procent  genügen  würden,  die 
lebereinstimmung  herzustellen,  und  bei  verschiedener  Stärke 
des  Anblasens  können  leicht  viel  grössere  Aenderungen  einge- 
treten sein. 

Endlich  ist  in  § 10  noch  eine  Aufgabe  in  ihren  allgemeinen 
Zügen  behandelt,  welche  bisher  der  theoretischen  Bearbeitung 
unzugänglich  gewesen  war,  nämlich  die  Bestimmung  der  Luft- 
schwingungen  in  solchen  Hohlräumen,  deren  drei  Dimensionen 
gleichmässig  als  verschwindend  klein  gegen  die  Wellenlänge 
betrachtet  werden  können,  und  die  durch  eine  Oeffnung,  deren 
Fläche  selbst  gegen  die  Oberfläche  des  Hohlraumes  verschwin- 
dend klein  ist,  mit  der  äusseren  Luft  communiciren.  Es  lässt 
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sich  die  Höhe  der  Töne,  für  welche  solche  kugel-  und  flaschen- 
förmige Pfeifen  stärkste  Resonanz  geben,  allgemein  bestimmen. 
Ist  die  Oeffnung  kreisförmig,  und  ihr  Flächeninhalt  s,  das  Vo- 
lumen des  Hohlkörpers  S , die  Schallgeschwindigkeit  a,  und 
die  Schwingungszahl  des  Tones  n , so  ist  nach  der  Theorie: 

a y s 

n = — — • 

1/2  Vn5VS 

Wählen  wir  als  Längeneinheit  das  Millimeter,  und  setzen 
a = 332260,  so  ist: 

i 

n = 56174 

V« 

Sondhauss1)  hat  aus  Versuchen  die  Schwingungszahl  der 
durch  Anblasen  solcher  Hohlkörper  erhaltenen  Töne  in  die 
Formel  gebracht: 

u = 52400  y*  • 

VS 

Koch  besser  stimmt  die  Theorie  mit  den  Versuchen  von 
Wertheim,  bei  welchen  das  Verhältniss  der  Fläche  der 
Oeffnung  zur  Oberfläche  des  Hohlraumes  noch  kleiner  ist  als 
bei  Sondhauss,  und  die  Uebereinstimmung  ist  desto  grösser, 
je  kleiner  jenes  Verhältniss  ist. 

Fiir  elliptische  Oeffnungen  lässt  sich  der  Werth  von  w 
ebenfalls  bestimmen.  Er  wird  etwas  kleiner  als  für  kreisförmige. 

Auch  für  Hohlkörper  mit  zwei  Oeffnungen  lässt  sich  die- 
selbe Aufgabe  lösen;  das  theoretische  Gesetz  stimmt  auch  liier 
mit  den  empirischen  Fonnein  von  Sondhauss  und  seinen 
Versuchen  überein. 

§ 1.  Die  Gleichungen  der  Luftbewegung. 

Es  sei  innerhalb  einer  Luftmasse  in  dem  Punkte,  der 
durch  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y , z bestimmt  ist, 
zur  Zeit  t der  Druck  gleich  /?,  die  den  drei  Coordinatenaxen 

1)  Pogg.  Annalen  LXXXI,  S.  235  und  347.  Es  ist  übrigens  iu 
diesem  Aufsatze  die  Bezeichnungsweiseder  französischen  Physiker  gebraucht, 
wonach  die  Schwingungszahlen  der  Töne  doppelt  so  gross  werden  als 
nach  der  deutschen  Bezeichnung. 
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parallelen  Componenten  der  Geschwindigkeit  v,  v,  w,  die  Dich- 
tigkeit h,  und  die  Componenten  der  auf  die  Einheit  der  gasigen 
Masse  wirkenden  äusseren  Kräfte  X , Y und  Z seien  auszu-  13 
drücken  als  Differentialquotienten  einer  Potentialfunction  P , 
sodas8: 

Y dP  y dP  „ dP 

*-~dx’  * ~ dy>  dz' 

Die  bekannten  Bewegungsgleichungen  für  die  inneren  Punkte 
der  Luftmasse  sind  demgemäss: 


dP 

1 

dp 

du 

+ U 

du 

du 

+ 

d u 

d X 

' h 

• £ 

dx 

dt 

di  + 

V 

dy 

w 

dz  1 

dP 

1 

d p 

dv 

+ u 

do 

dv 

+ 

dv 

dy 

“ h 

• ±L 

dy 

dt 

dx  + 

V 

dy 

w 

T ’ 

dP 

1 

dp 

die 

dvo 

dw 

+ 

d w 

d z 

h 

'Tz 

d t 

dx  + 

V 

dy 

w 

dz  } 

— 

dh 

dt 

d(ki 

dx 

3 + 

d ( h v) 
dy 

+ 

d (Ä  M?) 
dz 

• 

Wenn  Luft,  ohne  Wärme  abzugeben,  ihre  Dichtigkeit  ändert,  ist: 

p — b2/*f  (la) 

wo  b eine  Constante  und  v = 1,42  ist.  Daraus  folgt: 

r'P  = hlvk'^l~  und  ] 

dx  dx 

/.—g  dh  _ b%»  d(hv~l)  ' 

h dx  V 1 dx  v — 1 dx 


und  ähnlich  für  die  Differentialquotienten  nach  y und  z. 

Die  Schallbewegung  gehört  zu  denjenigen  Bewegungen, 
denen  ein  Geschwindigkeitspotential  zukommt,  welches  mit 
bezeichnet  werde,  sodass  wir  haben: 


u 


Setzt  man  die  Werthe  aus  (lb)  und  (lc)  in  die  Gleichungen 
(1),  so  haben  die  drei  ersten  derselben  eine  gemeinschaftliche 
Integralgleichung,  nämlich: 


wo  h0  eine  Function  der  Zeit  sein  kann,  und  die  vierte  Glei- 
chung lässt  sich  auf  die  Form  bringen: 
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0 = . + (*  - 1)Ä  [ixi  + jjr  + 


, dtp  dk*~l  , d0  dh 

-4—  • — — 4-  • 


V_1  d0  dh 
~ r 


*—  l 


dz 


(le) 


14 


In  dem  Folgenden  nehmen  wir  an,  dass  die  Geschwindigkeiten 
und  Aenderungen  der  Dichtigkeit  verschwindend  klein  seien. 
Setzen  wir: 


h ==  h{)  (1  4- 1)), 


so  betrachten  wir  also  P,  % sämmtliche  Differentialquotienten 
von  1),  P und  <0  als  unendlich  kleine  Grössen  und  vernach- 
lässigen ihre  höheren  Potenzen.  Dann  werden  die  beiden 

Gleichungen  (1  d)  und  (le),  indem  man  b2vli*~  = a2  setzt: 


TS  ^ 
11 
M 

1 

/y 

(10 

0=A  <i>4>  « 

dt  ^ dx2  1 df  1 dz2 

(ig) 

Lidern  man  die  erste  Gleichung  nach  t differentiirt,  kann  man 
t)  aus  beiden  eliminiren1)  und  erhält: 


0 = 


dP 

dt 


d*0  , 

TF  +a 


2 


dl0  , d*0  , (P0 


rf?  + 


dV 


* + dz* 


(2) 


Wir  wollen  im  Folgenden  nur  Fälle  behandeln,  wo  wir  es 
mit  einem  einzigen  gleichmässig  anhaltenden  Tone  von  n 
Schwingungen  in  der  Zeiteinheit  zu  thun  haben,  und  also  (b 
von  der  Form  ist: 

([)  = W cos  i'2 7i nt)  4-  *F'sm  2/7  7 if\  (2a) 

wo  V'  und  *P"  Functionen  von  .r,  y,  z sind.  Dabei  kann  die 
Gleichung  (2)  nur  bestehen,  wenn  auch  P von  der  Form  ist: 


n 
2 a 


2 P — — q"  cos  [2tt ti £)  4-  q sin  {2 nnt). 


(2  b) 


1)  Ich  bemerke  hier  noch,  «lass  diese  Elimination  von  h auch  an  den 
unverkürzten  Gleichungen  (ld)  und  (le)  vollzogen  werden  kann,  und  dass 
man  die  Eliminationsgleichung,  welche  von  der  dritten  Dimension  in  Be- 
zug auf  0 und  seine  Diffcrentialquotienten  ist,  ebenfalls  mit  Hülfe  der 

hier  folgenden  Theoreme  durch  eine  nach  Sinus  und  Cosinus  der  Zeit 
fortlaufende  Reihe  integriren  kann,  deren  Glieder  von  nter  Dimension 
der  kleinen  Grössen  den  Combinationstönen  nter  Ordnung  der  primär 
angegebenen  Töne  entsprechen. 


Digitized  by  Google 


Schwingungen  offener  Röhren. 


310 


Es  zerfallt  dann  die  Gleichung  (2)  in  die  folgenden  beiden: 

° = 4*?  + A-«*  + -j^r  + rf  ,-+ 


<7  ars 

na",  i2  uc"  i , <****'"  , 

0 = 4.t  q -f  ä-  + -X3-  + + 


dx* 


d 

rf3iP 
d 


W f 

Z*  > I 


wo: 


^ 2ttt»  27t 

<i  ~ A y 


(3) 


(3  a) 


und  ).  die  Wellenlänge  ist. 

Zunächst  werden  wir  uns  mit  der  Integration  dieser  Diffe- 
rentialgleichungen zu  beschäftigen  haben.  Aus  ihrer  Ableitung 
geht  hervor,  dass  q und  q ” Functionen  der  Coordinaten  sind, 
welche  sich  nur  an  solchen  Stellen  des  Raumes  von  0 unter- 
scheiden, wo  veränderliche  Kräfte  auf  die  Luftmasse  einwirken 
und  Schallschwingungen  erregen.  In  allen  anderen  Theilen  der 
Luftmasse  ist  q = 0,  und  dort  sind  daher  die  Functionen  der 
Bedingung  unterworfen: 

d*V  ,p\p  ^ 


n »2  \ a'  ***  i Xf/  , ^ 

0 = k-v+  -dx,  + - f + dzl  ■ 


Ich  werde  im  Folgenden  den. immer  wiederkehrenden  Ausdruck: 

d*(V  d*(D  d*fp 
dx*  + ly*  + d-J 

nach  dem  Vorgang  von  Green  mit  oder  wo  es  un- 

zweideutig ist,  mit  v ® bezeichnen. 

§ 2.  Integration  der  Wellengleichung. 

§ 2.  Wir  beginnen  mit  der  Integration  der  einfacheren 
Gleichung : 

0 = (3h) 

Ein  bekanntes  particulares  Integral  derselben  ist: 

ip  = A C08 + 9) , (4) 

wenn  wir  mit  A und  y Constanten  bezeichnen,  mit  r aber  die 
Entfernung  des  Punktes  .r,  ?/,  z von  einem  festen  Punkte 
ß,  also: 

r-  = (x  - a)2  + (y  - ß)2  + (z  - y)2. 

Es  ist  nämlich: 

37  = - A (*  7 [cos  {kr  + ff)  + k t sin  (A  r + </)],  (4  a) 
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d*V  t 

dx*  “ " A 


d*V  t 

df  = ~A 


_L 

ra 


3 (r  — «)8 


[cos  (A  r -f  y)  -f  A r sin  (A  r *+•  </)] 


Ak*(x  — n)*  v 

5-s — - COS  (/i  r + tj), 


Uy-ß)' 


j [cos  (Ä 


!'  + </)+  Ar  sin  (Ar  + <r/)] 


Ak*(y-ß)*  „ , N 

~g  ——  cos  (Ar  + <?), 


d*W 

dz* 


= - A 


1 3(s-yV 

j«3  |*5 

Ak*(Z-ry 


[cos  (Ar  -f  //)  4-  A r sin  (Ar  4-  7)] 
cos  (Ar  -f  .<7). 


(4  b 


iß  Wenn  man  die  drei  Gleichungen  (4A)  addirt,  so  erhält  man: 

V*  V = - APcoe^---g)  = — k-  1>, 

vorausgesetzt,  dass  nicht  r = 0 und  dabei  die  Wertlie  von 
rpty/dx2,  d2 Wjdy2,  d2lV/dz2  und  unendlich  werden.  Mit 
Ausnahme  des  Punktes  <*,  ß,  y ist  also  dann  die  Differential- 
gleichung (3b)  mittels  des  in  Gleichung  (4)  angenommenen 
Werthes  von  <l>  durch  den  ganzen  unendlichen  Raum  erfüllt. 

Indem  wir  in  Gleichung  (4)  y entweder  gleich  Null  oder 
gleich  — Jjt  machen,  erhalten  wir  zwei  verschiedene  Formen 
des  particularen  Integrals. 

1)  Wenn  y — — Jtt,  wird: 


1 V = A , 


(4  c) 


und  erhält  für  r = 0 den  endlichen  Werth  Ak.  Auch  die 
Differentialquotienten  bleiben  endlich,  es  wird  nämlich  für  r =0: 

d*'F  d*'F  d*W  1 //3 

T**  = 7/7*'  = " lAk  > 


dx 2 


wie  man  leicht  sieht,  wenn  man  cos  Ar  und  sin  Ar  nach  Poten- 
zen der  verschwindenden  Grösse  r entwickelt.  Daraus  ergiebt 
sich  für  r — 0: 

Die  Funktion  = A sin  A r / r ist  also  ein  solches  particulares 
Integral  der  Gleichung  (3  b),  welches  im  ganzen  Raume  und 
auch  im  Punkte  a,  ß , / gültig  ist. 
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2)  Wenn  wir  y = 0 setzen,  wird: 


cos  kr 
r 


und  ftir  r — 0 unendlich  gross,  ebenso  wie  seine  Differential- 
quotienten. Die  Gleichung  (3  b)  wird  also  im  ganzen  Raume 
erfüllt,  mit  Ausnahme  der  Punkte  a,  ft,  y. 

Daraus  ergiebt  sich  ferner  leicht,  dass  wenn  wir  setzen: 


v Ä 


sin  k r 


wo  bei  den  einzelnen  Gliedern  der  Summe  die  Werthe  von 
a.  ft,  y imd  A verschieden  sind,  die  Gleichung  (3  b)  erfüllt  ist 
im  ganzen  Raume,  ohne  Ausnahme  der  Punkte  u,  ft,  y. 

Wenn  wir  aber  setzen: 


. cos&r 
s*a,(i,r  r— 


so  ist  die  Gleichung  (3  b)  im  ganzen  Raume  erfüllt  mit  Aus- 
nahme derjenigen  Punkte,  deren  Coordinaten  a,  ft,  y in  der 
Stimme  Vorkommen. 

Denken  wir  uns  die  Punkte  a,  ft,  y continuirlich  neben 
einander  im  Raume  vertheilt,  so  werden  aus  den  Summen 
Integrale,  und  wir  schliessen,  dass  die  Function: 

V=fffat.r~Ld*‘‘ßdy  (4g) 


im  ganzen  Raume  der  Gleichung  (3b)  genügt,  dagegen  die 
Function : 

v =ffß'.f.rCOerk-d‘‘dßdy  (4h) 

nur  in  denjenigen  Theilen  des  Raumes,  für  welche  h = 0.  In 
beiden  soll  h eine  willkürliche  Function  von  a,  ft  und  y be- 
deuten. 

Wenn  wir  in  der  Gleichung  (3  b)  k — 0 setzen,  verwandelt 
de  sich  in: 

Vx*F  = 0,  (3  c) 

die  bekannte  Differentialgleichung  für  die  Potcntialfunctioncn 
solcher  Massen,  welche  in  die  Ferne  mit  anziehenden  oder  ab- 
stossenden  Kräften  wirken,  deren  Intensität  dem  Quadrate  der 
Entfernung  umgekehrt  proportional  ist.  Die  verschiedenen 
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Formen  für  das  Integral  W der  Gleichung  (3  b),  welche  wir 
aufgestellt  haben,  verwandeln  sich,  wenn  sie  sin  kr  fr  ent- 
halten, in: 

tp  = Oonstans, 

welches  Integral  im  ganzen  Raume  ohne  Ausnahme  eines 
Punktes  der  Gleichung  (3  c)  genügt  , oder,  wenn  sie  cos  kr/ r 
enthalten,  in: 


oder : 

V^fff^dadßdy, 

welche  beiden  Formen  in  denjenigen  Punkten  des  Raumes  nicht 
genügen,  in  denen  anziehende  oder  abstossende  Masse  vorhan- 
den ist,  in  denen  also  A oder  h nicht  gleich  Null  ist. 

Da  die  Gleichung: 

0 = Vx^ 

18  im  ganzen  mit  Luft  gefüllten  Raume  erfüllt  sein  muss  mit 
Ausnahme  solcher  Stellen,  wo  veränderliche  Kräfte  auf  die 
Luft  wirken,  schliessen  wir,  dass  in  den  Formen  des  Integrals 
(4d),  (4f),  (4h)  diejenigen  Punkte  und  Theile  des  Raumes,  in 
denen  die  Gleichung  (3b)  nicht  erfüllt  ist,  Erregungspunkte 
des  Schalles  sind.  Wir  wollen  sie  auch  als  solche  bezeichnen. 
Es  mag  in  den  Formen  des  Integrals  (4  d)  und  (4f)  die  Con- 
stante  A die  Intensität  des  betreffenden  Erregungspunktes 
heissen,  und  in  (4h),  wo  die  Erregungspunkte  continuirlich 
durch  den  Raum  veitheilt  gedacht  sind,  nennen  wir  die  Con- 
stante  h ihre  Dichtigkeit.  Bei  electrischen  Problemen,  wo 
k — 0,  würden  die  Erregungspunkte  den  Massenpunkten,  die 
Intensität  der  Masse,  die  Dichtigkeit  der  Dichtigkeit  ent- 
sprechen. Da  die  Functionen  die  Bedeutung  von  Geschwin- 
digkeitspotentialen haben,  wollen  wir,  entsprechend  dem  Sprach- 
gebrauch in  der  Lehre  von  der  Elektricität  und  dem  Magne- 
tismus, eine  solche  Summe  wie  (4f),  welche  sich  auf  eine 
bestimmte  Zahl  von  Punkten  ec,  ß,  y bezieht,  das  Geschwin- 
digkeitspotential dieser  bestimmten  Erregungs- 
punkte nennen.  Die  Gleichung  (3  b)  wird  also  erfüllt  durch 
die  ganze  Ausdehnung  eines  gegebenen  Raumes  S,  wenn  V 
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das  Geschwindigkeitspotential  ausserhalb  S gelegener  Erregungs- 
punkte ist. 


§ 3.  Gesetz  der  Raumdichtigkeit. 

Wenn  wir  nun  zur  Betrachtung  der  Differentialgleichung: 

Vx^+W  = -4  (3) 

übergehen,  so  ist  zunächst  zu  bemerken,  dass  für  k = 0 diese 
Gleichung  in: 

Vxll;  — — \ nq  (3d) 

übergeht,  deren  Integral  bekanntlich  ist: 

V = SSS-f’dadßdy  + «*, 


worin  </>  eine  Function  bezeichnet,  für  welche  in  dem  ganzen 
Theile  des  Raumes,  wo  die  Gleichung  (3d)  erfüllt  sein  soll, 
V(/>  = 0 ist. 

Wir  wollen  jetzt  zeigen,  dass  in  ganz  analoger  Weise  das 
Integral  der  Gleichung: 


ist: 


V*lF  + Ä2i/;=  - 4*7 


eos  k r 
r 


da  Aß  dy  + 


(3) 

(5) 


wo  <l>  eine  Function  bezeichnet,  für  welche  in  den  Theilen  des 
Haumes.  wo  die  Gleichung  (36)  gültig  sein  soll: 

V*  <t>  4-  ä2  (l>  - 0. 

Um  die  durch  das  Zeichen  vorgescliriebenen  Diffe- 

rentiationen unter  dem  Integralzeichen  in  (5)  vornehmen  zu 
können,  denke  ich  mir  den  ganzen  Raum  durch  eine  den  Punkt 
/,  y , z in  unendlich  kleiner  Entfernung  umgebende  rings  ge- 
schlossene Fläche  getheilt,  und  nenne  den  unendlich  kleinen 
inneren  Raum  S0J  den  umgebenden  äusseren  Sr  Das  in  dem 
Werthe  von  U*  [Gleichung  (51]  enthaltene  Integral  zerlege  ich 
dem  entsprechend  in  zwei  Theile,  von  denen  der  eine  lP0  der 
Integration  über  *S'0,  der  andere  lI\  der  über  S}  entspricht. 

Es  ist  also: 

V = % + lI\  + <l>.  (5  a) 

Da  ein  Potential  von  Erregungspunkten,  die  ausserhalb  S0 
liegen,  für  einen  innerhalb  S0  enthaltenen  Punkt  ist,  so  ist: 

V^i  + = 0, 

21  * 
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ebenso : 
also: 

Nun  setze  ich: 


V.'H  !<■-  <l>  = 0, 


+ VxV0  + As«P0. 


cos  k r 
r 


welche  Grösse  fr  für  r = 0 auch  gleich  Null  wird,  während  aus 
den  Gleichungen  (4  b)  sich  ergiebt,  dass  für  sehr  kleine  Werthe 
von  r ( Pf/dx 2,  d2fj  dy2  und  d-fjdz 2 sich  auf  Grössen  von  der 
Dimension  1/r  reduciren,  und  für  r = 0: 

V 2 fr  — — 

wird.  Ferner  setze  ich: 


= f jjq„,  f),  ,fr  da  dß  dy, 
1'"=  fff%.ß,r}dadftdy, 


beide  Integrale  über  den  unendlich  kleinen  Raum  S0  ausge- 
dehnt, so  dass: 

% - qs'  + qs (5c) 

Um  zu  ermitteln,  von  welcher  Grössenordnung  W"  und 
20  ^ qs  sjnd , führe  man  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten 
a,  ß und  y Kugelcoordinaten  ein,  indem  man  setzt: 


dann  wird: 


x — a — r cos  Mj 
y — ß ss  r sin  (o  cos  &, 
z — y = r sin  w sin  i 

da  dß  dy  — r-  sin  co  dco  dd  dr. 


Ist  also  die  mit  dadßdy  unter  dem  Integrationszeichen  multi- 
plicirte  Grösse  für  r = 0 entweder  endlich,  wie  y/r,  oder  von 
der  Ordnung  1/r,  wie  qjr  und  y x/r,  welches  gleich  — k2r 
ist,  so  wird  die  zu  integrirende  Grösse  unendlich  klein  und 
über  eine  unendlich  kleine  Distanz  r integrirt.  Daher  werden 
die  Grössen  [wegen  (5  c)]  und  V*  *P'  unendlich 

klein.  Dagegen  ist  endlich  und  hat  den  bekannten 

Werth: 
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Folglich  wird  aus  (5  b)  und  (5  c): 

A**F'+  A XW"  + k*W  + k*W 

und,  indem  wir  die  unendlich  kleinen  Grössen  gegen  die  end- 
liche vernachlässigen: 

= -4 nb,  (3) 

was  zu  erweisen  war. 

§ 4.  Gesetz  der  Raumdichtigkeit. 

Es  lässt  sich  Air  die  hier  untersuchten  Formen  von 
Geschwindigkeitspotentialen  ferner  dieselbe  Relation  erweisen, 
welche  für  die  Potentialfunctionen  elektrischer  Massen  an  solchen 
Flächen  stattfindet,  die  mit  endlichen  Massen  in  unendlich 
dünner  Schicht  belegt  sind. 

Setzen  wir: 

r cos  kr  , 

'V=Jp— --du,  (6) 

wo  dco  das  Flächenelement  einer  beliebigen  Fläche  42  be- 
zeichnet imd  p eine  Function,  die  sich  in  der  Fläche  conti- 
nuirlich  ändert,  und  untersuchen  die  ersten  Differentialquo- 
tienten von  für  solche  Punkte  .r,  y,  z des  Raumes,  welche 
der  Fläche  42  unendlich  nahe  liegen. 

Wir  setzen  wieder: 

cos  kr  r , 1 

r *'r  ' r ’ 

W = IP'+  w, 

V = / Pfrda, 

W=fpjda>. 

ty  ist  jedenfalls  endlich,  wenn  p und  die  Grösse  der  Fläche  42 
endlich  sind,  da  fr  immer  endlich  ist.  Dass  W"  unter  den- 
selben Bedingungen  endlich  ist,  ist  aus  der  Theorie  der  elek- 
trischen Potentialfunctionen  bekannt,  ebenso  dass  W"  auf  beiden 
Seiten  dicht  an  der  Fläche  dieselben  Werthe  hat.  Dass  letz- 
teres auch  mit  W'  imd  also  auch  mit  der  Fall  sei,  ist  leicht 
zu  ersehen,  da  fry  auch  wenn  man  durch  die  Schicht  selbst 
hindurchgeht,  sich  immer  mm  continuirlich  ändern  kann.  Da- 
gegen wissen  wir,  dass  die  Differentialquotienten  von  W"  an 
der  Fläche  einen  endlichen  Sprung  ihres  Werthes  erleiden, 
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während  leicht  zu  erkennen  ist,  dass  die  von  W'  an  der  Fläche 
continuirlich  sein  müssen.  Denken  wir  uns  durch  eine  ge- 
schlossene Linie,  die  in  unendlich  kleiner  Entfernung  den  Fuss- 
punkt  des  von  x , y,  z auf  die  Fläche  12  gefällten  Lothes  um- 
giebt,  ein  Stück  aus  der  Fläche  herausgeschnitten  und  das 
Integral  j* pfrdto  getheilt  in  W'0,  welches  über  die  Fläche 
und  iP'1,  welches  über  den  Rest  der  Fläche  ausgedehnt  ist, 
sodass : 

V = %'  + 

Nun  ist  die  Grösse: 

dfr  __  k*  X — n 

dx  2 r 


für  unendlich  kleine  Werthe  von  r;  bleibt  also  endlich,  macht 
aber  einen  Sprung,  wenn  man  von  positiven  Werthen  von  x — a 
durch  r = 0 nach  negativen  übergeht,  ist  dagegen  continuirlich, 
wenn  man  nicht  durch  r — 0 hindurchgeht.  Letzteres  geschieht 
nun  keineufalls,  wenn  man  in  die  Werthe  von  x , y,  2 sich 
ändern  lässt.  Dagegen  ist  d ty0'  jdx7  wo  allerdings  ein  Sprung 
eintreten  würde,  unendlich  klein  als  das  Integral  einer  end- 
lichen Grösse  über  eine  unendlich  kleine  Fläche  genommen, 
und  wir  können  deshalb  seinen  Werth  gegen  d^'/dx  und 
d W'jdx  vernachlässigen.  Folglich  sind  die  Differentialquotienten 
von  welches  gleich  iFü'  + ist,  continuirlich,  und  die 
22  von  müssen  an  der  Fläche  einen  Sprung  von  derselben 
Grösse  wie  die  von  machen.  Bezeichnen  wir  die  von  der 
Fläche  ab  nach  beiden  Seiten  hingehenden  Normalen  mit  n, 
und  n„ , so  ist  bekanntlich: 


dW  dV 
d n,  d n„ 


47ip, 


imd  daraus  folgt,  dass  auch: 


d V dV 

dn,  dn,, 


sei,  was  zu  beweisen  war. 


Man  kann  ferner  den  für  die  Lehre  von  den  elektrischen 
und  magnetischen  Potentialffinctionen  so  äusserst  fruchtbaren 
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Lehrsatz  von  Green1)  auch  auf  die  hier  vorliegenden  Func- 
tionen mit  dem  grössten  Vortheil  anwenden. 

Wenn  0 und  0 zwei  Functionen  sind,  welche  innerhalb 
eines  abgegrenzten  Raumes  S eindeutig  und  stetig  sind,  d.  h. 
überall  endliche  erste  Differentialquotienten  haben,  so  ist  nach 
jenem  Satze  von  Green: 

I V ^ du  + fJ'J'  qtV  <Pdx  d<j  dz  =f<P  ^fcdto  + //>  V Vd*  dydz’ 

wo  da)  ein  Flächenelement  der  Oberfläche  von  S,  n die  nach 
innen  gerichtete  Normale  bedeutet,  und  die  Integrationen  nach 
fko  über  die  ganze  Oberfläche  von  S,  die  nach  dx  dy  dz  durch 
das  ganze  Innere  von  S auszudehnen  sind.  Wenn  wir  auf 
beiden  Seiten  dieser  Gleichung  addiren  Pj j* f 0*  <l>  dx  dy  dz , so 
bringen  wir  den  Satz  in  die  Form,  welche  wir  liier  brauchen: 

duj+J’J  f W (V  0 + P 0)  dx  dy  dz  (7) 

-fvd-£a"+fff*w  -f-  P 0)  dx  dy  dz. 

Sind  0 und  0 dargestellt  als  Geschwindigkeitspotentiale  von 
Erregungspunkten,  die  theils  innerhalb,  theils  ausserhalb  des 
Raumes  £ continuirlich  mit  der  Dichtigkeit  q und  p verbreitet 
sind,  so  ist  nach  Gleichung  (3),  (5)  und  (7): 

j*  W ~~  da)  — 4 nJ'JJ'  0/>  dx  dy  dz  (7  a) 

= !<U  dl'  dm  - 4 *JJJ ^ydxiy  *• 

Sind  0 und  0 Geschwindigkeitspotentiale  von  ausserhalb  S 
gelegenen  Erregungspunkten,  so  wird: 

f >P  dß  da>  = l <I>~  doi.  (7  b) 

J an  J an 

Green  hat  bewiesen,  dass  eine  solche  Gleichung  wie  (7  a)  auch 
richtig  bleibt,  wenn  in  einem  unendlich  kleinen  Raumelement  ds 
des  Raumes  S die  Dichtigkeit  p einen  so  grossen  constanten 
Werth  annimmt,  dass  p ds  einer  endlichen  Grösse  A gleich  wird, 


1)  Journal  fiir  reine  und  angewandte  Mathematik.  Bd.  44,  S.  360. 
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obgleich  dann  <J>  an  dieser  Stelle  nicht  stetig  bleibt,  sondern 
unstetig  wird,  wie  A/r.  Nehmen  \rir  an,  dass  </>  das  Geschwin- 
digkeitspotential der  in  dem  unendlich  kleinen  Raumelemente  ds, 
dessen  Coordinaten  a,  ß , y seien,  mit  der  gleichmässigen  Dich- 
tigkeit p vertheilten  Erregungspunkte  sei,  während  p überall 
sonst  gleich  Null  ist,  sodass  also  </>  in  endlicher  Entfernung 
vom  Punkte  ß , y den  Werth  habe: 

(l)  = J[COslri 
r 

so  reducirt  sich  das  dreifache  Integral  der  linken  Seite  der 
Gleichung  (7  a),  indem  wir  den  Werth,  welchen  W im  Punkte 
ß , y hat,  mit  *Pa  bezeichnen,  auf: 

Wafpds=AVa. 

Die  Gleichung  (7)  wird  also: 

- 4 fr  Va  = fd/ 22*!: dm  -fvH Sü*') 

J an  r J an  \ r ) 

+ JffiVxV  + h^—^-dxdydz.  (<C 

Somit  ist  die  Function  lP,  welche  wir  nur  der  Bedingung 
unterworfen  hatten  eindeutig  und  stetig  zu  sein,  die  übrigens 
ganz  beliebiger  Art  sein  kann,  auf  die  Form  unserer  Ge- 
schwindigkeitspotentiale gebracht.  Ist  übrigens  innerhalb  des 
ganzen  Raumes  S : 

V*^-M2lF=0, 

so  wird  die  Gleichung  (7  c): 

fqsd(™*kr\dB)_  fdV_coskrdco  _ 4 v (7 d) 

J dn\  r ) J dn  r 

Nun  ist  das  zweite  dieser  beiden  Integrale  das  Potential  einer 
Schicht  von  Erregungspunkten,  welche  an  der  Oberfläche  von 
S ausgebreitet  ist  imd  die  Dichtigkeit  dW/dn  hat.  Das  andere 
24  Integral  können  wir  aber  betrachten  als  das  Potential  einer 
Doppelschicht  von  Erregungspunkten,  die  derselben  Fläche  an- 
liegen.  Denken  wir  die  eine  Schicht  mit  der  Dichtigkeit 
- V/*  auf  der  äusseren  Seite  der  Oberfläche  von  S in  der 
unendlich  kleinen  Entfernung  Je  von  dieser  Oberfläche  ausge- 
breitet, die  andere  mit  der  Dichtigkeit  + *I*je  auf  der  inneren 
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Seite  der  Oberfläche  von  S auch  in  der  unendlich  kleinen  Ent- 
fernung von  dieser  Oberfläche  entfeint,  so  wird  das  Poten- 
tial dieser  Schichten  dem  ersten  Integral  in  (7d)  gleich  sein.  So- 
mit lässt  sich  jede  stetige  und  eindeutige  Function 
welche  in  allen  Theilen  des  Raumes  S der  Gleichung 
genügt: 

A4/+*2ip‘=  o, 


als  Geschwindigkeitspotential  von  Erregungspunkten 
ausdrücken,  die  blos  längs  der  Oberfläche  von  S aus- 
gebreitet sind. 

Hier  aber  hört  die  Aehnlichkeit  mit  den  elektrischen  Po- 
tentialfimctionen  auf,  indem  diese  letzteren  sich  stets  ausdrücken 
hissen  als  Potentialfunctionen  einer  einfachen  Schicht  von 
Elektricität  an  der  Oberfläche  des  Raumes,  was  bei  unseren 
Potentialen  zwar  im  Allgemeinen  auch  der  Fall  ist,  aber  für 
eine  unendlich  grosse  Zahl  von  bestimmten  Werthen  von  k 
für  eine  jede  gegebene  geschlossene  Oberfläche  Ausnahmen  er- 
leidet. Es  sind  dies  nämlich  diejenigen  Wertlie  von  k,  die  den 
eigenen  Tönen  der  eingeschlossenen  Luftmasse  entsprechen. 

Man  kann  sich  davon  leicht  an  einem  Beispiele  überzeugen, 
indem  man  das  Potential  für  eine  gleichmässig  und  continuir- 
licü  mit  Erregungspunkten  belegte  Kugelschaale  berechnet. 

Wenn  sämmtliche  Dimensionen  des  Raumes  S sehr  klein 
gegen  die  Wellenlänge  sind,  kann  kr  gegen  1 vernachlässigt 
werden,  so  oft  r die  Entfernung  zweier  innerhalb  S gelegener 
Punkte  ist.  Unter  diesen  Umständen  wird  die  Gleichung  (7  d): 


4 * ^ (7)  " / 


d Vdü) 

— . • 

d 71  r 


Bei  dieser  Weglassung  unendlich  kleiner  Grössen  wird  also  lIs 
eine  Function,  welche  der  Gleichung  V = 0 im  Raume  S 
genügt,  und  es  folgt  daraus,  dass  man  in  Räumen,  deren 
Dimensionen  gegen  die  Wellenlänge  verschwindend  klein  sind, 
statt  der  Functionen,  die  der  Gleichung  A + ä2  W = 0 ge- 
nügen, stets  unendlich  wenig  davon  unterschiedene  Functionen 
finden  kami,  die  der  Gleichung  V = 0 genügen. 

Wendet  man  die  Gleichung  (7d)  auf  theilweis  zusammen-  25 
stossende  Räume  S,  und  S„  an,  indem  man  die  Elemente 
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ihrer  nicht  gemeinsamen  Oberfläche  mit  dm,  und  dco,n  die  des 
gemeinsamen  Stückes  ihrer  Oberfläche  mit  dw0  bezeichnet, 
unter  n,  die  nach  dem  Inneren  von  Sn  unter  n„  die  nach  dem 
Inneren  von  S„  gerichteten  Normalen  dieser  Flächenelemente 
versteht,  so  hat  man: 

wenn  innerhalb  S,  v ^ — 0, 

und  innerhalb  S„  v — 0, 


der  Punkt  «,  ß,  y,  von  dem  die  Entfernungen  r gerechnet 
werden,  aber  innerhalb  S,  liegt,  und  wir  unter  dem  Integral- 
zeichen [ dm , -f  rfö)0]  schreiben,  wo  die  Integration  über  sämmt- 
liche  Elemente  dco,  und  sämmtliche  dco0  ausgedehnt  werden  soll : 


» (~-)  *• ^ -fif j- 


Wenn  nun  an  der  gemeinsamen  Trennungsfläche  beider  Räume  : 
w „ us 

' ,n  dn,  dn,  dn„ 

ist,  so  giebt  die  Addition  beider  Gleichungen , da  dn,  = — dn,t : 
4,  - fV,  ± («&)  rf»,  - "?  ä.,  • 


+ 


dn„ 


\ r 
cos  kr 


, Cd  XP,,  cos  kr  j 

jTn7  ~r  ,,0>"- 


Die  Function  W,  erscheint  also  hier  als  Potential  von  Punkten 
ausgedrückt,  die  an  der  nicht  gemeinsamen  Oberfläche  der 
Räume  S,  und  S„  liegen,  während  die  Punkte  der  gemein- 
samen Trennungsfläche  ganz  aus  dem  Integral  verschwinden. 
Genau  denselben  Ausdruck  erhält  man  aber  für  W„,  wenn 
man  den  Punkt  ct,  ß,  y in  den  Raum  S„  verlegt  Es  sind 
also  in  diesem  Falle  W,  und  Potentiale  derselben  ausserhalb 
des  gemeinsamen  Raumes  S,  und  S„  liegenden  Erregungspunkte, 
und  beide  Functionen  müssen  continuirlich  ineinander  übergehen. 

Wenn  wir  also  im  Folgenden  für  das  Geschwindigkeits- 
potential in  verschiedenen  Theilen  eines  zusammenhängenden 
Luftraumes  verschiedene  Ausdrücke  und  llf„  werden  wählen 
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müssen,  wird  die  Continuität  an  der  Grenzfläche  hergestellt 
'ein.  wenn  in  allen  Punkten  derselben: 

V,  = und  = *&.  oder  = - 

an,  an,  an,, 


§ 5.  Verhalten  in  unendlicher  Entfernung. 


§ 5.  Wir  müssen  noch  die  Grenzbedingungen  aufstellen 
tur  solche  unendlich  entfernt  gedachte  Oberflächen,  durch 
welche  Schallwellen  in  den  unendlichen  Raum  hinauslaufen, 
und  jenseits  welcher  es  keine  Erregungspunkte  mehr  giebt. 
Wenn  von  einem  einzelnen  Punkte  aus  in  der  vorher  unbe- 
wegten Luft  eine  Erschütterung  ausgeht,  so  hat  das  Geschwin- 
digkeitspotential bekanntlich  die  Form  F{r^at)jr , wo  F eine 
willkürliche  Function,  « die  Schallgeschwindigkeit,  r die  Ent- 
lernung  vom  Erregungspunkte  cc,  /?,  y bezeichnet.  Soll 
F einer  einfach  periodischen  Bewegung  von  n Perioden  in 
der  Secunde  entsprechen,  so  müssen  wir  ihm  die  Form  geben 
cos  [Ar  — 2nnt  -f-  c]/r,  wo  2 nn  — ak,  wie  in  (3a)  festgesetzt 
ist  Haben  wir  nun  eine  beliebige  Anzahl  Schall  erregender 
Punkte  in  endlicher  Entfernung  vom  Anfangspunkte  der  Coor- 
dinaten,  sodass  das  Geschwindigkeitspotential  von  der 
Form  wird: 


cos  [kr  — 2 Tr  nt  -f  ga~\ 

— 


wo  r„  die  Entfernung  vom  Punkte  o,  s/a  und  c/a  (Jonstanten  be- 
zeichnen, die  für  die  verschiedenen  Punkte  verschieden  sind, 
und  setzen  wir  die  Coordinaten  .r,  y,  z des  Punktes,  in  dem 
die  Schallbewegung  bestimmt  werden  soll,  gleich: 

o cos  io , o sin  lo  cos  ft  , o sin  co  sin  ft , 


tur  den  Punkt  a aber  gleich: 
so  ist: 


/'a> 


r =}  g2—2g(a  cos  co  -f/£sin  co  cos  ft+y  sin  io  sin  it)  -f-  u2  + ß2  ■+■  y\ 
und  für  unendlich  grosse  Werthe  von  g wird: 

r = g — u cos  co  — ß sin  m sin  ft  — y sin  (o  sin  ft, 
indem  wir  die  weiteren  Glieder  vernachlässigen,  welche  g im 
Nenner  enthalten  und  deshalb  unendlich  klein  werden.  Dauach 


I 
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wird  nun  der  Werth  von  W,  wenn  wir  nur  die  Glieder  vou 
der  Ordnung  1/p  beibehalten: 


hängig,  dagegen  Functionen  von  « und  ft.  Wir  können  also 
schliesslich  für  unendlich  grosse  Werthe  von  n den  Werth  von 
auf  die  Form  bringen: 


wo  $1  und  c Functionen  von  co  und  ft  sind. 

Dieselbe  Betrachtung  lässt  sich  auch  anwenden,  wenn  in 
der  Nähe  der  Schall  erregenden  Punkte  begrenzte  feste  Körper 
vorhanden  sind  in  endlicher  Entfernung  vom  Anfangspunkte 
der  Coordinaten,  insofern  man  an  der  Oberfläche  dieser  Körper 
periodisch  wirkende  Kräfte  annehmen  kann,  welche  die  Be- 
wegung der  Lufttheilchen  senkrecht  gegen  ihre  Oberfläche  zu 
vernichten  im  Stande  sind.  Ist  der  Raum  durch  irgend  eine 
unendlich  ausgedehnte  Fläche  nach  einer  Richtung  begrenzt, 
so  ist  diese  Betrachtung  nicht  unmittelbar  anwendbar,  weit 
man  dann  periodisch  wirkende  Kräfte  an  dieser  Fläche  bis  in 
unendliche  Entfernung  hinaus  haben  würde.  Wohl  aber  lässt 
sich  einfach  der  Fall  behandeln,  wo  der  Raum  durch  eine 
unendliche  Ebene  begrenzt  ist,  die  durch  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  geht.  Man  braucht  sich  zu  den  Erregungs- 
punkten nur  noch  ihre  Spiegelbilder  hinter  der  Ebene  liinzu 
zu  denken,  von  beiden  zusammen  das  Geschwindigkeitspotential 
zu  nehmen,  so  erfüllt  dies  die  Bedingung,  dass  an  der  Ebene 
c ity/dn  = 0 sei,  und  es  lassen  sich  auf  ein  solches  Geschwin- 
digkeitspotential dieselben  Betrachtungen  anwenden , als  wenn 
nur  endliche  feste  Körper  in  der  Nähe  wären. 

Unter  diesen  Umständen  ist  also  die  Grenzbedingung, 
welche  für  die  unendlich  entfernten  Theile  des  freien  Raumes 
aufzustellen  ist,  die,  dass  das  Bewegungspotential  dort  die 
in  Gleichung  (8  b)  angegebene  Form  habe. 


+ Ä sin  co  cos  ft  -f-  sin  co  sin  ft)  — <7a]}.  (8  a) 

Die  beiden  Summen  in  diesem  Ausdruck  sind  von  p unab- 


eos[&^  — 2n nt  + c] 
9 


(Sb) 
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Reciprocitätsgesetz.  Setzen  wir  jetst  voraus,  dass  W 
das  Geschwindigkeitspotential  eines  Schallwellenzuges  sei,  der 
in  dem  Punkte  a erregt  wird,  in  dessen  Nachbarschaft  sich  eine 
l>eliebige  Anzahl  fester  begrenzter  Körper  befinden  möge,  sodass 
nur  an  dieser  Stelle  lIJ  unendlich  werde,  wie: 

cos  k rn 

A cos  (2 n nt), 

ra 

'onst  überall  endlich  und  stetig  bleibe,  und  in  der  unendlich 
grossen  Entfernung  o von  derselben  Form  wie  in  Gleichung  (8  b) 
sei.  Ausserdem  möge  an  der  Oberfläche  der  festen  Körper 
<lie  Gleichung  dty/dn  = 0 stattfinden.  Es  sei  ferner  (I>  das 
Geschwindigkeitspotential  einer  Schallbewegung,  die  im  Punkte 

0 erregt  worden  ist,  sodass  in  unendlich  kleiner  Entfernung  von 
'>  die  Function  unendlich  wird,  wie: 

cos  kr h 

(P  = A cos(2^n/), 

ru 

in  unendlicher  Entfernung  q dagegen: 

0 _ c°ß  [k  ? — 2 nni  4-  b] 

Q 

>ei,  wo  33  und  b nach  verschiedenen  Richtungen  vom  Anfangs- 
punkte der  Coordinaten  aus  verschiedene  Werthe  haben;  übrigens 
muss  0 wie  W überall  sonst  endlich  sein,  und  an  der  Ober- 
däche  der  festen  Körper  d<l>/dn  = 0. 

Wir  wenden  nun  die  Gleichung  (7)  auf  einen  Raum  S an, 
der  durch  eine  mit  dem  unendlich  grossen  Radius  o um  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  beschriebene  Kugelschaale  um- 
schlossen ist,  von  welchem  wir  nur  ausschliessen  alle  die  Theile, 
die  durch  die  festen  Körper  eingenommen  sind.  Für  die  In- 
tegration an  den  Punkten  a und  b , wo  und  </>  unendlich 
gross  werden,  findet  dieselbe  Betrachtung  w ie  bei  Gleichung  (7  c) 
statt  Wir  erhalten: 

1 d « — J = ^7TA\}ls,,QO^{2nnt)  — 0a cos  2n nt\  (9) 

vo  den  Werth  von  W im  Punkte  b,  und  </>a  den  von 
im  Punkte  a bezeichnet  Die  Integration  nach  d (o  ist  sowohl 
über  die  Oberflächen  der  vorhandenen  festen  Körper  auszu- 
dehnen,  an  denen  aber  d<l>/dn  = d *P/dn  = 0,  sodass  diese 
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Theile  weglallen,  als  auch  Uber  die  Oberfläche  der  Kugel. 
Hier  wird  nun: 

t/s  i*L  _ <fr  = 31  m sin (6  - c). 

dn  an  v 

Wenn  wir  nun  bedenken,  dass  0 und  0 von  der  Form  sein 
müssen: 

0 — 0 cos  (2  7i nt)  + 0'  sin  (2 n n t) , 

0 = c//  cos  (2  Ti  nt)  4-  0"  sin  (2  n nt ), 

wo  V,  0',  0"  und  0"  von  der  Zeit  unabhängige  Grössen 
sind,  so  wird: 

0h  cos  (2  nnt)  — 0«  cos  (2  ;r  « £) 

= J [ 0;  - 0«']  + .}  [ 0*  - 0a']  COS  (4^0  + J [ 06"  - 0a"]  sin  (4*nf). 

Da  nun  die  Gleichung  (9)  für  jeden  Werth  von  t erfüllt  sein 
2i>  muss,  so  muss  einzeln  gleich  sein: 

06  ~ 0a'  = 0, 

0," - 0a"  = 0, 

j 5(93  sin  (i)  — C )du)  — 0, 

also  auch: 

0h  = 0h'  co  s (2  ^ n <)  4*  0 h"  sin  (2  n n t) 

= 0O'  cos  (2>t  w /)  -f-  0a"  sin  [2 71  nt)  — 0a . (9 a 

Daraus  geht  der  wichtige  Satz  hervor:  Wenn  in  einem 
mit  Luft  gefüllten  Raume,  der  theils  von  endlich 
ausgedehnten  festen  Körpern  begrenzt,  theils  unbe- 
grenzt ist,  im  Punkte  a Schallwellen  erregt  werden, 
so  ist  das  Geschwindigkeitspotential  derselben  in 
einem  zweiten  Punkte  b ebenso  gross,  als  es  in  a sein 
würde,  wenn  nicht  in  «,  sondern  in  b Wellen  von  der- 
selben Inten  sität  erregt  würden.  Auch  ist  der  Unter- 
schied der  Phasen  des  erregenden  und  erregten  Punk- 
tes in  beiden  Fällen  gleich. 

Aus  der  nach  der  Gleichung  (8  b)  gemachten  Bemerkimü 
geht  hervor,  dass  dasselbe  noch  gilt,  wenn  der  Kaum  von  einer 
unendlichen  Ebene  theilweise  begrenzt  ist. 

Ist  0 das  Geschwindigkeitspotential  von  Schallwellen,  die 
eine  grössere  Zahl  von  Erregungspunkten  bv  b2  etc.  bm  haben, 
also  von  der  Form: 

0 = 0j  + 02  -f  . . . + 0m, 
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wo  0,a  das  Potential  der  in  bm  erregten  Schallwellen  ist,  so 
wiid: 

-£[^w]  = ^[0>TO,o]. 

Li  dem  Falle,  wro  die  durch  dargestellte  Schallbewegung 
nicht  davon  herrührt,  dass  ein  tönender  Punkt  a sich  im  freien 
Raume  befindet,  sondern  dass  an  irgend  einem  Oberflächen- 
elemente der  Begrenzung  des  Luftraumes,  das  wir  mit  da  be- 
zeichnen wollen,  dW/dii  nicht  Null,  sondern: 

dWa  JJ  o . 

— jj  cos  2 n nt 
an 

ist,  so  wird  aus  der  Gleichung  (9): 

4ti  AHib=  — B <Pada . (9 c) 

Dieser  Satz  kann  dazu  dienen,  um  in  solchen  Fällen,  wo 
man  die  Schallbewegung  der  Luft  vollständig  nur  für  gewisse 
besondere  Lagen  des  schallerregenden  Punktes  bestimmen 
kann,  doch  wenigstens  für  alle  anderen  Lagen  eines  oder  be- 
liebig vieler  schallerregender  Punkte  die  Erregung  in  jenen 
ersten  Stellen  des  Raumes  zu  bestimmen.  Namentlich  ist  der 
Satz  wichtig,  wenn  man  die  Schallbewegung  für  eine  jede  ent- 
fernte Lage  des  tönenden  Punktes  bestimmen  kann,  weil  man 
dann  rückwärts  auch  für  jede  andere  Lage  des  tönenden  Punk- 
tes die  Fern  Wirkung  bestimmen  kann,  auf  die  es  bei  den 
akustischen  Versuchen  meistens  allein  ankommt. 

§ 6.  Wellen  in  offener  Röhre. 

Wir  gehen  nun  zu  unserer  eigentlichen  Aufgabe  über,  die 
Bewegung  der  Luft  am  offenen  Ende  einer  cylindrischen  Röhre 
zu  bestimmen,  wenn  im  Iunern  der  Röhre  durch  irgend  eine 
Ursache  ebene  Wellen,  die  einem  einfachen  Tone  von  n 
Schwingungen  in  der  Secunde  entsprechen,  zu  Stande  gekom- 
men sind,  und  sich  die  Bewegung  durch  die  Mündung  der  Röhre 
der  äusseren  Luft  mittheilt,  welche  übrigens  zunächst  durch 
keine  anderen  Schall  erregenden  Kräfte  afficirt  sein  möge. 

Die  Form  der  Röhre  sei  im  Allgemeinen  cylindrisch  von 
beliebigem  Querschnitte;  nur  in  geringer  Entfernung  von  der 
Mündung  möge  dieselbe  von  der  cylindrischen  Form  abweichen 
dürfen.  Wir  schliessen  also  Röhren  mit  trompetenförmigen 
oder  halb  gedeckten  Mündungen  in  unsere  Untersuchung  ein. 
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Ucbrigens  setzen  wir  voraus,  dass  sowohl  die  Dimensionen  der 
Oeffnung,  wie  auch  die  Länge  des  nicht  cylindrisclien  Theils 
der  Röhre  gegen  die  Wellenlänge  verschwindend  klein  seien. 
Den  äusseren  Raum  denken  wir  uns  der  Einfachheit  wegen 
nach  einer  Seite  begrenzt  durch  eine  unendliche  Ebene,  welche 
senkrecht  gegen  den  cylindrisclien  Theil  der  Röhrenwand  ge- 
richtet ist,  und  in  welcher  die  Röhrenmündung  selbst  liegt. 
Diese  Ebene  sei  die  yr-Ebene,  die  Röhre  befinde  sich  auf 
Seite  der  negativen  .r,  deren  Axe  im  Innern  der  Röhre  liegen 
und  dem  cylindrisclien  Tlieile  ihrer  Wand  parallel  sein  soll. 
Auf  Seite  der  positiven  x sei  der  Luftraum  unbegrenzt.  Nach 
der  gemachten  Annahme  betrachten  wir  ky  und  kz  als  ver- 
schwindend klein  gegen  1,  wenn  y und  z Coordinaten  eines 
Punktes  der  Röhrenmündung  sind,  und  ebenso  Ar,  wenn  x 
einem  Punkte  des  nicht  cylindrisclien  Theils  der  Röhrenwand 
angehört. 

Unsere  Voraussetzungen  über  die  Natur  der  Bewegung, 
welche  wir  untersuchen  wollen,  drücken  sich  nun  in  folgenden 
Gleichungen  aus.  Erstens  nehmen  wir  an,  dass  irgendwo  in 
der  Röhre  sich  ein  Abschnitt  befinde,  zwischen  welchem  und 
der  Mündung  keine  äusseren  Kräfte  auf  die  Luftmasse  eiu- 
31  wirken,  und  in  welchem  das  Geschwindigkeitspotential  un- 
endlich wenig  verschieden  sei  von  der  Form: 


Dies  ist  die  allgemeinste  Form,  welche  ebene  Wellen,  die 
einem  einfachen  Tone  von  n Schwingungen  angehören,  haben 
können.  Zur  weiteren  Vereinfachung  wollen  wir  gleich  den 
Anfang  der  Zeit  t so  festsetzen,  was  offenbar  immer  möglich 
ist,  dass  51  = 0 wird,  und  somit  lls  in  dem  besagten  Abschnitte 
der  Röhre  die  Form  erhält: 

^ sin  A x -f-  B cos  A x j cos  (2  n n t)  + 58  cos  k x sin  (2  nnt).  (1 0) 

Auf  Seite  der  positiven  x denke  man  sich  zwei  halbe  Kugel- 
flächen von  sein*  grossem  Radius  construirt,  deren  Mittelpunkt 
im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  hegt.  Zwischen  beiden  soll  W 
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die  Form  kugeliger  Wellen  haben,  die  in  den  unendlichen 
Raum  hinauslaufen,  nämlich,  wenn  wir  wie  früher  die  Entfer- 
nung vom  Anfang  der  Coordinaten  mit  g bezeichnen: 

q;  _ j^cofl (hQ-2nnt)  _ ^ sin(kQ-2nnt)  * 

9 1 9 K ' 

wo  M und  A/j  unabhängig  von  p,  aber  möglicher  Weise  ab- 
hängig von  den  Winkeln  sind,  die  g mit  den  Coordinaten- 
axen  bildet. 

Jenseits  der  äusseren  jener  beiden  Kugelflächen  mag  noch 
ein  Raum  liegen,  wo  die  Schallbewegung  erst  beginnt;  aber 
zwischen  der  Region  der  ebenen  Wellen  in  der  Röhre,  deren 
Bewegung  in  der  Gleichung  (10)  gegeben  ist,  und  der  Region 
der  Kugelwellen  von  der  Form  (10  a)  soll  die  Stärke  und  Phase 
der  Luftschwingungen  stationär  geworden  sein,  also  0 hier 
überall  von  der  Form  sein: 

0 = 0 cos  (2ttw/) -f  0' sin  (2 n n t) , (10b) 

worin  0'  und  0'  Functionen  der  Coordinaten,  aber  unab- 
hängig von  der  Zeit  sind  und  in  diesem  ganzen  Theile  des 
Luftraumes  die  Bedingung  erfüllen: 

O = £20  + V 0.  (3  b) 

Endlich  muss  noch  längs  der  ganzen  Wand  der  Röhre  und 
an  dem  Theile  der  yz-  Ebene,  welcher  nicht  von  der  Röhren- 
mündung eingenommen  ist,  sein: 

4F-0-  (i0c) 

Wir  wollen  nun  die  Beziehungen  zwischen  den  Coefficienten 
A)  B , 33,  M und  M1  der  Gleichungen  (10)  und  10  a)  mittels 
des  erweiterten  Green’schen  Theorems  aufsuchen. 

Die  erste  Anwendung  der  Gleichung  (7)  machen  wir  auf 
den  inneren  Raum  der  Röhre,  diesen  von  der  Ebene  der  Mün- 
dung bis  zu  einer  damit  parallelen  Ebene  genommen,  welche 
in  der  Region  der  ebenen  Wellen  liegt  Die  Function  0 der 
Gleichung  (7)  setzen  wir  hier: 

0 = COSÄ#. 

Da  sowohl  0 wie  0 die  Gleichung  (3  b)  erfüllen  innerhalb  des 
hier  betrachteten  Raumes,  so  reducirt  sich  Gleichung  (7)  auf: 

= <7b) 


Helmholtz,  wlwcoscb.  Abhandlungen. 


22 


338 


Schallbewegung. 


Nun  ist  dty/ dn  nur  an  der  Mündung  und  in  dem  Querschnitte 
der  Röhre  von  Null  verschieden,  dort  ist  es  gleich  — dtyjdx, 
hier  gleich  -f-  dW/dx.  Es  wird  also: 


+ Q (A  cos  kr  — Bk  sin  kx)  cos  kx  cos  (2 nnf) 
— Q SS  A sin  k x cos  kx  sin  (2  nn  t). 


Durch  den  Horizontalstrich  # oder  dtyjdx  sollen  hier 
und  fortan  die  Werthe  bezeichnet  werden,  welche  die  betref- 
fenden Functionen  in  der  Ebene  der  Röhrenmündung  haben. 
Mit  Q ist  die  Grösse  des  Querschnitts  des  cylindrischen  Theils 
der  Röhre  bezeichnet.  Dagegen  ist  dtUjdn  am  cylindrischen 
Theile  der  Röhrenwand  und  in  der  Oeffnung  der  Röhre  gleich 
Null.  Von  Null  verschieden  ist  es  nur  in  dem  Querschnitte 
der  Röhre,  wo  es  den  Werth  — AsinA.r  hat,  und  indem  nicht 
cylindrischen  Theile  der  Röhrenwand.  Nennt  man  den  Winkel, 
den  die  nach  innen  gerichtete  Normale  der  Röhrenwand  mit 
den  positiven  x bildet,  ß , so  ist,  da  d^bjdy  — d^j dz  — 0: 

d&  Qd(V  i ' l a 

-i—  — cos  ß -T-  — — A sm  kx  cos  ß. 

an  ‘ dx  ‘ 


Wir  haben  also: 


fv  du  = — Q(^4sin&r  -f  Bk  cos  kx)  sin  kx  cos  (2nn() 


— QA93  cos  kx  sin  kx  sin  (2 nnt) 

-f-  A cos  (27tnt) fW'  sin  kx  cos  ß doj 
-f-  A sin  ( 2nnt)fm ''  sin  kx  cos  ß do). 


Wenn  man  diese  Werthe  der  Integrale  in  die  Gleichung  (7  b) 
33  einfuhrt,  und  einzeln  die  mit  cos  (27int)  und  die  mit  sin(2^n/) 
multiplicirten  Glieder  gleich  Null  setzt,  so  erhält  man: 

AQ  = do)  -|-  kJ*  W'  sin  kx  cos  ßdai,  (11) 

0 = / du+k  f <P"sinÄ.r  cos  ßdu>.  (11a) 


In  beiden  Gleichungen  ist  das  erste  Integral  über  die  ganze 
Oeffnung  der  Röhre  zu  nehmen,  das  zweite  über  die  Wand 
der  Röhre;  doch  ,wollen  wir  gleich  bemerken,  dass  an  allen 
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Stellen,  wo  cos/?  von  Null  verschieden  ist,  kx  nach  unserer 
Annahme  eine  verschwindend  kleine  Grösse  wird.  In  rein 
cylindrischen  Röhren  mit  ganz  offener  oder  theilweise  gedeckter 
Mündung  fallen  diese  letzteren  Integrale  ganz  weg. 


Die  zweite  Anwendung  des  Theorems  (7)  machen  wir  auf 
den  freien  Raum  auf  Seite  der  positiven  x,  der  einerseits  be- 
grenzt gedacht  wird  durch  die  yz-Ebene,  andererseits  durch 
eine  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  als  Mittelpunkt 
construirte  halbe  Kugelfläche,  welche  in  die  Region  der  kuge- 
ligen Wellen  fällt.  Innerhalb  dieses  Raumes  liege  der  Punkt, 
dessen  Coordinaten  a,  ß,  y sind.  Die  Entfernung  des  Punktes 
jr,  y , z von  ihm  sei  r,,  wälirend  r„  die  Entfernung  von  dem 
Punkte  sei,  dessen  Coordinaten  — a,  ß,  y sind,  und  der  ausser- 
halb des  hier  betrachteten  Raumes  liegt.  Die  Function  der 
Gleichung  (7)  setzen  wir: 


0_  «co8(&r, — 2 nnt)  . cos  (kr„  — 2nnt) 

2 j«/  2 


tt 


Indem  wir  nun  die  Gleichung  (7)  anwenden  mit  Beachtung 
des  in  (7  c)  berücksichtigten  Umstandes  der  Unstetigkeit  von 
im  Punkte  a,  ß , y,  erhalten  wir: 

f dm  -f  <I>~  dm  = 2 n cos  (2 nnt)  (1 1 b) 


wo  Wa  den  Werth  von  im  Punkte  <z,  ß,  y bezeichnet. 

Wie  im  Falle  der  Gleichung  (9)  wird  die  Grösse  <l>dtyldri 
- WdHijdn  an  der  weit  entfernten  Kugelfläche  eine  von  der 
Zeit  unabhängige  Grösse,  ebenso  natürlich  auch  das  Integral 
dieser  Grösse  über  die  Kugelfläche,  welches  wir  mit  & be- 
zeichnen wollen.  An  der  yz-Ebene  dagegen  ist  d(p/dn  überall 
gleich  Null,  ebenso  d^jdn  überall  mit  Ausnahme  der  Oeffnung, 
wo  es  gleich  dty/dx  ist;  <!>  aber  bekommt  den  Werth: 

0 __  cos  (kr,  — 2nnt)^ 

~~  r, 


weil  an  der  yz-Ebene  r,  — r„  ist. 
g cos  (kr, — 2 7i nt) 


dr 


So  erhalten  wir  die  Gleichung: 
dco  ~2n  cos  [2tt nt)  Wa.  (11c) 


22* 
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Setzen  wir  nun  nach  Gleichung  (10  b): 

W = W cos  (2 mit)  + W"  sin  (2 nnt),  (10b)  ■ 

so  können  wir  in  der  Gleichung  (11c),  welche  für  alle  Werthe 
von  t erfüllt  sein  muss,  die  Quadrate  und  Producte  von 
cos(27rwf)  und  sin  {2nnt)  durch  cos  (471  nt)  und  sin  (4,t  nt)  aus- 
drücken  und  dann  einzeln  gleich  Null  setzen:  1)  die  Glieder, 
welche  nach  der  Zeit  constant  sind,  2)  die  Glieder,  welche  mit 
cos  {An  nt)  multiplicirt  sind  und  3)  die  mit  sin  [An  nt)  multipli- 
cirten,  und  erhalten  dadurch  folgende  drei  Gleichungen: 


G=^a  + 
0 
0 


!/( 


dWß  cos  kr,  dW 
dx  r,  ' dx 


sin  kr,  \ , 


ur  i i VW  cos  kr,  , . CdW'  sin  kr,  , 

nV‘  + Ut=~ — —dü3’ 


ut"  I 1 Cdxir  sinfcr,  , . CdW  cos  kr,  , 

* W°  + U r,  dm  + U SS r,  db>-  J 


(lld) 


Die  Integrationen  sind  über  die  Oeffnung  der  Röhre  auszu- 
dehnen. Durch  die  beiden  letzten  Gleichungen  ist  der  Werth 
der  Functionen  W'  und  W'  für  alle  Punkte  des  Raumes  auf 
Seite  der  positiven  x gegeben,  wenn  die  Werthe  von  dty'/dx 
und  dW'/dx  in  der  Oeffnung  der  Röhre  bekannt  sind.  Die 
erste  Gleichung  folgt  aus  den  beiden  anderen  mittels  des 
Theorems  (7d).  Der  Werth  von  wird  demnach: 

jlf  1 fdW  cos  (krt—  2nnt)  A 

a~  2 nj~d^  r,  aC° 

. 1 Cd1? " sin  (kr,—  2nnt)  t 

+ 2 nJ~dx ^ dw 


Wenn  wir  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  Polar- 
coordinaten  einführen,  nämlich: 


u — q cos  w,  ß = g sin  w cos  fr,  y — q sin  w sin  fr, 

so  wird  in  unendlich  grosser  Entfernung  p vom  Anfangspunkte 
der  Coordinaten  mittels  einer  ähnlichen  Umformung  r wie  sie 
in  (8  a)  ausgeführt  ist: 


qj  _ cos  (kg  — 2n n t)  __  ^ sin  (kg  — 2nnt) 

e 1 <T 


(io») 
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wo: 


M 


- -ÜJt 


dV  , , dV"  . , \ , , 

jy  cos  k 6 + sin  Äe  I dy  dz , 

Mi  = ~tff[ -jF008*8-^-  sinÄ{)rfy*> 

6 = y sin  co  cos  # -f  z sin  w sin  #, 


(ii  f) 


und  wo  die  Integrationen  über  die  Oeffnung  der  Röhre  aus- 
zudehnen  sind. 


Eine  dritte  Anwendung  des  erweiterten  Green’ sehen 
Satzes  machen  wir  auf  den  Raum,  welcher  zwischen  einem 
Querschnitte  der  Röhre  in  der  Region  der  ebenen  Wellen  und 
einer  halben  Kugelfläche  in  der  Region  der  kugeligen  Wellen 
hegt.  Für  die  Functionen  0 und  0 der  Gleichung  (7)  setzen 
wir  0'  und  0"  und  haben  wie  in  (7  b): 

fv'^rd“-f'It"d-£d“  = 0-  (7b> 

Da  längs  der  ganzen  festen  Wand  des  Raumes  dWjdn  — dH*" /dn 
= 0,  so  ist  die  Integration  nur  über  den  Querschnitt  der 
Röhre  und  die  Halbkugel  auszudehnen.  Im  Querschnitt  ist: 

0'  = ~ sin  Aar  -f-  Bcoskx, 


0"=©COSÄ*, 


W ~ — W"^  = — A S8. 

dx  dx 


An  der  Kugelfläche  ist: 

0'  = M 


C08  1c  Q \l  8*n  ^ ?_ 


ip"  — ,\f 


M 


COS  1c  Q 


lU'W  , 1« » d^r  kiAP  + MS) 
— v ~df  + v = — 

Wenn  man  die  Integrale  nimmt,  wird: 

V*  n in 

0 = Aft  Q + kfdw  fd& (A/2  + A/j2)  sin  01. 


(Hg) 
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sfl  Endlich  wenden  wir  noch  das  Theorem  (7)  auf  den  inneren 
Raum  der  Röhre  an  von  der  Ebene  der  Mündung  bis  zu  einem 
Querschnitt  in  der  Region  der  ebenen  Wellen  für  die  Func- 
tion 0'  und: 

0 = sinÄ#, 


Am  Querschnitte  der  Röhre  wird: 


dx 


d x 


An  der  Wand  der  Röhre  wird  dW'  jdn—  0,  an  ihrer  Mündung 
0 = 0,  sodass  das  zweite  Integral  der  Gleichung  (7b)  ver- 
schwindet. Im  ersten  wird  an  der  Wand  der  Röhre: 

~ = k cosÄ*r  cosß, 

an  der  Mündung  dQ>jdn  — — k.  Also  haben  wir: 

QB+  f V cos  kt  cos ßdm  - fW (ho  = 0,  (Uh) 

wo  das  erste  Integral  über  den  nicht  cylindrischen  Theil  der 
Röhrenwand  auszudehnen  ist,  so  weit  cos  ß sich  von  Null  unter- 
scheidet, das  zweite  über  die  Oeffnung  der  Röhre. 


Wir  haben  jetzt  in  den  Gleichungen  (11),  (11a),  (11  d), 
(11  f),  (11g),  (11h)  die  Werthe  der  Coefficienten  A,  B,  SB,  Af, 
Mx  und  der  Functionen  und  W"  im  freien  Raume  zurück- 
geführt auf  Integrale,  in  denen  nur  die  Werthe  Vorkommen, 
welche  W',  W"  und  ihre  Diiferentialquotienten  theils  in  der 
Mündung  der  Röhre  selbst,  theils  an  dem  nicht  cylindrisckeii 
Theile  ihrer  Wand  haben.  Wir  wollen  jetzt  die  Vereinfachungen 
dieser  Ausdrücke  einführen,  welche  daraus  herfiiessen,  dass  die 
Dimensionen  der  Mündung  und  die  Länge  des  nicht  cylindrischen 
Theiles  der  Röhre  unserer  Annahme  nach  gegen  die  Wellen- 
länge verschwindend  klein  sein  sollen.  Vernachlässigen  wir 
Grössen  von  der  Ordnung  ks  gegen  1,  so  nehmen  unsere 
Gleichungen  (11),  (11a)  und  (1 1 f)  folgende  Gestalt  an: 

(12) 
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Für  den  Wertli  von  ist  zu  bemerken,  dass  das  von  k un- 
abhängige Glied  desselben  f dty"  jdx  dco  nach  (11a)  selbst  eine 
verschwindend  kleine  Grösse  ist,  dass  ferner  auch  das  mit  der 
ersten  Potenz  von  k multiplicirte  f{d  jdx)  e dco  der  Null  gleich 
gemacht  werden  kann,  wenn  man  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten,  über  den  bisher  nur  bestimmt  ist,  dass  er  in  der 
Oeßmmg  der  Röhre  liegen  solle,  in  den  Schwerpunkt  einer 
Masse  verlegt,  welche  mit  der  Dichtigkeit  dW' /dx  über  die 
Fläche  der  Oeffnung  verbreitet  ist';  also  reducirt  sich  der  W erth 
von  Ml  auf  verschwindend  kleine  Grössen,  nämlich: 

Mx  ~ ~f  V"x  cos/9  du,  + ~fd^~  e2  da,.  (12c) 


Wir  werden  also  M1  gegen  M vernachlässigen  und  letzteres 
als  unabhängig  von  den  Winkeln  a>  und  & betrachten  dürfen, 
also  aus  (11g)  erhalten: 

- 2M1\ 

oder  mit  Berücksichtigung  von: 

JQ=-2nM,  (12b) 

SB  =kM=-±AQ,  (12d) 

endhch : 

QB  «=  fWdto  - fV  cos  ß dco.  (12e) 


Da  nun  übrigens  nach  (Ile)  in  der  Ebene  der  Mündung  mit 
Vernachlässigung  kleiner  Grössen: 


und: 


so  sind  M oder  A Q und  6 Grössen  von  gleicher  Ordnung. 
Nim  können  wir  die  Gleichung  von  (12 e)  schreiben: 


QB=  ± ff  V'  dy  dz. 
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33  wo  die  Integration  über  alle  Werthe  von  z undy  auszudehnen 
ist,  welche  der  Oeffnung  und  Wand  der  Röhre  angehören,  und 
das  -f  Zeichen  sowohl  an  der  Oeffnung  als  an  denjenigen  Theilen 
der  Wand  zu  nehmen  ist,  deren  Normale  mit  den  negativen  x 
einen  spitzen  Winkel  bildet,  das  — Zeichen  an  den  Theilen, 
deren  Normale  mit  den  positiven  x einen  spitzen  Winkel  bildet, 
QB  ist  also  gleich  den  Werthen  von  lP/  in  der  Nähe  der 
Oeffnung  integrirt  über  eine  Fläche  von  der  Grösse  Q,  also 
ist  B von  der  Grössenordnung  oder  AQ/e.  Wenn  also  der 
Querschnitt  der  Röhre  von  derselben  Ordnung  kleiner  Grössen 
wie  die  Oeffnung,  d.  h.  von  der  Ordnung  £2  ist,  ist  B von  der 
Ordnung  Ae.  Genauer  lässt  sich  bei  der  Allgemeinheit  unserer 
Annahmen  das  Verhältniss  Bj  A nicht  bestimmen.  Wir  werden 
später  bei  den  Beispielen  sehen,  dass  es  von  der  Form  der 
Mündung  abhängt,  von  welcher  wir  das  Verhältniss  33 j A un- 
abhängig gefunden  haben,  und  dass  es  nicht  merklich  von  dem 
Werthe  von  k abhängt,  so  lange  der  Querschnitt  der  Röhre 
und  die  Länge  des  nicht  cylindrischen  Theiles  als  verschwin- 
dend gegen  die  Wellenlänge  zu  betrachten  sind.  Ist  übrigens 
die  Oeffnung  der  Röhre  sehr  klein  gegen  den  Querschnitt,  so 
kann  B/A  jeden  beliebigen  grösseren  Werth  erreichen. 


Innerhalb  der  tieferen  Theile  der  Röhre  ist  also,  wenn 
wir  setzen: 


kB 

A 


— taug  kcc , 


(12f) 


V-  kcoatesink(x~ tt)coa(27lnt'l~  A^coikrsm(2nnt),  (12g) 


und  dazu  gehört  die  Bewegung  in  den  entfernton  Stellen  des 
freien  Raumes,  indem  wir  gegen  M vernachlässigen, 


- 


AQ  cos (Icq  — 2nnt) 
2n  u 


(12h) 


in  welchen  beiden  Gleichungen  A eine  willkürliche  Constante 
ist,  und  a für  jede  besondere  Röhrenform  besonders  bestimmt 
werden  muss. 

Die  Natur  des  hier  behandelten  Problems  wird  noch  klarer. 
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wenn  man  auf  den  Grenzfall  übergeht,  wo  k — 0 wird.  Dann 
werden  die  beiden  Functionen  W'  und  voneinander  unab- 
hängig, und  es  entstehen  aus  unserem  Problem  folgende  zwei 
Aufgaben: 

1)  Es  ist  eine  Function  zu  suchen,  welche  in  dem  ganzen 
betrachteten  Raume  der  Bedingung  genügt,  dass: 

V = 0, 

welche  für  grosse  negative  x übergeht  in  Ax  + B,  für  grosse 
positive  in  —AQj27iQ1  und  für  die  längs  der  ganzen  festen 
Wand  d^'/dn  — 0 ist.  Es  ist  dies  mathematisch  dieselbe 
Aufgabe,  als  hätten  wir  einen  homogenen  elektrischen  Leiter 
von  der  Gestalt  unseres  Luftraumes,  welchen  ein  elektrischer 
Strom  von  bestimmter  Intensität  ( AQ , wenn  das  Leitungsver- 
mögen  des  Stoffes  gleich  1 ist)  durchfliesst,  der  aus  dem  cylin- 
drischen  Theile  in  den  imendlichen  Raum  übergeht.  Wir 
nennen  bekanntlich  den  Leitungswiderstand  zweier  Leiter  gleich, 
wenn  bei  gleicher  Intensität  des  Stromes  ihre  Endflächen 
Flächen  constanten  Potentials  sind  und  dieselbe  Differenz  des 
Potentials  zeigen.  Nun  ist  in  irgend  einem  Querschnitte  des 
cylindrischen  Theiles  die  Potentialfunction  Ax  4-  R,  für  unend- 
liche Entfernung  im  freien  Raume  NulL  Denken  wir  uns  da- 
gegen den  cylindrischen  Leiter  cylindrisch  fortgesetzt  und  über- 
all die  Potentialfunction  gleich  Ax  4-  R,  so  wird  sie  Null, 
wenn  x — — B\A  — a.  Es  ist  also  — (x  — a)  die  Länge  eines 
cylindrischen  Leiters  von  demselben  Material,  welcher  den- 
selben elektrischen  Widerstand  bietet  wie  der  Leiter  von  Ge- 
stalt unseres  Luftraumes,  gerechnet  von  einem  Querschnitt 
des  cylindrischen  Theiles  in  der  Entfernung  — x von  der  Mün- 
dung bis  in  unendliche  Entfernung  im  freien  Raume.  Nach 
der  in  der  Elektricitätslehre  gebräuchlichen  Terminologie  würde 
also  — (x  — a)  die  reducirte  Länge  jenes  Leiters  genamit 
werden  können,  und  wir  wollen  dieselbe  Benennung  auch  hier 
brauchen.  Die  Constante  B oder  a verschwindet  also  nicht 
mit  K zugleich,  obgleich  andererseits  einzusehen  ist,  dass  sie 
meistens  nicht  gross  sein  kann,  da  der  Widerstand  unendlich 
ausgedehnter  Leiter,  wie  der  der  Erde,  immer  sehr  klein  ist 
verglichen  mit  dem  Widerstande  cylindrischer  Leiter  von  dem- 
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selben  Material,  aus  denen  die  Elektricität  in  den  unendlichen 
Leiter  ausströmt,  und  es  folgt  auch  weiter  aus  den  bekannten 
Theoremen  über  Elektricitätsleitung,  dass  a desto  grösser  wer- 
den muss,  je  enger  die  Mündung  der  Röhre  gemacht  wird, 
was  sich  auch  in  den  akustischen  Versuchen  durch  die  Ver- 
änderung des  Tones  der  Röhren  zeigt,  dessen  Abhängigkeit 
vom  Werthe  von  a wir  unten  feststellen  werden. 

Wenn  dieOeffnung  sehr  klein  und  kreisförmig  ist,  während 
die  den  Cylinder  schliessende  Wand  in  ihrer  Nähe  nahehin 
40  eben  ist,  lässt  sich  annehmen,  dass  der  Widerstand  hauptsäch- 
lich nur  von  den  dicht  bei  der  Oeffnung  gelegenen  Theilen 
herrührt,  wo  die  Bahn  der  Strömung  am  engsten  ist  Der 
Widerstand  einer  kreisförmigen  Oeffnung  vom  Radius  R in 
einer  isolirenden  Ebene,  welche  zwei  unendlich  ausgedehnte 
Leiter  voneinander  trennt,  ist  aber  ausgedrückt  durch  die 
Länge  l eines  Cylinders  vom  Querschnitt  Q: 


Q 

2 R 1 


(12i) 


und  dies  würde  in  diesem  Falle  auch  der  Werth  von  — Bj  A sein. 

2)  Es  ist  eine  Function  W'/k  zu  suchen,  welche  im 
ganzen  betrachteten  Raume  der  Bedingung  genügt,  dass 
= 0,  welche  für  grosse  Entfernungen  von  der  Mündung 
sowohl  auf  Seite  der  negativen  wie  der  positiven  x wird: 

1 jjr'  A Q 

k V 2« 


und  längs  der  ganzen  festen  Wand  des  Luftraumes  dW/dn  — 0. 
Offenbar  ist  unter  diesen  Umständen  W'  im  ganzen  Raume 
constant.  Hierbei  wird  dann  ersichtlich,  dass  in  der  Oeffnung 


fcl  1 

nicht  blos,  wie  wir  schon  gesehen,  die  Grösse  J -j — dto,  son- 
dern auch  d W'  )dx  selbst  mit  /<  zugleich  verschwindet. 


Die  bisher  gewonnenen  Sätze  lassen  nun  eine  Reihe  all- 
gemeiner Folgerungen  ziehen  nicht  blos  über  die  Lage  der 
Schwin gungs-Minima  und  Maxima  (Knoten  und  Bäuche  der 
Schwingungen)  und  die  davon  abhängende  Höhe  der  natür- 
lichen Töne  der  Röhre,  die  wir  als  Töne  stärkster  Re- 
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sonanz  charakterisiren  können,  welche  Aufgaben  schon  die 
bisherigen  Theorien  mehr  oder  weniger  genügend  behandelt 
haben,  sondern  sie  geben  uns  für  eine  Reihe  besonderer  Er- 
regungsweisen der  Töne  auch  bestimmte  Auskunft  über  die 
Stärke  und  Phasen  der  in  der  Röhre  erregten  Schwingungen. 

Die  Geschwindigkeit  der  Lufttheilchen  ist  aus  (12  a)  be- 
rechnet: 


‘U  ~~  co tk a cos ^ (•* ~~ <*)  cos(2nnt)  4-  sinÄ.rsin(2 nnt)  (13) 


dx 

oder 


dx 

wenn 


— J cos  (2nni  4-  r), 


tangr  = 


J . /cos3 Ar  (.r  — n)  k4  QJ  . 0 , 

J — Al — - 4-  sm2  k x , 

y cos  *ka  471^  7 

k 2 Q sin  kx  cos  kn 


2 n cos  k (x  — n) 


(13  a) 


Die  Werth e von  x , für  welche  J 2 ein  Maximum  oder  Minimum 
wird,  werden  gefunden  durch  die  Gleichung: 


tang  2k  (x  — a)  = 


k 4 Q,2  sin  kn  cos2  kn 


271 2 


>PQ2 

471 2 


1 - o co^ka 


Wenn  x0  ein  Werth  ist,  der  für  x gesetzt  diese  Gleichung 
erfüllt,  so  wird  sie  auch  erfüllt  durch: 

x = + a T 4-  g ^ » 


worin  a eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  be- 
zeichnet. Die  Maxima  und  Minima  der  Schwingung 
liegen  also  in  der  Röhre  um  Viertelwellenlängen  von 
einander  entfernt.  Sie  liegen  aber  nicht  noth wendig  um 
ein  genaues  Vielfache  einer  Viertelwellenlänge  von  der  Oeffnung 
der  Röhre  entfernt.  Wenn,  wie  wir  im  Folgenden  immer  an- 
nehmen wollen,  k2Q  eine  unendlich  kleine  Grösse  ist,  so  wird 
mit  Vernachlässigung  der  kleinen  Grössen  zweiter  Ordnung 
die  Gleichung  (13  b): 

tang  2k  (x  — u)  — 0. 


* 
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Dann  wird  J 2 ein  Maximum  J ,2,  wenn: 

k(x  — u)  — an,  also : cos  k [x  — a)  = ± 1, 


_A*__ 

C08 ^ 


und  J2  wird  ein  Minimum  J„ 2,  wenn: 

A (.r  — «)  ==  (a  + J)  n,  also : cos k(x  — u)  — 0, 

J„ 2 = cos 2ka. 

Denken  wir  uns  die  ebenen  Wellen  bis  zur  Mündung  der 
Röhre  fortgesetzt,  so  würde  in  der  kleinen  Entfernung  a vor 
der  Oeffnung  ein  Maximum  der  Schwingung  liegen.  Denken 
wir  uns  die  Entfernungen  der  Querschnitte  der  Röhre  von 
diesem  um  die  Länge  ct  vor  der  Oeffnung  in  der  Axe  der 
42  Röhre  gelegenen  Punkte  gezahlt  und  nennen  diese  Entfernungen 
die  reducirten  Längen  des  betreffenden  Röhrenstückes,  so 
erhalten  wir  Maxima  der  Schwingung  überall,  wo  die 
reducirte  Länge  gleich  einem  geraden  Vielfachen 
der  Viertelwellenlänge  und  Minima  der  Schwingung 
(Knotenflächen),  wo  die  reducirte  Länge  der  Röhre 
einem  ungeraden  Vielfachen  der  Viertelwellenlänge 
gleich  ist.  In  den  Knotenflächen  herrscht  aber  nicht  abso- 
lute Ruhe,  sondern  die  Bewegung  wird  nur  sehr  klein. 

Am  Orte  der  Maxima  der  Schwingung  wird  tang  r gleich 
einer  unendlich  kleinen  Grösse,  also  r — an,  am  Orte  der 
Minima  wird  tang  r = oo,  also  r — (a  + $)  n,  folglich 
sind  die  Phasen  der  Bewegung  am  Orte  der  Maxima 
und  Minima  um  eine  Viertelschwingungsdauer  ver- 
schieden. 

Nach  Gleichung  (lf)  ist  die  Verdichtung  der  Luft,  wo 
keine  äusseren  Kräfte  wirken: 

, 1 
n = r TT-  t 


also  in  unserem  Falle: 

h — — --j-  sinA  (x  — a)  sin  (2 nnt)  4-  cos  kx  cos  (2nitt)  (H) 
' a cos ku  ' ' ' 2 na 
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oder: 


\)  — L sin  (2 nnt)  + t,)  , 

wenn 


L = 
tangr,= 


—1  /ßin2k(x-~<*)  , k*  Q*  cos 2kx  > 
a \ cos  2 kn  ’’  4 7i 2 

k 2 Q cos  Tex  cos  Jca 
2n  sin  Je  (x—  n) 


(14a) 


Die  Bedingungsgleichung,  welche  die  Werthe  von  x giebt, 
für  welche  U ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  ist  dieselbe 
wie  (13  b),  wrelche  oben  für  die  Grenzwerthe  von  J2  aufgestellt 
ist,  aber  wo  letzteres  ein  Maximum  ist,  wird  L*  ein  Minimum, 
und  umgekehrt.  Wo  L ein  Maximum,  wird  tangr,  = 0 (oder 
vielmehr  gleich  einer  verschwindend  kleinen  Grösse),  also: 


*>=  ± 


a cos  kn 


sin  (2 nnt) , ^ = ± A-k^&hn-  sin  (2 nnt)  9 


wo  L 2 ein  Minimum  ist,  wird  tang  r,  = oo , 

t , Ak2  Q cos  kn  /n  dW  . A /ct 

= ± 2 7i cos  l2*'")’  S = ± cos  {2nnt)- 

An  diesen  Stellen  also  fällt  das  Maximum  der  Verdichtung 
mit  dem  Maximum  der  Geschwindigkeit  in  der  Zeit  zusammen, 
nicht  aber  an  den  zwischenliegenden  Stellen.  Denn  wo  weder 
sinÄ(.r—  a)  noch  cosä(.t  — a)  der  Null  nahe  sind,  sind  sowohl 
tangr  als  tangr,  sehr  kleine  Grössen,  und  es  wird  also 
nahehin : 

d ru 

= L sin  (2 7t  nt),  —J  cos  (2nnt), 

sodass  hier  die  Maxima  des  Druckes  und  der  Geschwindigkeit 
nahehin  um  eine  Viertel-Undulationszeit  auseinanderfallen. 

Denkt  man  sich  die  ebenen  Wellen  bis  zur  Oeffnung  der 
Röhre,  wo  # = 0,  fortgesetzt,  so  wird  dort  tangr  = 0,  da- 
gegen: 

k2Q 

tangr,  — cotangÄ«. 

Nun  ist  im  Allgemeinen  tangÄ«  eine  kleine  Grösse  erster 
Ordnung,  k2Q  eine  solche  zweiter  Ordnung,  also  tang  r,  sehr 
klein  und  r,  nahe  an  Null.  Aber  es  kann  auch  für  besondere 
Röhrenformen  a = 0 werden,  dann  würde  r,  = \n.  Im  ersteren 
Ralle  würden  in  der  Oeffnung  die  Maxima  der  Geschwindig- 
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keit  und  der  Verdichtung  uni  eine  V iertelundulation  der  Zeit 
nach  auseinander  liegen,  im  zweiten  Falle  zusammenfalleu. 
Poissons  Voraussetzung,  dass  die  Verdichtung  in  derOeffnung 
gleich  der  Geschwindigkeit  multiplicirt  mit  einer  selir  kleinen 
Constanten  sei,  ist  also  nur  in  einem  besonderen  Falle  richtig, 
den  er  allerdings  als  den  allgemeinen  betrachtete.  Auch  in 
diesem  Falle  ist  sie  übrigens  nur  richtig,  wenn  man  sich  er- 
laubt, die  ebenen  Wellen  bis  zur  Mündung  der  Röhre  fort- 
gesetzt zu  denkeu,  aber  nicht,  wenn  man  die  wirklich  in  der 
Oeffnimg  stattfindenden  mittleren  Werthe  der  Geschwindigkeit 
und  Verdichtung  nimmt. 

Was  die  Lage  der  einzelnen  Wellenphasen  in  einem  ge- 
gebenen Augenblicke  betrifft,  so  finden  wir  die  Lage  der  Ge- 
sell windigkeitsmaxima  in  der  Region  der  ebenen  Wellen,  indem 
wir  d2W  / dx2  = 0 setzen,  oder  auch  *F=0,  da  hier  (Pty/dx* 
-j-  k2  W = 0.  Also: 

0 = cos  (2/r  nt)  sin  kx  -f-  [B  cos  (2n  nt)  -f-  $8  sin  (277«/)]  cos  kx ; 
daraus  folgt  als  Bedingung  (s.  (12  f)  und  (12  g)) 

pn 

tang  kx  = taug  hu taug  (2,7  nt). 

Wenn  / = 0,  wird: 

tang  kx  = tan gku, 

die  Maxima  der  Geschwindigkeit  liegen  dann,  wo  — (x—  a)  — a/.. 
«die  Minima,  wo  — * (x— u)  — (a+})Ä.  Wenn  nun  / wächst,  so 
bleibt,  wreil  k2Q  eine  verschwindend  kleine  Grösse  ist,  doch 
immer  noch  tang  kx  unmerklich  wenig  verschieden  von  tang  ka , 
also  die  Lage  der  Maxima  und  Minima  unverändert,  so  lange 
tang  (27  nt)  endliche  Werthe  hat.  Wenn  aber  t sich  dem 
Werthe  einer  Viertel-Schwinguugsdauer  nähert,  wird  auch 
tang  k r gleichzeitig  mit  tang  (27  nt)  erst  -f  oo,  dann  — oo,  dann 
aber,  so  wie  tang  (27«/)  endliche  negative  Werthe  erreicht  hat, 
wird  tang  Zur  wieder  gleich  tang/i*«,  und  so  bleibt  es  wieder 
während  beinahe  einer  halben  Schwingungsdauer  stationär,  so 
lange  tang  (27  nt)  endlich  bleibt.  So  oft  nun  taug  kx  vom 
Werthe  tang/’«  auf  *f  oc  wächst,  dann  von  — oo  durch  die 
negativen  Werthe  bis  0 und  wieder  auf  tang  ka  übergeht,  muss 
kx  um  7 wachsen  uud  x selbst  um  }/..  So  wird  also  ein 
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Maximum,  welches  zur  Zeit  *=0  da  liegt,  wo  die  reducirte 
Länge  aA  beträgt,  um  die  Zeit  t — 1 / 4n  schnell  übergehen  auf 
die  reducirte  Länge  (a  — J)A,  hier  beinahe  Stillstehen  bis 
/ = 3 / 4/??  dann  schnell  fortschreiten  auf  (a— 1)A  u.  s.  w. 

Ln  freien  Raume  dagegen  bewegen  sich  die  Maxima  der 
Geschwindigkeit  mit  der  gleichmässigen  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit a vorwärts.  In  den  entfernteren  Theilen  des  freien 
Raumes  liegen  sie  zur  Zeit  / = 0,  wo  q — (b  + {)  A.  Der  Ab- 
stand zweier  Maxima  der  Geschwindigkeit,  von  denen  eines  im 
freien  Raume  in  der  x-Axe,  das  andere  in  der  Röhre  gelegen 
ist,  zur  Zeit  ^=0  ist  (a  + b + {)  A — a.  Da  bis  zur  Zeit 
t — \/4n  das  Maximum  in  der  Röhre  fast  ganz  still  steht, 
das  im  freien  Raume  um  jA  fortschreitet,  so  wächst  die  Ent- 
fernung beider  Maxima  bis  auf  nahehin  (a  + b -f-  .J) A — u , geht 
dann  ziemlich  schnell  zurück  auf  (a  + b)  A — a,  um  während  der 
nächsten  halben  Schwingungsdauer  wieder  auf  (a  -i-  b + J)  A — ce 
zu  steigen,  und  bewegt  sich  so  immer  zwischen  den  genannten 
Grenzen. 

Mit  der  Verdichtung  verhält  es  sich  ähnlich.  Lire  Maxi- 
malwerthe  werden  gegeben  durch  die  Gleichung: 

cotang  kx  — - taug ku  -f  k2  Qcotg  (2 mit). 

Zur  Zeit  t—  l/4w  ist  cotg  {2nnt)  — 01  und  die  Maxima  der 
Verdichtung  liegen,  wo  die  reducirte  Länge  der  Röhre  (a  — J)  A 
betiägt  Diese  Lage  behalten  sie  auch  unverändert  bis  nahe- 
bin  t—2j4n,  wo  cotg  (2/7 nt)  unendlich  gross  wird.  Dann 
rücken  sie  schnell  vorwärts  bis  (a  — |)  A.  In  den  entfernteren  45 
Theilen  des  freien  Raumes  liegen  sie,  wenn  t—  l/4n,  da,  wo 
p=(b  + |)A.  Ihr  Abstand  von  denen  in  der  Röhre  beträgt 
also  dann  (a  + b+  {)  A — 0. , wächst  allmählich  auf  (a  -f  b -f  |)  A — 
sinkt  schnell  auf  (a  -1-  b)  A — u,  wächst  dann  wieder  allmählich 
u.  8.  w.  Sowohl  die  Maxima  des  Druckes  wie  der  Geschwin- 
digkeit haben  ihren  grössten  Werth  in  der  Röhre,  wenn  sie 
Stillstehen,  ihren  kleinsten,  wenn  sie  vorwärts  eilen.  Uebrigens 
eilen  die  Maxima  der  Geschwindigkeit  vorwärts  zu  den  Zeiten 
uud  an  den  Orten,  wo  die  des  Druckes  Stillstehen,  und  um- 
gekehrt. 

Stärke  der  Resonanz  in  der  Röhre.  Denkt  man  sich 
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die  Röhre  nur  bis  x — — / reichend  und  ihr  Ende  im  Bereiche 
der  ebenen  Wellen  gelegen,  so  kann  die  Erschütterung  der 
Luft  in  der  Röhre  entweder  an  diesem  Ende  mitgetheilt  werden 
oder  von  der  vorderen  Oeflhung  der  Röhre  her,  indem  ein 
Schallwellenzug  gegen  die  Mündung  der  Röhre  schlägt.  Was 
zunächst  den  ersten  Fall  betrifft,  so  kann  nach  Feststellung 
der  Form  der  ebenen  Wellen  leicht  der  Fall  behandelt  werden, 
wo  die  Röhre  durch  irgend  eine  Platte  von  beliebiger  Masse 
geschlossen  ist,  welche  durch  irgend  eine  elastische  Kraft  (z.  B. 
einer  über  die  Mündung  der  Röhre  ausgespannten  Membran) 
in  ihrer  Lage  gehalten  und  durch  eine  beliebig  periodisch 
wirkende  Kraft  in  Erschütterung  versetzt  wird.  Es  lässt  sich 
dann  für  jede  Röhrenform  und  Tonhöhe,  für  welche  der  Werth 
der  Constanten  a bekannt  ist,  sowohl  die  Form  der  ebenen 
Wellen  als  der  Kugelwellen  in  den  entfernteren  Theilen  des 
freien  Raumes  vollständig  angeben.  Hier  genüge  es  nur  kurz 
den  Fall  zu  erwähnen,  wo  eine  Bewegung  von  bestimmter  Ge- 
schwindigkeit mitgetheilt  wird,  der  also  praktisch  etwa  dem 
Falle  entspricht,  wo  eine  Stimmgabel  die  Schlussplatte  der 
Röhre  erschüttert. 

Die  Geschwindigkeit  der  der  Schlussplatte  mitgetheilten 
Bewegung  sei: 

G cos  (2 n nt  -b  r„), 

wo  wir  unter  r„  eine  willkürliche  Constante  verstehen,  mittels 
deren  wir  den  Anfang  von  t passend  bestimmen.  Dann  muss 
sein  für  x = — /: 


also: 


dV 

dx 


= J cos  (2n  nt  -f-  r)  = G cos  (2n  nt  + r„), 


G 


T A 1 /C08a£  {l  + «)  . *4Qa  • ,,, 

— J — A 1/ sm2Ä/, 

Y coe  *ka  4n*  1 


tang  r„  = tang  r 


&2Qsin  kl  coakn 
2 n cos  k ( l + a j 


(15) 

(15a) 


4o  Das  Geschwindigkeitspotential  in  den  ferneren  Theilen  des 
freien  Raumes  ist: 


M 


cos  — 27i  nt) 

e 
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wo: 


(12b) 


Es  lässt  sich  also  A und  M aus  G und  l bestimmen.  A,  das 
Sehwingungsmaximuin  in  der  Röhre,  und  ebenso  J\f,  die  In- 
tensität der  Kugelwellen  im  freien  Raume,  wird  bei  con- 
stantem  G , also  bei  constanter  Bewegung  der  Schlussplatte 
der  Röhre,  am  grössten,  wenn  der  Factor  von  A in  (15)  am 
kleinsten  ist,  d.  h.  wenn: 

cos/t  (/  -f  u)  — 0,  k (l  -f  «)  = (rt  + J)  7t. 

Dann  ist:  4  1  2”  r:  _ ^ r; 

£2Qco8&n  2nQcosl(t  1 

G'), 

COSA.'«  n 

r = (- 

Die  stärkste  Resonanz  der  Röhre  und  der  stärkste 
Schall  im  freien  Raume  findet  also  statt,  wenn  die 
Bewegung  der  Luft  am  Orte  einer  Knotenfläche  mit- 
getheil t wird.  Die  Stärke  der  Schallwellen  wird  dabei 
sehr  gross,  aber  keineswegs  unendlich.  Denn  damit  der 
im  Nenner  der  Werthe  von  A und  M stehende  Factor  cos  hu 
Xnll  werde,  müsste  die  Fläche  der  Oeffnung  gleich  Null  werden. 
Dabei  zeigt  sich  zugleich,  dass  die  Resonanz  sowohl  in  der 
Röhre  als  auch  im  freien  Raume  desto  mächtiger  wird,  je 
enger  die  Oeffnung  der  Röhre  ist.  Wenn  wie  gewöhnlich  ku 
klein  ist,  kann  cos/:«  — 1 gesetzt  werden.  Dann  ist  die  Wir- 
kung im  freien  Raume  unabhängig  von  der  Form  der 
Rühre.  Die  Vibrationen  der  Schwingungsmaxima  in 
der  Röhre  und  der  um  ganze  Wellenlängen  von  der 
Oeffnung  entfernten  Wellen  im  freien  Raume  unter- 
scheiden sich  dabei  von  denen  der  mitgetheilten  Be- 
wegung um  eine  Viertel-Undulation. 

Das  Minimum  der  Resonanz  tritt  ein,  wenn  der  Factor 
von  A im  Werthe  von  G in  (15)  sein  Maximum  erreicht, 
<1.  h.  wenn: 

cos/t  (/  +«)  = !,  k (/  u)  = citt; 


1)  Der  Factor  4n3  im  Nenner  fehlt  irrthümlich  im  Original. 

Helmholtz,  wisseiiHch.  Abhandlungen.  23 
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dann  wird  mit  Weglassung  kleiner  Grössen: 
G coska  — A,  t = qtt,  M = 


QG  cos  kn 


47  Die  Wirkung  im  freien  Raume  ist  also,  je  nach  dem  Werthe 
von  ct,  gleich  oder  kleiner,  als  wenn  gar  keine  Röhre  vorhan- 
den wäre,  und  die  erschütterte  Schlussplatte  der  Röhre  einen 
Theil  der  übrigens  festen  yz-Ebene  bildete. 

Die  grosse  Verschiedenheit  der  Schallstärke  in  der  Luft 
bei  gleicher  Excursionsweite  der  schwingenden  Endplatte  der 
Röhre,  von  der  die  Wellen  erregt  werden,  kann  überraschen. 
Sie  beruht  darauf,  dass,  wenn  auch  die  Excursion  der  Schwin- 
gungen dieselbe  bleibt,  doch  die  Arbeit,  die  die  schwingende 
Platte  durch  die  Bewegung  der  Luft  leistet,  eine  ausserordent- 
lich verschiedene  ist,  je  nachdem  sie  gegen  verdichtete  oder 
nicht  verdichtete  Luft  sich  vorwärts  bewegen  muss.  Bei  stärkster 
Resonanz  findet  am  Ende  der  Röhre  auch  der  stärkste  Wechsel 
von  Verdichtung  und  Verdünnung  statt. 


Gehen  wir  jetzt  über  zu  dem  anderen  Falle,  wo  der  Schall 
im  freien  Raume  in  grösserer  Entfernung  von  der  Oeffnung 
der  Röhre  erregt  wird,  letztere  aber  an  der  Stelle  x = — / 
fest  geschlossen  ist.  Da  die  in  dem  tönenden  Punkte,  dessen 
Ooordinaten  a,  ß,  y seien,  erregten  Wellen  von  der  festen 
y/r-Ebene  reflectirt  werden,  müssen  wir  uns  die  Bewegung  im 
freien  Raume  zusammengesetzt  denken  aus  den  Wellen,  welche 
der  tönende  Punkt  erregt,  und  denen,  welche  sein  Spiegelbild, 
dessen  Ooordinaten  — a,  ß , y sind,  erregen  würde.  Setzen  wir 
das  Geschwindigkeitspotential  dieser  Bewegung  auf  Seite 
der  positiven  x im  freien  Raume: 


wo  r,  die  Entfernung  vom  Punkte  er,  ß,  y und  r„  die  von  seinem 
Spiegelbilde  — ct,  ß,  y bedeutet,  so  ist  an  der  ganzen  yz-Ebene: 
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Ist  der  tönende  Punkt  weit  von  der  Oeffnung  der  Röhre  ent- 
fernt und  diese  klein  gegen  die  Wellenlänge,  so  können  wir 
die  kleinen  Verschiedenheiten  des  Werthes  von  0 in  verschie- 
denen Punkten  der  Oeffnung  vernachlässigen  und  hier  setzen: 

0 = frCOS(27T7tf  -f  T„), 

wo: 

G=—, 

r, 

tang  t„  = - tang  (kr,  + c). 


Iimerhalb  der  Röhre  setzen  wir  dann: 

0 = G cos  hx  cos  (271  nt  -f-  r„).  (16  a) 


Dann  ist  0 an  der  Oeffnung  continuirlich  und  d<l>/dx  innen 
imd  aussen  eben  da  gleich  Null.  Innerhalb  der  Röhre  können 
wir  bei  dieser  Annahme  dQ>jdn  = 0 setzen,  indem  wir  die 
verschwindend  kleinen  Werthe,  welche  es  am  nicht  cy  lindrischen 
Theile  der  Röhre  annimmt,  vernachlässigen.  Nur  am  ver- 
schlossenen Ende  ist  dft/dx  im  allgemeinen  nicht  gleich  Null. 
Hier  müssen  wir  setzen: 


dtp 

dx 


und  das  Gesehwindigkeitspotential  im  ganzen  Raume  gleich 
0 -f  0,  wo  0 das  von  uns  früher  bestimmte  Bcnvegungs- 
potential  der  ebenen  Wellen  in  der  Röhre,  die  in  den  freien 
Raum  übergehen,  ist.  Dadurch  ist  allen  Bedingungen  der  Auf- 
gabe genügt.  Wir  haben  also  für  x = — /: 

— ä 6?  sin  ä/ cos  (2 mit  + r„)  — J cos(27T7/£  + r),  (16  b) 


also: 


r„  = r -f*  7i, 


hG sinkt  = J = A l/— s'i il  + b)  + sin2  kl. 

Y cos  *ka  4/1* 


(16c) 


Das  Minimum  von  A bei  gleichen  Werthen  von  G tritt  offen- 
bar ein,  wenn  sin  kl  = 0;  dann  wird  A = 0,  und  die  Bewegung 
im  freien  Raume  so,  als  wäre  die  Mündung  der  Röhre  gar 
nicht  in  der  7/z-Ebene  vorhanden.  Das  Maximum  aber  tritt 
ein,  wenn  cos k(l  -f-  et)  — 0;  dann  wird: 


A = G 


2 n 

JQ  ’ 


23* 
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und  wieder  wird  beim  Maximum  der  Resonanz  der  Phasen- 
unterschied von  einer  Viertel- Undulation  zwischen  den  erregen- 
den Wellen  und  den  erregten  eintreten.  Das  Maximum  der 
Resonanz  in  der  an  einem  Ende  geschlossenen  Röhre  tritt  also 
in  beiden  Fällen,  sowohl  wenn  der  Schall  vom  geschlossenen 
als  wenn  er  vom  offenen  Ende  her  der  Luft  der  Röhre  mit- 
getheilt  wird,  ein,  wenn  die  reducirte  Länge  der  Röhre  ein 
ungerades  Vielfaches  der  Viertelwellenlänge  ist.  Aus  dem  Re- 
ciprocitätsgesetz  des  Schalles,  welches  in  (9a)  ausgesprochen 
ist,  lässt  sich  nun  dasselbe  Gesetz  auch  für  jede  andere  Lage 
des  tönenden  Punktes  ableiten.  Es  passt  auf  unseren  Fall 
direct  die  Form,  welche  wir  dem  Gesetze  in  (9c)  gegeben 
^ haben.  Die  dortige  Constante  A , welche  der  Litensität  des 
tönenden  Punktes  b entspricht , indem  dort  unendlich 
wird,  wie: 

cos  kr, 

0 _ - cos(2mit ), 

rb 

wollen  wir  gleich  1 setzen.  Der  Werth  von  dtyjdn  ist  in  (9  c) 
an  der  erschütterten  Stelle  da  der  Wand  gleichgesetzt  worden: 

dVn 

— j — = B cos 

an  v 


Am  Grunde  der  Röhre  ist  dWa/dn  — dtyajdx,  und  in  dem 
Falle,  wo  der  Boden  der  Röhre  erschüttert  wird,  von  uns  in 
den  Gleichungen  (15)  und  (15a)  gesetzt  worden: 


dx 


G cos  (2jt  nt  -f-  r„); 


wir  haben  also  die  Constante  B der  Gleichung  (9  c)  mit  G zu 
vertauschen  und  im  Ausdrucke  für  lP  statt  2 nnt  zu  schreiben 
2,t nt — r„.  Ausserdem  ist  in  dem  Falle  unserer  Anwendung 
nicht  blos  ein  einziges  Flächenelement  da  erschüttert  worden, 
sondern  der  ganze  Boden  der  Röhre;  wir  müssen  also  über 
diesen  integriren,  und  erhalten  so: 

4 7T*Pb  = — Gf<l>ad(v,  (17) 

wo  die  Integration  über  den  Boden  der  Röhre  auszudehuen 
ist.  Ist  nun  der  tönende  Punkt  vom  Boden  der  Röhre  nur 
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weit  genug  entfernt,  dass  hier  ebene  stehende  Wellen  entstehen 
können,  also  0 hier  von  Form  ist: 

0 = f cos  k (/  x)  cos  (2  71  n t -f-  c), 

so  wird  aus  (17): 

4;i^=  — fGQ  cos  (2  7i  n t -f-  c), 

4 7i  [ cos i2nnt  — r„)  -f-  0^' sin (2 nnt  — r,,)] 

= fGQcO§(27T7lt  -j-  c), 

4 n ( 0&  cos  t„  — *Pl'  sin  r„)  — — fGQcosc, 

4 *(0*6  sin r„  -f  06 cos r„)  ~fGQ sin c,  ^ 

4.7  1/(WT  (W=  /ÖQ. 

Nun  ist  der  Werth  der  Functionen  0'  und  0"  für  jeden 
Punkt  h proportional  der  in  den  Gleichungen  (10)  bis  (16) 
vorkommenden  Constanten  A,  deren  Verhältnis  zu  G für  eine 
bestimmte  Röhrenlänge  gegeben  ist  in  Gleichung  (15).  Also 
ist  bei  wechselnder  Röhrenlänge  auch  f proportional  dem  Ver- 
hältnis AjG.  Dies  Verhältnis  wird,  wie  aus  (15)  hervorgeht, 
ein  Maximum,  wenn: 

l + ci  — (2a  4-  1)  }L 

Daraus  folgt  also,  dass  auch  bei  einer  beliebigen 
Lage  des  tönenden  Punktes  die  ebenen  Wellen  im 
Innern  der  Röhre,  wenn  dergleichen  überhaupt  entstehen, 
das  Maximum  ihrer  Intensität  erreichen,  wenn  die 
Länge  der  Röhre  ein  ungerades  Vielfaches  der 
Viertelwellenlänge  ist. 

Die  ebenen  Wellen  im  Innern  einer  an  beiden  Seiten 
offenen  Röhre  lassen  sich  mittels  der  aufgestellten  Probleme 
behandeln,  wenn  die  Mündungen  der  Röhre  nach  der  von  uns 
gemachten  Annahme  in  zwei  parallelen  festen  Ebenen  liegen, 
die  den  Luftraum  in  zwei  Theile  trennen,  und  der  Schall  auf 
der  einen  Seite  von  einem  weit  entfernten  tönenden  Punkte 
au^geht.  Auf  der  einen  Seite  dieser  Wand  setzt  man  das 
Geschwindigkeitspotential  gleich  der  in  den  Gleichungen  (10) 
bis  (12)  gebrauchten  Function  0,  auf  der  anderen  Seite  gleich 
der  in  den  Gleichungen  (16)  bis  (16  c)  vorkommenden  Form 
0 -f  0,  welche  der  Resonanz  einer  Röhre  entspricht,  in  welche 
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der  Schall  von  der  offenen  Mündung  eintritt.  Man  hat  dann 
nur  die  Coefficienten  der  ebenen  Wellen  in  der  Röhre  in 
diesen  beiden  Ausdrücken  des  Geschwindigkeitspotentials  so  zu 
bestimmen,  dass  hier  beide  Functionen  identisch  werden.  Da 
das  weiter  keine  Schwierigkeiten  macht,  möge  das  Gesagte 
genügen.  Die  Resonanz  in  der  Röhre  wird  am  stärksten, 
wenn  die  reducirte  Länge  der  Röhre,  an  welcher  man  die 
Correctionen  für  beide  Mündungen  anzubringen  hat,  ein  Viel- 
faches der  halben  Wellenlänge  Ist. 


§ 8.  Reducirte  Länge  verschiedener  Röhrenformen. 

Wir  wollen  schliesslich  noch  eine  Reihe  von  Röhren- 
formen aufsuchen,  für  welche  mit  den  bis  jetzt  bereiten  Htilfs- 
mitteln  der  Analysis  sich  die  Luftbewegung  in  der  Mündung 
und  die  reducirte  Länge  vollständig  wenigstens  für  Schall- 
wellen von  so  grosser  Wellenlänge  bestimmen  lässt,  dass  gegen 
diese  die  Dimensionen  der  Röhrenöffnung,  ihres  Querschnitts 
und  des  von  der  Cylindergestalt  abweichenden  Theiles  der 
Mündung  verschwinden.  Die  Wand  der  Röhre  sei  übrigens 
eine  Rotationsfläche,  welche  in  kleiner  Entfernung  von  der 
kreisförmigen  Mündung,  deren  Radius  R sei,  übergeht  in  einen 
Cy linder  von  kreisförmigem  Querschnitt,  dessen  Radius  wir  Rl 
nennen  wollen.  Wir  setzen  ferner  voraus,  dass  auch  die  Be- 
wegung der  Luft  überall  symmetrisch  um  die  Axe  der  Röhre 
5i  vor  sich  gehe.  Wir  können  nun  im  Allgemeinen  nicht  so  zu 
Werke  gehen,  dass  wir  eine  bestimmte  Röhrenform  annehmen 
und  dazu  die  Potentiale  der  Bewegung  suchen,  sondern  wir 
müssen  umgekehrt  von  der  Potentialfunction  ausgehen  imd  die 
dazu  gehörige  Röhrenform  bestimmen,  was  sich  in  jedem  Falle 
ausführen  lässt.  Nur  müssen  wir  eben  solche  Formen  der 
Potentialfunction  suchen,  welche  Röhren  geben,  die  in  kleiner 
Entfernung  von  der  Mündung  in  einen  Cylinder  übergehen. 

Dem  Bewegungspotentiale  der  Luft  haben  wir  die  Form 

gegeben : jp  „ jp'  cos  (2n  nt)  + qi"  sin  (2*  nt). 

Für  die  tieferen  Theile  der  Röhre  haben  wir  in  (12g)  gefunden: 

(12k) 


COS  kx. 


2 71 


Im  freien  Raume  ist  aber,  wenn  wir  d W'  dx  = 0 setzen,  wel- 
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ches,  wie  wir  oben  schon  gefunden  haben,  mit  k verschwindet, 
nach  (11  d). 

ur,  1 Cd'F'  sin&r,  , 

v =“2 d^r~d<u> 


welches  innerhalb  der  Mündung,  wo  wir  kr,  verschwinden  lassen 
dürfen,  wird: 


(121) 


Sowohl  (12  k)  wie  (121)  giebt  innerhalb  der  Mündung  den 
gleichen  Werth  von  W"  und  den  Werth  Null  für  \dx.  Sie 
gehen  also  an  der  Mündung  der  Röhre  continuirlich  ineinander 
über.  Längs  der  festen  Wände  des  Luftraumes  geben  beide 
dH?"/dn  = 0,  nur  an  dem  nicht  cylindrischen  Theile  der 
Röhrenwand  wird  dieser  Diflerentialquotient  nicht  genau  Null 
aber  verschwindend  klein.  Es  ist  also  unter  dieser  Annahme 
eine  continuirliche  Function,  die  den  Bedingungen  der  Aufgabe 
Genüge  leistet,  und  kann  unmittelbar  berechnet  werden,  nach- 
dem *Ir  gefunden  ist. 

Die  Function  W'  hat  im  freien  Raume  die  Form: 


V = 


WO  h — 


_L  d^L 

2n  dx 


Im  Innern  der  Röhre  werden  wir  ihr  eine  andere  analytische 
Form  Wi  geben  müssen,  welche  die  Eigenschaft  haben  muss: 

1)  im  Innern  der  Röhre  die  Bedingung  zu  erfüllen: 

Vty  + k'W^O,  (18a) 


2)  für  grosse  negative  Werthe  von  x folgende  Form  an-  52 
zunehmen : 

W = j sin  kx  + B cos  kx , (18  b) 


3)  an  der  Fläche  der  Oeffnung  den  Bedingungen  zu  ge- 
nügen : 


W und 


d ^ d V 
dx  dx 


— 2 71  h. 


(18c) 
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Dann  wird  die  Form  der  Röhre  gefunden  durch  die  Be- 
dingung, dass  an  der  Wand: 


d 

du 


(18d) 


welche  Form  aber  noch  der  Bedingung  genügen  muss,  dass 
nur  für  solche  Werthe  von  x,  welche  gegen  die  Wellenlänge  /. 
verschwindend  klein  sind,  die  Fläche  eine  merkliche  Neigung 
gegen  die  x-Axe  haben  darf,  weil  wir  vorher  auch: 

dc.oskx  __  n 
dn  ~ U 


gesetzt  haben  längs  der  ganzen  Ausdehnung  der  Röhrenwand, 
und  weil  nur  unter  dieser  Bedingung  die  Form  der  Röhren- 
wand von  der  Wellenlänge  unabhängig  gefunden  wird.  Indem 
wir  setzen: 


o cos (i)  = y,  o sm  co  = 2, 

und  berücksichtigen,  dass  nach  der  Voraussetzung  lI;  nur  eine 
Function  von  g und.r,  niclit  von  w sein  soll,  wird  Gleichung  (18  a): 
d'ty. 
dr“1 

Wir  setzen: 


d*W,  1 dWi 

+ t~  + - 0. 


dg 


(18e) 


0 = ~ sinAr  + JScosAx  + 2 [£',,«+ (18) 


wo  Em  beliebige  Constanten,  UimQ)  folgende  Function  bedeutet: 


1 


m%Q*  , m*gA 
2 .2  "r  2.2. 4.4 


in  ® 

2 . 2.4.4  6 . G U'  S-W-’  d9“) 


und  unter  dem  Summenzeichen  für  m diejenigen  Werthe  zu 
setzen  sind,  welche  dU^jdg  — 0 machen,  wenn  g — Rv  Dann 
ist  eine  Function,  welche  der  Differentialgleichung  (18e; 
Genüge  leistet  und  an  der  Wand  einer  cylindrischen  Röhre 
vom  Radius  auch  der  Bedingung  genügt,  dass  d<l>(dn  — 0. 
In  dem  Exponenten  von  e muss  der  Wurzel  immer  das  positive 
Vorzeichen  gegeben  wTerden,  wenn  die  Röhre  unendlich  lang 
ist,  damit  für  unendliche  negative  x endlich  bleibt.  Ist  die 
53  Röhre  aber  irgendwo  abgeschlossen,  so  sind  auch  negative  Vor- 
zeichen der  Wurzel  zu  nehmen,  und  die  Coefficienten  derselben 
so  zu  bestimmen,  dass  die  Grenzbedingungen  an  dem  geschlos- 
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senen  Ende  erfüllt  werden.  Da  übrigens  der  kleinste  Werth 
Ton  mÄj,  der  die  Bedingung  dU/dg  für  g — Rl  erfüllt,  3,83171. 
der  zweite  7,01751  ist,  während  die  folgenden  sich  allmählig 
der  Grösse  (a  + J)  n nähern,  so  nehmen  alle  diese  Exponeutial- 
functionen  schnell  ab,  wenn  man  sich  von  dem  Ende  der  Röhre 
entfernt,  an  welchem  sie  einen  merklichen  Werth  haben,  und 
so  oft  die  Länge  der  Röhre  beträchtlich  gross  gegen  den 
Durchmesser  ist,  werden  sie  in  der  Mitte  oder  am  Ende  der- 
selben zu  vernachlässigen  sein.  Es  wird  also  im  allgemeinen 
genügen,  dass  wir  uns  auf  die  Glieder  beschränken,  für  welche 
die  Wurzel  im  Exponenten  ein  positives  Vorzeichen  hat.  Da 
übrigens  mR l nach  dem  Gesagten  eine  endliche,  kRl  aber  eine 
verschwindend  kleine  Zahl  ist,  so  können  wir  in  dem  Expo- 
nenten k1  2 gegen  m 2 vernachlässigen  und  setzen: 

<IJ  = ^ sin  hx  + R cos4.r  2\Emt‘mx  U{mQ) j.  (19b) 


Diese  Function  erfüllt  also  allerdings  die  Forderung  der  Glei- 
chungen (18  a)  und  (18  b),  welche  wir  oben  für  die  Function  <i>i 
aufgestellt  haben,  sie  wird  aber  im  allgemeinen  nicht  der  dritten 
Bedingung  (18c)  entsprechen,  dass,  wenn  wir  setzen: 


auch  sei: 


d<i>  _ dW 

dx  dx  ’ 


0>  = W' 


1 C dH*’  CQBkr 
2n  J dx  r 


dh ), 


oder,  da  innerhalb  der  Oeffnung  kr  unendlich  klein  ist,  kann 
man  diese  Bedingung  auch  darauf  reduciren,  dass  sein  müsste: 


</> 


1 r d&  d(o 

27i  J dx  r 


Wäre  diese  letztere  Bedingung  durch  besondere  Annahmen 
über  die  Grösse  der  Coefficienten  erfüllt,  so  würde  die  Gestalt 
der  Röhre  einfach  cylindrisch  sein.  Ich  habe  aber  keine  Me- 
thode finden  können,  um  die  Coefficienten  dieser  Bedingung 
gemäss  zu  bestimmen  und  somit  die  Aufgabe  für  ganz  cylin- 
drische  Röhren  streng  zu  lösen.  Auch  lässt  sich  einsehen,  dass 
die  Convergenz  der  Reihe  für  </>  in  Gleichung  (19)  für  diesen 
Fall  eine  sehr  langsame  sein  würde,  da  die  Geschwindigkeit 
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der  Lufttheilchen  d(l)/dx  am  Rande  der  Oeffnung,  die  durch 
eine  scharfe  rechtwinkelige  Kante  begrenzt  sein  würde,  unend- 
m lieh  gross  wie  (H  — g)~$  werden  müsste,  und  daher  die  Reihe 
für  d<l>/dx  für  den  Werth  g — R und  x = 0 überhaupt  nicht 
convergiren  kann. 

Wir  fugen  deshalb  zu  <i>  noch  eine  andere  Function  hinzu, 
die  in  grösserer  Entfernung  von  der  Oeffnung  verschwindet, 
also  auch  nur  in  der  Nähe  der  Oeffnung  Einfluss  auf  die  Ge- 
stalt der  Röhre  ausübt,  aber  die  Continuität  an  der  Oeffnung 
herstellt. 

Bezeichnen  wir  der  Einfachheit  wegen  die  Potentialfunction 
einer  auf  der  Kreisfläche  der  Oeffnung  mit  der  Dichtigkeit  h 
verbreiteten  Masse  mit  Ph,  also: 

Ph  = Jh^y^-dta,  (20) 

dieses  Integral  über  die  ganze  Fläche  der  Oeffnung  genommen. 
Wenn  die  Distanz  des  Punktes,  für  welchen  wir  Ph  bestimmen, 


von  der  Oeffnung  klein  ist,  so 

ist  cos  kr  = 1 und : 

ii 

< 

J*  li  d(ü 

• 

(20  a) 

Setzen  wir  ferner: 

h = 

i /, 

(21) 

i — 

_ 1 
4ti 

d0 

dx  1 

(21  a) 

und  bestimmen  wir  l so,  dass  in  der  Fläche  der  Oeffnung: 

Pi  = (21b) 


was  sich  immer  ausfuliren  lässt,  weil  die  Vertheilung  einer 
Masse  auf  einer  Kreisscheibe,  die  an  der  Oberfläche  dieser 
Scheibe  eine  Potentialfunction  von  gegebener  Grösse  giebt, 
nach  bekannten  Methoden  gefunden  werden  kann.  Setzen  wir 
ferner  auf  Seite  der  positiven  x,  wie  schon  oben  geschehen: 

V'-  ph  = pi  + pr,  (2ic 

in  der  Röhre  dagegen,  also  für  negative  x : 

%=<1>  + Pi-  Plf  (21  d) 

so  genügen  die  Functionen  lP"  und  Wi  allen  für  sie  gestellten 
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Bedingungen.  Dass  nämlich  *P'  im  freien  Raume  und  Wi  im 
Innern  der  Röhre  der  Bedingung  genügen: 

vi|/  + Ä2^=0,  (18a) 

ist  aus  der  Bildungsweise  dieser  Functionen  klar.  Das  für 
grosse  Werthe  von  — x übergeht  in: 

Wi  = ^ sin  kx  -f-  Beos  hx, 


erhellt  daraus,  dass  Pi  und  Pi  in  einer  gegen  die  Oeffnung  der 
Röhre  grossen  Entfernung  imendlich  klein  werden,  <f>  aber 
wirklich  in  jene  Form  übergeht.  Da  ferner  in  der  Fläche  der 
Oeflhung: 

Pi  = \ «21b) 

wird: 


ws  = pf  + pu 


(21  e) 


Da  ferner  an  der  Fläche  der  Oeffnung: 


dP: 


dn 


- 2ni  = | 


d0 

dx 


und  auf  Seite  der  positiven  x: 

dP  _ dP 
dn  dx  ’ 

auf  Seite  der  negativen  aber: 


so  ist: 


dP  _ _dP 
dn  dx  ’ 


dx  dx 


dP{  dPt 

dn  dn 


— 2 7t  (i  + /). 


(21 1) 


Somit  sind  die  gestellten  Bedingungen  (18a),  (18b)  und  (18c) 
erfüllt. 

Die  Form  der  Röhrenwand  wird  endlich  durch  die  Glei- 
chung gegeben: 

dW. 

Z = 0-  (J8d) 

Da  wir  die  Bedingung  gemacht  haben,  dass,  wenn  r eine  inner- 
halb des  nicht  cylindrischen  Theiles  der  Röhre  liegende  Ent- 
fernung ist,  A2r2  gegen  1 zu  vernachlässigen  sei,  können  ■wir 
entsprechend  der  zur  Gleichung  (7  d)  gemachten  Bemerkung  in 
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dieser  Gleichung  der  Röhrenwand  4 = 0 setzen,  werden  dann 
aber  natürlich  auch  die  Aufgabe  nur  für  solche  W erthe  von  k 
als  gelöst  betrachten  dürfen,  für  welche  diese  Bedingung  er- 
füllt ist.  Dann  ist  also  für  diesen  Zweck  in  der  Nähe  der 
Röhrenmündung  zu  setzen  statt  (19  b): 


(l>  = Ja  + B + 2 \Em e“  Um  ] , (22 : 

Pi  . Pi  = f1-^- . (20a) 


. 1 d 0 ~rf 

!=-i ÜJ7’  11 

Vi  = <D  + Pi  - Pi. 


(21a),  (21b) 
(21  d, 


In  der  That  sind  auch  alle  diese  Functionen  von  einer 
solchen  Form,  dass  sich  ihr  Werth  in  der  Nähe  der  Mündung 
nicht  ändert  dadurch,  dass  man  4 = 0 setzt.  Die  Bedingung 
( 1 8 d)  ergiebt,  dass  die  Rökrenwand  eine  zu  allen  Flächen,  deren 
Gleichung  = Const.  ist,  orthogonale  Rotationsfläche  sein 
muss,  oder  wenn  wir  die  Gleichung  der  Röhrenwand  (und  über- 
haupt der  Strömungscurven)  ausdrücken  durch: 

QX  — Const.. 


so  muss  sein: 


dWi  d(o/)  d Hfi  d{q/) 

■ 1 ■ ii  ™ «Ja  ■ • ■ ■■  i ■' 

dx  dx  dq  dq 


(22  a) 


Zu  bemerken  ist  noch,  dass  man,  um  die  Form  der  Func- 
tion (l>  festzustellen,  die  Grösse  des  Radius  des  cylindrischen 
Theiles  der  Röhre  Rl  bestimmen  muss,  weil  von  dessen  Grösse 
die  in  der  Summe  vorkommenden  Werthe  von  m abhängen. 
Um  Pi  und  Pt  zu  finden,  muss  wiederum  die  Grösse  des  Radius 
der  Oeffnung  R festgestellt  sein,  und  schliesslich,  wenn  man 
die  Röhrenform  aus  der  Gleichung  dU^/dn  = 0 bestimmt,  wird 
die  Stromescurve,  welche  von  dem  Rande  der  Oeffnung  aus- 
geht, nicht  nothwendig  in  einen  Cylinder  vom  Radius  Rx  über- 
gehen. Um  dies  nun  zu  bewirken,  muss  man  eine  der  Con- 
stanten  von  </>  durch  die  oben  gefundene  Gleichung: 


AQ  = - M 


(12b) 
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bestimmen,  worin  in  unserem  Falle  Q der  Querschnitt  der 
Röhre : 

Q = *n*, 


Daraus  folgt: 

AR\  = — 2 f [i  -r  l)  (lio.  (22  b) 

Wenn  R und  Rl  gegeben  sind,  giebt  diese  Gleichung  eine  Be- 
dingung, welche  durch  die  Coefficienten  des  Ausdruckes  fiir  <l> 
in  (22)  erfüllt  werden  muss,  sodass  einer  von  ihnen  durch  die 
anderen  bestimmt  werden  kann. 

§ 9.  Einfachste  Röhrenformen. 


Wir  wollen  endlich  noch  einige  Röhrenformen  berechnen, 
welche  den  einfachsten  Annahmen  über  die  Function  <f>  ent- 
sprechen. Setzen  wir: 


— T kr  + & cos  kr, 

(23) 

so  wird  nach  (21a): 

67 

»'  = - ^ ' fidl“  = - i 

(23  a) 

und  in  der  Ebene  der  Mündung  nach  (21b): 

B, 

woraus  nach  bekannten  Siitzen  über  Elektricitätsvertheilung 
auf  einer  leitenden  Kreisscheibe  folgt,  dass: 

/“"-?•  |23c> 

Somit  folgt  aus  Gleichung  (22  b): 

AK\  = \AR*  - 1BR.  (23  d) 

71 

Den  Unterschied  u der  wahren  und  reducirten  Rölirenlänge 
haben  wir  oben  (12a)  definirt  durch  die  Gleichung: 

— ^ = tangÄtf.  (12  f) 
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Da  kct  eine  sehr  kleine  Grösse  ist,  so  oft  das  Verhältniss 
Ri : R endlich  ist,  können  wir  diesem  Falle  annähernd  setzen : 


u — 


B JT  R 'i  7T 

Ä ~ 2 R ~ 4 li 1 


(23  e) 


wodurch  für  die  hier  in  Betracht  kommenden  Röhrenformen 
der  Unterschied  zwischen  wahrer  und  reducirter  Länge  gegeben 
ist,  wenn  die  Radien  des  Oylind ers  und  seiner  Mündung  be- 
stimmt sind.  Die  reducirte  Länge  der  Pfeife  ist  gleich  der 
wahren,  also  a — B = 0,  wenn  R — Rxy  2. 

Wenn  die  Mündung  ebenso  weit  ist  wie  der  Cylinder, 
also  R = /2lf  wird  a — RnjA  und  R — — RAnjA.  Wenn  R 
sehr  klein  gegen  Rl  ist,  wird  annähernd: 

B _ txB\  _ Q 

A ~ ~2R  ~~  2Ä’ 


wie  es  sehon  oben  für  diesen  Fall  in  (12  i)  gefunden  ist.  Unter 
diesen  Umständen  kann  natürlich  nicht  die  abgekürzte  Form 
(23  e)  für  die  Gleichung  (12  f)  angewendet  werden. 

Die  Bedeutung  der  Function  % der  Gleichung  (22  a),  welche 
zur  Bestimmung  der  Ström ungscurven  dient,  setzen  wir  durch 
folgende  Geichung  fest : 

(24 

o 


58  worin  unter  dem  Integralzeichen  x einen  constanten  Werth 
behält.  Daraus  folgt  zunächst: 


(24a; 


Da  wir  nun  für  unseren  jetzt  vorliegenden  Zweck  uns  erlauben 
durften  in  den  Functionen  <J>,  und  Pl  (s.  (22)  und  (20  a)), 
aus  denen  zusammengesetzt  ist,  k — 0 zu  setzen,  so  reduoirt 
sich  die  Gleichung  (18  e)  in  der  Nähe  der  Mündung  auf: 

rfs y/.  i rfi//. 

dxi  d()~  q dq  ' 
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und  wir  erhalten  also: 


d rf  dV A 

-J  ~dV)dQl 

o 

d dty. 

^(wr)= (24b) 


aus  (24  a)  und  (24  b)  folgt,  dass  die  Function  x der  Bedingung 


genügt : 


d\qx) 

dq  dq 


d(qx)  d xIfi 
dx  dx 


und  dass  in  einer  durch  die  x-Axe  gelegten  Ebene  die  Curven 

QX  — Oonst. 

orthogonal  sind  zu  den  Curven: 

= Const., 

erstere  also  Stromescurven  sind. 

Wenn  wir  in  die  Gleichung  (24)  für  setzen: 

qii=s  &+/>,-  />„  (21  d) 

so  können  wir  auch  x ähnlich  Zerfällen: 

X = Xo  + '/.'-X>»  (25) 


P 


Mo  = 

Cd0  . 

J </,  0 ^ > 

0 

M.  = 

fdp<  1 
J d,  prfp’ 

0 

'© 

N 

II 

rdPl 

J dx 

0 


Da  sich  <J>  hier  reducirt  auf: 

</>  = Ax  -f-  By 

so  ist: 

Xo  = i Aq. 


(25  a) 


69 

(25  b) 


üra  die  Berechnung  von  abzukürzen,  bemerke  ich  Folgen- 
des. Es  sei  W eine  Potentialfunction,  die  auf  Seite  der  nega- 
tiven x der  Differentialgleichung  genügt: 

d*W  d9JF  l dW  n 

dx*  + dq*  + q dq  ~~ 
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und  ferner  sei:  (25  c) 

so  ist: 

Cd'W  Cd  ( dJF)  , dir  /OR 

M * J d*>  9*9  = -- J tq[*  di)  de  = - ? ~dj-  ^25d) 
0 0 

Nun  ist  Pi  die  Potentialfunction  einer  Masse,  die  mit  der  con- 
stanten  Dichtigkeit  — AjAn  auf  einer  Kreisscheibe  vom  Radius 
R ausgehreitet  ist.  Die  Gleichung  (25  c)  erfüllen  wir,  wenn 
wir  W zur  Potentialfunction  eines  soliden  Cylinders  machen, 
dessen  Basis  die  kreisförmige  Röhrenmündung  ist,  und  der  von 
.r  — 0 bis  .e  =4-00  reicht  und  mit  Masse  von  der  constanten 
Dichtigkeit  — A/4n  gefüllt  ist.  Man  braucht  sich  nur  den 
Cylinder  uni  ein  unendlich  kleines  Stück  in  der  Richtung  der 
positiven  x verschoben  zu  denken  und  die  neue  Dichtigkeit  so 
wie  die  neue  Potentialfunction  von  der  früheren  abzuziehcn, 
so  erhält  man  das  angegebene  Resultat  Die  Gleichung  (25  d} 
kann  man  aber  schreiben,  weil  y — o cos  ta : 

1 r 

(25  e) 


d ir  d w 

y.  cos  u>  = — j—  cos  10  = j-  • 

* d()  dy 


Es  ist  aber  — dfVjdy  die  Potentialfimction  der  Oberfläche  des 
Cylinders,  die  mit  Masse  von  der  Dichtigkeit  — 0*1/ 4a)  cos  w 
bedeckt  ist,  wie  sich  wieder  leicht  ergiebt,  wenn  man  den 
Cylinder  in  Richtung  der  negativen  y unendlich  wenig  ver- 
schoben denkt.  Also  lässt  sich  y,  unmittelbar  finden : 

2n  x 

V — ^ C da  f — cos  (:j  do)  ^ 

~ 4^J  r aJ  V (x  - a)a  + (Ö^TäcÖs  «)•  + Ä*~8in^  * ^ 

0 0 

Der  Werth,  mit  Hülfe  elliptischer  Integrale  ausgedrückt,  ist 
folgender: 


AR  i 

v.  — 


X,  cos  fr 


» l x2  V 1 — x2,  sin2  fr 


{K-E) 


(26  a) 


- + & - V - KE. 3 }~c, 

«0  worin  gesetzt  ist: 

x1,  » 1 — x2,  x,sin  — + 


xl  = _*Rs_ 


R-Q 

R + c 


P + {R  + Q )*’ 

K — f da  £=  f V 1 - xa  sin*  u,  dco, 

J V l-x’gin'w  J 
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F*  = 


/da ) 
\T-As\ 


sin2  w 


E’^—  j*  V 1 — x2,  sin2  w dco , 


AR- 

c = — - , 

Ao 

c = > 


wenn  o > /? , 
wenn  7?  > o , 


oder  in  beiden  Fällen: 

AR  1 — x,sin  & 

C ~~  4 ’ 1 + x,  sin  & 

Uebrigens  ist  für  sin  *7-,  für  cos  »7\  wie  für  x,  immer  der  posi- 
tive Werth  zu  nehmen,  der  sich  aus  den  obigen  Formeln 
ergiebt. 

Endlich  ergiebt  sich  y„  leicht  aus  den  bekannten  Sätzen 
über  Potentialfunctionen,  die  durch  elliptische  Coordinaten  aus- 
gedrückt sind.  Setzen  wir: 

x — R fi  s , 

o = n vu-?  yi '+?, 

so  ist  die  Potentialfimction  Pt  einer  Scheibe,  auf  welcher  selbst 
die  Potentialfunction  constant  gleich  \B  ist, 

T>  B . 1 

Pi  — — arc  tang  — • 

TT  S 


Die  Linien  fi  = C sind  confocale  Hyperbeln  und  orthogonal 
gegen  die  Linien  s = C,  welche  confocale  Ellipsen  sind.  Da 
die  letzteren  in  unserem  Falle  Curven  gleichen  Potentials  sind, 
sind  die  Linien  p = C Strömungscurven,  und  wir  brauchen  die 
Grösse  oy„  nur  für  den  Scheitelpunkt  derselben  in  der  Scheibe 
zu  bestimmen,  so  muss  sie  denselben  Werth  in  der  ganzen 
Lange  haben. 

An  der  Scheibe  selbst  wird  5 = 0,  fiir  sehr  kleine  Werthe 
von  s und  — x wird : 


fi  = 


s = 


X 

VW-J* 


7 


B 


n 


arc  tang 


7 


dPt  _ B 1_ 

ix  h » Vä'-j5 

Helm  holt  z,  vriseenscb.  Abhandlungen. 
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f'IPt  , BR..  . ,07i 

=J  rf*f"yP  = ~ ‘ <2‘> 

0 

Um  fi  in  den  bei  den  elliptischen  Integralen  gebrauchten  Hülfs- 
grössen  auszudrücken,  dient,  wenn  »V  für  « > R negativ  ge- 
nommen wird,  die  Gleichung: 

, J 2 x,  (1  + sin  fr) 

^ ” I7  (1  -f-  x,)  (1  -f  x,  sind)  * 

Somit  haben  wir  denn  in  den  Gleichungen  (25b),  (26)  und  (27) 
die  Werthe  von  / 0 , y,  und  y„,  und  die  Gleichung  der  Strö- 
mungscurven  wird: 

P (Xo  + X>  + Xff)  = Const. 

Soll  die  Strömungscurve  der  Röhrenwand  entsprechen,  so  muss 
sie  durch  den  Rand  der  Oeffnung  gehen,  und  die  Constante  ist: 

R 

Const.  = J ' —■  g dg  = {AM }; 
o 

folglich  wird  die  Gleichung  der  Röhrenwand: 

P (Xo  + X<  ~ X")  = 1 A Rv  (2T  b) 

Um  die  Röhrenform  zu  erhalten,  für  welche  die  Differenz 
zwischen  der  wahren  und  reducirten  Länge  verschwindet,  müssen 
wir  B = 0,  R — Rx  V 2 setzen,  dann  verschwindet  auch  ytn  und 
die  Gleichung  der  Röhrenwand  reducirt  sich  auf: 

9Xi  = \A{R\  - r\ 

Es  giebt  dies  eine  Röhre  mit  trompetenlormigem,  schwach  er- 
weitertem Ende.  Die  Krümmung  der  Wand  ist  überall  nach 
innen  convex,  und  ihr  Krümmungshalbmesser,  der  vom  cylin- 
drischen  Theile  an  gegen  die  Mündung  allmählig  abnimmt, 
wird  am  Rande  der  Oeffnung  zuletzt  unendlich  klein. 

Macht  man  den  Radius  der  Oeffnung  gleich  dem  der  Röhre, 
so  nähert  sich  die  Form  der  Röhre  am  meisten  einem  reinen 
Cylinder.  Es  wird  dann  die  Differenz  zwischen  der  reducirten 
und  wahren  Länge  der  Röhre,  wie  schon  oben  bemerkt,  gleich 
J n R.  Da  in  diesem  Falle  die  Grösse: 

* . sin3  & = 
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immer  sehr  klein  bleibt,  und  also  auch  sin  & für  alle  nicht  zu 
kleineu  Werth e von  x,  selir  klein  bleibt,  kann  man  zur  Be- 
rechnung von  x — O bis  x = sin  89 0 die  höheren  Potenzen  als 
die  erste  von  x,  sin  & und  als  die  zweite  von  sin  # vernach- 
lässigen. Die  so  vereinfachte  Gleichung  für  die  Röhrenwand, 
aus  der  man  sin  # für  eine  Reihe  von  Werthen  von  x,  leicht 
mit  Hülfe  der  Tafeln  von  Legend  re  berechnen  kann,  ist:  6- 


O = —t{K—E)~- 1/  2*' 

TXX  v Y 1 + X, 

+ y,  sin  » - E)  + 6 + - \ } 

l**  V 2x,  (1  + x,)l 

— x,snr — ' (A  — h) r — . 

lw*  71  4 ) 2x,  (1  -Hx,)  I 


Aus  den  zusammengehörigen  "Werthen  von  x,  und  & lassen 
sich  endlich  x und  (j  berechnen,  deren  Wertlie  in  diesem 
Falle  sind: 

o — R 2x,  sin  tf 
R 1 + x,  sin  tf  ’ 

.T  _ 2x,  cos  tf 

R x (1  — x,  sin  tf) 


In  der  folgenden  Tabelle  bedeutet  demnach  (o  — R)j  R den  Ab- 
stand zwischen  der  Wand  unserer  Pfeifenform  und  der  des 
(Minders,  ausgedrückt  in  Theilcn  des  Radius,  und  ebenso  xj  R 
den  Abstand  der  betreffenden  Stelle  von  der  Oeffnung,  aus- 
pedrückt  in  Theilen  des  Radius. 


ang.  sin  x, 

tf 

q-R 
' R 

X 

R 

0° 

90° 

0 

0 

1° 

26°  2 

0,0153 

0,03161 

2° 

15°  42' 

0,0187 

0,06787 

3° 

10°  59' 

0,0197 

0,10392 

4° 

8°  14' 

0,0198 

0,13979 

5° 

6°  26' 

0,0193 

0,17556 

6° 

5°  9' 

0,0186 

0,21132 

7° 

4°  13' 

0,0177 

0,24708 

8° 

3°  30' 

0,0168 

0,23291 

9° 

2°  56’ 

0,0159 

0,31888 

10» 

2°  29' 

0.0149 

0,35496 

15° 

1°  11'  40'' 

0,0107 

0,53867 

20° 

0°  37'  50" 

0,0075 

0,73058 

25° 

0°  21'  0" 

0,0051 

0,93502 

30° 

0°  12’  0" 

0,0035 

1,15668 

24* 
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In  grösserer  Entfernung  von  der  Scheibe  findet  man: 

q — R __  . (2 R — r\ 2 
~~R~  ~~  ™ * 


63  Am  schnellsten  ändert  die  Curve  ihre  Natur  dicht  an  der 
Oeffnung.  Zwischen  x,  — 0 und  x,  = sin  1°  kann  man  folgende 
annähernd  richtige  Gleichung  brauchen: 


— 1 -j-  (jj  Tr  -j-  • tang  & — 


71 

4]/x,  sin  i 1 7i  ■}*  ^ &) 


Wenn  x,  sehr  klein  wird,  verschwindet  logx,  gegen  1 / \x,  und 
tang#  muss  sehr  gross,  & nahe  gleich  \n  werden,  dann  ist: 


oder: 


0 = tang# 


= j 


8V*, 


Q — R 


V2R 


x 


8V(9  - R)‘  + x‘ 


1 


oder,  da  x auch  sehr  klein  gegen  q — R werden  muss: 

(Q  ~ Ä)3  = faRx\ 


Aus  dieser  letzten  Gleichung  folgt,  dass  die  Wandfläche  die 
verlängert«  Ebene  der  Oeffnung  an  deren  Rande  tangirt  und 
liier  einen  unendlich  kleinen  Krümmungshalbmesser  hat 


§ 10.  Tonhöhe  von  Resonatoren. 


Das  verallgemeinerte  Theorem  von  Green  liefert  uns 
auch  einige  allgemeine  Gesetze  der  Schallbewegung  für  solche 
Hohlkörper,  deren  sämmtliche  Dimensionen  verschwindend 
klein  gegen  die  Wellenlänge  sind,  und  die  mit  einer  oder 
mehreren  Oeffnungen  versehen  sind,  deren  Flächeninhalt  sehr 
klein  gegen  die  ganze  Oberfläche  des  Hohlraumes  ist.  Da 
solche  Hohlkörper  mit  kleinen  Oeffnungen  beim  Anblasen  oder 
durch  Resonanz  sehr  tiefe  Töne  geben,  so  ist  die  erstere  Be- 
dingung für  diese  ihre  tiefsten  Töne  immer  erfüllt. 

Wenn  W das  Geschwindigkeitspotential  im  Innern  des 
überall  begrenzten  Raumes  S darstellt,  der  keine  tönenden 
Punkte  enthalten  soll,  und  der  Punkt  a , ß,  y,  von  welchem  ab 
die  Entfernung  r gerechnet  wird,  innerhalb  der  Raumes  S liegt, 
so  ist  nach  (7  b): 


sin  kr  d W 
r dn 
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Wenn  nun  alle  Dimensionen  des  Raumes  S gegen  die  Wellen- 
länge verschwindend  klein  sind,  so  können  wir  kr  gegen  1 ver- 
nachlässigen, so  oft  r,  wie  hier  der  Fall  ist,  die  Entfernung 
zweier  Punkte,  die  innerhalb  S gelegen  sind,  bezeichnet.  Wir 
setzen  also: 

sin&r  , k*r3 

r 2.3 


Dies  in  die  obige  Gleichung  eingeführt  giebt: 


CdW 

2 . 3 J dn 


r 2 da) 


Nehmen  wir  jetzt  an  der  Raum  S sei  von  einer  festen  Wand 
umgeben,  in  der  nur  eine  oder  einige  Oeffnungen  seien,  an  der 
festen  Begrenzung  sei  überall  dW/dn  — 0,  in  den  sämmtlichen 
Oeffnungen  aber  habe  dtyjdn  endliche  positive  Werthe.  Das 
Verhältniss  der  Fläche  sämmtlicher  Oeffnungen  zur  ganzen 
Oberfläche  des  Raumes  S sei  ?,s:l,  und  rt  eine  verschwindend 
kleine  Grösse,  so  ist  das  Integral  f{dllsj dn)  da)  von  derselben 
Ordnung  kleiner  Grössen  wie  ?/2,  das  erste  Integral  rechts 

(1*2.3)  f (d*P / dn)  r*  den  aber  von  der  Ordnung  k2r2?/2,  also  zu 
vernachlässigen.  Lassen  wir  nun  lt  immer  mehr  sich  der  Null 
nähern,  so  muss  dabei  offenbar  das  Integral  f llsr  (drjdn)  dco 
und  also  auch  die  Function  4*  selbst  immer  grösser  und  grösser 
werden.  Bezeichnen  wir  k 2 W mit  /,  so  würde  / eine  Function 
sein,  die  bei  abnehmendem  k von  constanter  Grössenordnung 
bleibt,  und  in  eine  Function  übergeht,  welche  der  Differential- 
gleichung V*  = 0 in  ganzer  Ausdehnung  des  Raumes  S ge- 
nügt, und  für  welche  an  der  ganzen  Oberfläche  des  Raumes 
S dxjdn  = 0.  Daraus  folgt  nach  den  bekannten  Sätzen  über 
elektrische  Potentialfunctionen,  dass  % im  ganzen  Raume  S 
constant  sein  müsse. 

Dem  entsprechend  wollen  wir  nun  zeigen,  dass,  wenn  die 
Dimensionen  des  Raumes  S überall  endlich  sind,  d.  li.  wenn 
man  den  Raum  S nicht  durch  eine  unendlich  kleine  Schnitt- 
fläche in  zwei  Theile  von  endlicher  Grösse  zerlegen  kann,  dass 
dann  höchstens  in  unendlich  kleinen  Theilen  des  Raumes  S 
von  der  Ordnung  r/2  sich  um  endliche  Theile  seiner  Grösse 
von  einer  Constanten  C unterscheiden  könne.  Wenn  4*  und 
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seine  ersten  Differentialquotienten  nämlich,  wie  es  hier  sein 
soll,  innerhalb  S überall  continuirlich  und  eindeutig  sind,  so  ist, 
wie  bekannt: 


dx  dy  dz 


JJf  [(£)'+ 1 


dw' 
dy  / 


wo  die  dreifachen  Integrale  über  den  ganzen  Raum  N auszu- 
dehnen sind.  Berücksichtigt  man,  dass  k2  W -f  V 4*  — 0,  und 
denkt  man  sich  weiter  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  einer 
constanten  Grösse  s2  multiplicirt,  die  so  gewählt  sein  soll,  dass 
ß5  s2  lls  eine  endliche  Grösse  ist,  wozu  nach  Gleichung  iv28)  e 2 von 
gleicher  Ordnung  mit  A2r/r/2  sein  muss,  so  erhält  man: 


■///[( 


d V 
dx  j 


+ 


d vn 

v dy ) 


+ 


dx  dy  dz 


(28  a) 


= - j3  f W-da  + AV  jff>P3du-dydz. 


Da  nun  die  Integrale  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
verschwindend  klein  von  der  Ordnung  r/2  sind,  so  ist  es  auch 
das  dreifache  Integral  links.  Da  hier  unter  dem  Integral- 
zeichen eine  überall  positive  Grösse  steht,  so  können  die 
Wertlie  von  edWjdx , edWjdy  und  edty/dz  im  allgemeinen 
selbst  mir  von  derselben  Ordnung  kleiner  Grössen  wie  r,  sein, 
oder  wenigstens  nur  in  Theilen  des  Raumes  S,  welche  selbst 
von  der  Ordnung  ),2  sind,  endlich  werden. 

Nun  denke  man  die  Flächen  construirt,  welche  der 
Gleichung : 

*Jf  = Const. 


entsprechen,  und  für  den  Theil  des  Raumes  S,  welcher  zwi- 
schen zwei  beliebigen  solchen  Flächen  liegt,  bilde  man  das 
Integral: 


Nach  dem  Vorausgesagten  kann  dies  Integral  nur  von  der- 
selben Ordnung  kleiner  Grössen  wie  ) ; sein.  Man  kann  nun 
die  Integration  so  ausführen,  dass  man  zuerst  diejenigen  Theile 
des  Integrals  zusammennimmt,  welche  zwischen  zwei  unendlich 


Digitized  by  Google 


Schwingungen  offener  Köhren. 


375 


nahen  Potentialflächen  liegen.  Es  sei  (Im  ein  Flächenelement 
einer  solchen  Fläche,  in  der  das  Potential  den  Werth  hat, 
dn  die  Entfernung  zwischen  da>  und  der  nächsten  Fläche,  an 
der  der  Werth  des  Potentials  W -f-  dty  ist,  dann  ist  dro  dn 
ein  Element  des  Volumens  und: 


wenn  und  die  Werthe  von  an  den  äussersten  Po- 
tentialflächen  sind,  zwischen  denen  man  integrirt.  Für  jeden 
Werth  von  W ist  nun  f di»  gleich  dem  Flächeninhalt  Q des-  m 
jenigen  Theiles  der  betreffenden  Potentialfläche,  der  innerhalb 
des  Raumes  S liegt.  Also  wird : 


worin  Q als  Function  des  Werthes  von  W anzusehen  ist.  Wenn 
nun  Q überall  endlich  ist,  darf  die  Differenz  e *F0  — e *1*  , inner- 
halb deren  die  Variable  sich  ändert,  nur  von  der  Ordnung  r, 
sein,  da  der  Werth  von  E von  der  Ordnung  fj  ist.  Oder  es 
muss,  wenn  — endlich  ist,  innerhalb  dieses  Intervalles 
Q von  der  Ordnung  ?/  sein.  Da  nun  nach  unserer  Voraus- 
setzung der  Raum  S nicht  eine  solche  Gestalt  haben  darf, 
iass  man  ihn  durch  eine  unendlich  kleine  Schnittfläche  in  zwei 
Theile  von  endlichem  Volumen  theilen  kann,  wie  das  z.  B.  der 
Fall  sein  würde,  wTenn  er  aus  zwei  durch  ein  röhrenförmiges 
Stück  verbundenen  Hohlräumen  bestände,  so  folgt  aus  dem 
•jesagten,  dass  nur  in  unendlich  kleinen  Theilen  desselben,  und 
namentlich  auch  nur  in  unendlich  kleinen  Theilen  seiner  Ober- 
Hache,  der  Werth  von  sW  um  eine  endliche  Grösse  von  einem 
constanten  Werthe  C abweichen  könne. 

Nach  diesen  Bemerkungen  reducirt  sich  die  Gleichung 


2 


do)  dn  = d d(o 


also: 


(28  c) 
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Wenn  wir  nämlich  die  vom  Punkto  a,  ß,  y auf  die  Tangen- 
tialebene von  dco  gefällte  Normale  n nennen,  ist  drjdn 
= — n/r,  und  — J r (dr / d?i)  dro  = ndoj  j 3 gleich  dem  Volumen 
eines  Kegels,  dessen  Grundfläche  dco  und  dessen  Spitze  u , ß, 
y ist.  Desshalb  ist: 

-ä/rSrf"  = Ä 

Setzen  wir  jetzt  voraus,  der  Raum  S habe  eine  Oeffnung, 
die  in  einem  naheliin  ebenen  Theile  der  Wand  gelegen  sei, 
dessen  Ebene  wir  äusserlich  unendlich  verlängert  und  den 
freien  Raum  nach  einer  Seite  begrenzend  voraussetzen,  wählen 
wir  wie  früher  diese  Ebene  als  Ebene  der  yz  und  verlegen 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  die  Oeffnung  selbst. 
Nehmen  wir  ferner  an,  dass  die  Vibrationen  des  Hohlraumes 
erregt  werden  durch  einen  Schallwellenzug,  der  gegen  die  Oeff- 
nung schlägt.  Wir  müssen  nun  an  der  Oeffnung  den  Werth 
von  liJ  so  bestimmen,  dass  er  aussen  und  innen  continuirlich 
«7  wird  und  im  Innern  in  einer  gegen  die  Dimensionen  der  Oeff- 
nung grossen  Entfernung  in  den  constanten  Werth  Ccos  (2 nnt) 
übergeht. 

Es  sei  h eine  Grösse,  welche  in  verschiedenen  Punkten  der 
Oeffnung  des  Hohlraums  verschiedene  Werthe  hat.  Wir  setzen, 
indem  wir  die  Integration  über  die  Fläche  der  Oeffnung  aus- 
dehnen, für  den  freien  Raum: 

Ifi-  = f h cos du)  + //cos  kv  cos  (2*  nt,  (29) 
-f  J cos  kr  sin  (2si  nt). 

Dieses  Geschwindigkeitspotential  stellt  einen  Zug  ebener  Wel- 
len dar,  die  an  der  yz  - Ebene  reflectirt  sich  in  stehende  ver- 
wandeln, und  ein  System  fortschreitender  Wellen,  welche  von 
der  Oeffnung  ausgehen.  Statt  der  unendlich  ausgedehnten 
ebenen  Wellen  lässt  sich  übrigens  ebenso  gut  die  etwas  allge- 
meinere Voraussetzung  der  Gleichung  (16)  hier  anwenden,  dass 
nämlich  die  Weilen  von  einem  weit  von  der  Oeffnung  entfernten 
tönenden  Punkte  ausgehen,  dann  bekommen  sie,  wie  dort  ge- 
zeigt, dicht  vor  der  Oeffnung  die  in  (29  t angenommene  Form. 
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An  der  yz-  Ebene  ist  ausserhalb  der  Oeffnung  dW/dr  = 0, 
in  der  Oeffnung: 

= — 2 nh  cos  (2 n nt)  (29  a) 

und  annähernd: 

V=\j\du  + H 


Innerhalb  des  Raumes  setzen  wir  dagegen: 


r,  Ch  cos  kr  y 

C — J — - — d (o  cos  (2 tt  nt). 

(29  c) 

Dann  ist  in  der  Oeffnung: 

d ¥>• 
dx 

— 2nh  cos  (2,t  nt) , 

(29  d) 

Q7  = 

C — cos  (2 n nt). 

(29  e) 

Die  Wertlie  von  dtyjdx  aus  (29  a)  und  (29  d)  sind  identisch. 
Damit  auch  die  von  aus  (29  b)  und  (29  e)  identisch  seien, 

muss  sein : 

J -f-  ä r h du)  — 0,  (29  f) 

t/ 

C-  (29g) 


cos  (2 n nt)  + ! /ij' h <h>  + J sin(2jiwi).  (29  b) 


Es  muss  also  die  Grösse  h für  die  einzelnen  Punkte  der  Oeff- 
nung so  bestimmt  werden,  dass  ihre  Potentialfunction  innerhalb 
der  Oeffnung  constant  wird.  Die  Bedingung  endlich,  dass 
dH*  du  = 0 ist  längs  der  Oberfläche  von  S mit  Ausnahme  der 
Mündung,  wird  durch  die  Gleichung  (29  c)  erfüllt,  wenn  die 
Wand,  in  der  die  Oeffnung  sich  befindet,  so  weit  merklich  eben 
ist,  als  das  Potential  von  h nicht  gegen  C verschwindet. 

Endlich  wird  für  diesen  Fall  die  Gleichung  (28  c): 

2t f h da  = k-  CS.  (29  h) 


Aus  (29 f)  und  (29h)  folgt: 

J = 


k3  CS 

*•71 


kennen  wir  nun  Al  die  Masse,  welche  nöthig  ist,  um,  auf  der 
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Fläche  der  Oeffnung  passend  vertheilt,  in  dieser  die  Potential- 
function  constant  gleich  1 zu  machen,  so  ist: 

fkdoj  = j (C-  fl)  M,  (29k) 


da  die  Dichtigkeit  h nach  (29g)  den  Potentialwerth  J(C—  //) 
hervorbringt.  Wir  haben  also  nach  (29  f): 

J + {k(C-  //)  M — 0.  (291) 

Das  Maximum  des  Potentials  der  stehenden  Wellen  im  freien 
Raume  ist  V II2  -f-  J2,  das  Maximum  in  dem  Hohlkörper  S 
ist  C.  Aus  (29 i)  und  (291)  folgt: 

IP  + J-  (.  PSV  . [jk*S\* 

_f_  = • 


Dieses  Verhältniss  erreicht  seinen  Minimalwerth,  die  Resonanz 
wird  also  am  stärksten,  wenn  das  erste  der  beiden  Quadrate, 
gegen  welches  im  allgemeinen  das  zweite  verschwindend  klein 
ist,  gleich  Null  wird.  Die  Bedingung  für  das  Maximum  der 
Resonanz  ist  also: 

7i M = Ir  S , (30) 


oder  wenn  wir  statt  k seinen  Werth  setzen  durch  die  Schwin- 
gungszahl n und  die  Schallgeschwindigkeit  a ausgedrückt: 


e»  so  ist: 


. 2 7i  n 

k 

a 


ir 


a*M 
4n  S 


(3  a) 

(30  a) 


Ist  die  Oeffnung  kreisförmig,  so  ist  (s.  (23  b)  und  (23  c)): 


n 


oder,  wenn  wir  die  Fläche  der  Oeffnung  mit  s bezeichnen: 


s 


n — 


4 _ 

a 1 's 


V2  w ys 
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Wenn  wir  für  die  Schallgeschwindigkeit  den  Werth  332  290  mm 
(entsprechend  0°  und  trockner  Luft)  nehmen,  so  wird: 


n - 56174 

VS 


Mm. 

Secd. 


während  Solid  hau  ss  aus  seinen  Versuchen  für  n die  empi- 
rische Formel  für  kreisförmige  und  quadratische  Oeffnungen 
herleitet: 


n = 52400  , 

VS 


Mm. 

Secd. 


worin  nur  der  von  Sondhauss  gegebene  Zahlencoefficient 
halbirt  ist,  weil  Sondhauss  nach  der  Art  der  französischen 
Physiker  die  Schwingungszahlen  der  Töne  doppelt  so  hoch 
nimmt,  als  es  nach  unserer  Bezeichnungswreise  geschieht. 

Noch  besser  stimmt  die  Berechnung  für  einige  Versuche 
von  Wertheim,  bei  denen  das  Verhältniss  der  Oeffnung  zum 
Volumen  des  Hohlkörpers  noch  kleiner  ist,  als  bei  den  Ver- 
suchen von  Sondhauss.  Ich  habe  aus  den  Versuchen,  welche 
er  mit  drei  verschiedenen  Glaskugeln  angestellt  hat1),  deren 
Volumen  durch  Eingiessen  von  Wasser  verkleinert  wurde,  die- 
jenigen nach  der  theoretischen  Formel  berechnet,  bei  welchen 
der  Durchmesser  der  Oefl'nung  weniger  als  ^ des  Durchmessers 
einer  Kugel  war,  deren  Volumen  dem  des  Hohlraumes  gleich 
ist,  imd  setze  die  Zahlen  hierher,  um  zu  zeigen,  wde  gut  die 
theoretische  Formel  mit  den  Versuchen  übereinstimmt.  (Siehe 
umstehende  Tabelle.) 

Zur  Erleichterung  der  Vergleichung  sind  in  der  letzten 
Rubrik  unter  A die  Logarithmen  des  berechneten  n dividirt 
durch  das  beobachtete  n hinzugefügt.  Der  Logarithmus  des 
halben  Tones  j§  beträgt  0,028.  Die  Werthe  von  A zeigen, 
dass  nur  bei  den  verhältnissmässig  zur  Oeffnung  kleineren 
Werthen  des  Volumens  die  Differenz  zwischen  Rechnung  und 
Beobachtung  sich  einem  halben  Tone  nähert. 


1)  Annales  de  Cbiinie  et  de  Physique  Ser.  3,  Tome  XXXI,  p.  428. 
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Durchmesser 

der 

Oeffnung. 

Volumen 
des  Hohl- 
raumes  in 
Ccm. 

2 

beobachtet 

n 

berechnet 

.4' 

%• 

A 

Erste  Kugel. 

20  mm 

6528 

184,2 

193,1 

0,020 

Volumen  6528  cc.  J 

5712 

206,4 

206,4 

0,000 

Temperatur  24°. 

4896 

218,8 

222.9 

o.oos 

a ss  3 46  550mm. 

4080 

232,9 

244,2 

0,021 

10  mm 

2030 

234,9 

242,3 

0,013 

1827 

262,6 

255,5 

- 0,012 

1624 

285,1 

270,9 

| - 0,022 

Zweite  Kugel. 

1421 

300,5 

290,3 

— 0,015 

Volumen  2030  cc. 

1218 

320,0 

312,9 

- 0,010 

Temperatur  18°. 

1015 

345,0 

342,7 

- 0,003 

a = 3 43  030mm. 

812 

372,6 

383,2 

4-  0,008 

609 

416,3 

442,5 

0,026 

15  mm 

2030 

286,0 

296,8 

0,016 

1827 

298,7 

322,8 

0,020 

6 mm 

715 

328,2 

317,4 

- 0,015 

615 

340,4 

342,2 

+ 0,002 

515 

373,7 

374,0 

0.000 

Dritte  Kugel. 

415 

416,3 

416,6 

0,000 

Volumen  715  cc. 

315 

481,2 

478,2 

- 0,003 

Temperatur  20°. 

215 

581.8 

578,8 

- 0.002 

a — 3 44  210  mm. 

115 

766,5 

791,4 

-{-  0,014 

10  mm 

715 

384,4 

409,7 

0,028 

615 

411,6 

441,8 

0,031 

Für  Ellipsen  von  der  Excentricität  e und  der  grossen 
Axe  R ist  die  Masse  Al,  welche,  auf  der  Fläche  passend  ver- 
tlieilt,  in  dieser  das  constante  Potential  1 giebt1), 

R, 


AI  = 


K. 


worin  K,  das  ganze  elliptische  Integral  erster  Gattung  für  den 
Modul  c bezeichnet.  Es  wird  also  nach  (30  a.)  für  Hohlräume 
mit  einer  elliptischen  Oeffnung: 


, a1  R 
~ 4n KS  ’ 


1)  S.  Clausius  in  Poggemlorffs  Annalen  LXXXVI  S.  1(51. 
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oder  wenn  man  den  Flächeninhalt  s der  elliptischen  Oeffnung 
einführt  und  setzt: 

«j  = yi-?, 
s — n R-  «j » 

so  wird: 

« = 

2Ar,eI  Vn1  V2S 

Der  Werth  von  «2  ist  also  von  dem  für  eine  kreisförmige 
Oeffnung  gültigen  durch  den  Factor  w/2äV«^  verschieden,  und 
da  dieser  Factor  grösser  ist  als  1,  so  wird  der  Ton  einer 
elliptischen  Oeffnung  von  gleicher  Fläche  etwas  höher  als  der 
einer  kreisförmigen. 


Hat  der  Hohlraum  noch  eine  zweite  Oeffnung,  die  eben- 
falls in  einem  nahin  ebenen  Theile  der  Wand  liegt,  so  setze 
man  für  den  äusseren  vor  ihr  liegenden  Kaum: 

...  f,  C03  {kr-Znnt+T) 

* — I Aj  ^ du)) 

in  dem  ihr  benachbarten  Theile  des  innerren  Raumes: 

Cj  — da)  cos  (2nnt—  t)  + k^l^daa,  sin (2jint— t). 

Es  sind  wie  vorher  an  der  Oeffnung  die  Werthe  von  dW  j dn 
übereinstimmend,  die  Werthe  von  W werden: 

qs  — . cos  fön  nt-r)  + kf  hl  dco  sin  (2  n nt  — r), 

w = r<7j 

Es  muss  also  sein: 


cos  (2ti  nt  — t)  + \ dco  sin  (2 n nt  — r). 


C,  = 2/ 


// 1 doj 
dr 


und  setzen  wir  wie  bei  der  ersten  Oeffnung  in  (29  k): 

J*  \ dco  — J C\  Mv 


so  wird  in  den  von  der  Oeffnung  entfernteren  Stellen  des 
inneren  Raumes: 

ip  = Cj  cos  (2 n ?it  — t)  -j-  J kCx  Ml  sin  (2 n nt  — r). 
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Dies  muss  aber  gleich  werden  dem  früher  festgesetzten  Wertlie 
von  liJ*  im  Innern  der  Kugel: 

W = Ccos  (2  n nt). 

Daraus  folgt,  dass: 

Cx  [cos  r — {k  Ml  sin  r]  = C. 
sin  r + \kMx  cos  r = 0. 

Aus  der  zweiten  Gleichung  folgt,  dass  r sein-  klein  ist,  und 
demgemäss  aus  der  ersten,  dass  mit  Vernachlässigung  kleiner 
Grössen: 

(7  = Cr 

Nun  wird  aus  Gleichung  (28c): 

f du  = 2,7  f h (iio  + 2,7  f Ä,  di,j  = /C  CS 

oder: 

;rd/(<7  - II)  + nMl C = ä2  CN,  (31 

dazu: 

j X-3  CS 

— » 

<-7T 

in  -f  J2  [n  ( .V  + M)  - *■  S]2  X-3  8 (31  a) 

C2  “ TT2  A/2  ^ 2.7 

Damit  (//  • -f  J2)/C 2 ein  Minimum  werde,  und  die  stärkste 
Resonanz  eintrete,  setzen  wir: 

rc(M+ */,)  = **$  (31b) 

durch  welche  Gleichung  die  Tonhöhe  der  stärksten  Resonanz 
bestimmt  ist,  wie  es  in  (30)  für  eine  Oeffnung  geschehen  war. 
Diese  Gleichung  stimmt,  wenn  die  Oeffnungen  geometrisch 
ähnlich  sind,  mit  dem  von  Sondhauss  aus  den  Versuchen  ab- 
geleiteten Gesetze.  Sind  beide  Oeffnungen  congruent,  so  ver- 
hält sich  die  Schwingungszahl  des  Körpers  zu  der  desselben 
Körpers  mit  einer  Oeffnung,  wie  12:1.  Der  Ton  ist  also  im 
ersten  Falle  um  eine  verminderte  Quinte  höher  als  im  zweiten 
Falle,  was  genau  mit  einigen  Versuchen  von  Sondhauss1) 
übereinstimmt. 

Heidelberg,  im  März  1859. 

0 Poggendor ffs  Annalen  LXXXI  S.  360. 
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lieber  den  Einfluss  der  Reibung  in  der  Luft  auf  die 

Scliallbewegung. 

Verhandlungen  des  naturhistorisch-inedicinischen  Vereins  zu  Heidelberg. 
Bd.  III.  S.  16 — 20.  Sitzung  vom  27.  Februar  1863.  — Heidelberger 
Jahrbücher  der  Litteratur.  1863.  Nr.  17. 


Der  Vortragende  hat  in  einer  früheren  Arbeit  die  mathe- 
matische  Theorie  der  Schallschwingungen  in  cylindrischen 
Röhren  gegeben.  Er  hat  damals  gezeigt,  warum  ein  Unter- 
schied zwischen  der  wirklichen  Länge  der  Orgelpfeifen  und 
ihrer  nach  der  älteren  Theorie  berechneten  Länge  existiren 
muss.  Der  Grund  war  darin  zu  suchen,  dass  an  einem  offenen 
Ende  einer  solchen  Röhre  die  ebenen  Schallwellen  des  Innern 
nicht  plötzlich  in  die  kugeligen  Wellen  des  freien  Raumes 
übergehen  können,  und  sich  daher  noch  etwas  über  die  Mün- 
dung der  Röhre  hinaus  ausbreiten.  Die  Theorie  erlaubte  für 
einzelne  Gestalten  der  Röhrenmündungen  diesen  Unterschied 
der  wraliren  und  reducirten  Länge  zu  berechnen.  Bei  cylin- 
drischen Röhren  vom  Radius  /?,  deren  kreisförmige  Oeffnung 
in  einer  weit  ausgedehnten  ebenen  Platte  liegt,  fand  er  sich 
gleich  TiRjA. 

Es  wurden  durch  diese  Untersuchung  die  auffallendsten 
Unterschiede  zwischen  der  Theorie  und  der  Erfahrung  zwar 
beseitigt,  indessen  konnte  man  nicht  sagen,  dass  die  Ueber- 
einstiinniung  dadurch  eine  vollständig  genaue  geworden  wäre. 
Namentlich  zeigten  die  Versuche  von  Zamminer,  dass  der 
Unterschied  zwischen  der  wahren  und  reducirten  Länge  bei 
engen  Röhren  merklich  grösser  war,  als  die  Theorie  eiwarten 
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liess,  und  gerade  bei  solchen  hätte  man  die  beste  Ueberein- 
stimmung  erwarten  dürfen. 

Der  Vortragende  hat  nun  gefunden,  dass  die  Ueberein- 
stimmung  viel  vollständiger  wird,  wenn  man  die  Reibung  in 
der  Luft  mit  in  Rechnung  zieht,  sich  dabei  stützend  auf  die 
theoretischen  Untersuchungen  und  die  Bestimmung  der  Rei- 
bungsconstante  von  Stokes. 

Der  erste  Theil  der  Untersuchung  bezog  sich  auf  die 
Fortpflanzung  kugeliger  oder  ebener  Wellen  in  imendlich  aus- 
gedehnten, mit  Luft  gefüllten  Räumen.  Es  zeigt  sich,  dass 
238  die  Reibung  dabei  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalls 
der  Theorie  nach  zwar  etwas  vermindern  müsse,  aber  in  einer 
praktisch  ganz  imerheblichen  Weise.  Ausserdem  hat  die  Rei- 
bung zur  Folge,  dass  die  Schallwellen,  indem  sie  fortlaufen, 
etwas  an  Intensität  abnehmen.  Der  Ausdruck  für  ihre  Inten- 
sität findet  sich  nämlich  nähenmgsweise  mit  dem  Factor: 

4 h3  n3  l:3  2 
^ a.a.a 

multiplicirt,  worin  n die  Schwingungszahl,  a die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit, z die  Länge  des  Weges  und  k die  Reibungs- 
constante  bezeichnet,  welche  nach  Stokes  gleich  2,946  nun 
ist,  wenn  man  die  Secunde  als  Zeiteinheit  benutzt.1) 

Jener  Ausdruck  lässt  erkennen,  dass  die  Abnahme  desto 
bedeutender  ist,  je  grösser  w,  also  je  höher  der  Ton  ist.  Bei 
den  Tönen  der  gewöhnlichen  musikalischen  Scala  ist  jene  Ab- 
nahme äusserst  unbedeutend,  bei  sehr  hohen  Tönen  kann  sie 
aber  sehr  merklich  werden.  Wenn  man  berechnet,  wie  weit 
sich  ein  Zug  ebener  Schallwellen  fortpflanzen  muss,  ehe  seine 
Intensität  durch  Reibung  auf  die  Hälfte  vermindert  wird,  so 
findet  man: 


Tou 

| Schwinffungszahl 

We^l&nge 
in  Metern 

440 

383545 

«5 

7040 

1498 

ds 

38016 

52,7 

a n 

450560 

0,365 

1)  (1881)  Es  ist  die  auf  S.  196  und  225  dieser  Sammlung  gebrauchte 
Bezeichnungsweise  hier  benutzt,  und  keine  Reibung  bei  Condensation  oder 
Dilatation  des  Volumens  angenommen.  Kommt  letztere  hinzu,  wie  in  den 
auf  S.  159  gebrauchten  Gleichungen,  so  ist  k%  noch  mit  4,3  zu  multipliciren. 
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Darin  ist  ax  das  gewöhnlich  bei  der  Stimmung  der  In- 
strumente gebrauchte  eingestrichene  a,  a5  der  höchste  Ton  der 
Pianofortes,  ds  der  höchste  Ton,  der  bisher  erreicht  worden 
ist  bei  De  spretz’s  Versuchen  mit  kleinen  Stimmgabeln.  Man 
sieht,  dass  eine  merkliche  Abnahme  des  letzteren  schon  ein- 
treten  könnte  bei  einer  nicht  übermässig  grossen  Weglänge. 
Dagegen  würden  noch  höhere  Töne,  wenn  sie  sich  auch  her- 
vorbringen liessen,  unfähig  sein  sich  durch  längere  Luftstrecken 
fortzupflanzen.  Das  an  der  Tabelle  würde  nach  einem  Wege 
von  1 Fuss  schon  fast  auch  die  Hälfte  reducirt  sein. 

Es  ist  dieser  Umstand  wichtig,  weil  er  eine  obere 
Grenze  für  die  Höhe  physikalisch  möglicher  Töne  anzeigt. 

Der  zweite  Theil  meiner  Untersuchung  betrifft  die  Fort- 
pflanzung ebener  Wellen  in  cylindrischen  Röhren.  Hierbei 
zeigt  sich,  dass  sowohl  die  Abnahme  der  Intensität  als  auch 
namentlich  die  Verzögerung  der  Fortpflanzung  in  solchen 
Röhren  wegen  der  Reibung  an  den  Wänden  viel  bedeutender 
werden,  als  bei  der  Fortpflanzung  im  freien  Raume.  Die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit in  einer  cylindrischen  Röhre  vom  2.-,9 
Radius  R ist  mit  Beibehaltung  der  oben  gebrauchten  Be- 
zeichnungen : 

Ti  * 1 

a 1 - . 

2 H \n  n _ 

Der  Coefficient,  welcher  die  Abnahme  der  Intensität  an- 
zeigt, ist: 

2k  z y n n 

€ ~~aR  * 

Wegen  der  verminderten  Fortpflanzunggeschwindigkeit 
müssen  Orgelpfeifen  ebenfalls  kürzer  gemacht  werden,  als  die 
ältere  Theorie  verlangt,  und  zwar  ist  der  Unterschied  bei 
engeren  Röhren  gar  nicht  unbedeutend.  Die  Rechnung  ergab 
für  einige  der  von  Zamminer  gebrauchten  Röhren  folgende 
Correctionen;  wobei  die  Längen  in  Millimetern  gegeben  sind: 


Röhren- 


Verkürzung  wegen 
Reibung,  wenn 

offen  I gedeckt 


522 

25 

4 

5,4 

207,6 

10 

2,4 

8,4 

229 

59 

0,5 

Helm  hol  tz,  wissende!).  Abhandlungen. 
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Man  sieht,  dass  bei  den  engeren  Röhren  die  Verkürzung 
zum  Theil  über  ein  Procent  der  ganzen  Länge  beträgt,  wäh- 
rend sie  bei  den  weiteren  Röhren  fast  unmerklich  ist. 

Was  die  Stärke  der  Resonanz  in  solchen  Röliren  betrifft, 
wenn  ein  schwingender  fester  Körper  ihrer  Mündung  genähert 
wird,  so  habe  ich  in  meiner  früheren  Untersuchung  bei  Ver- 
nachlässigung der  Reibung  mit  der  Erfahrung  übereinstimmend 
gefunden,  dass  die  Resonanz  einer  an  beiden  Seiten  offenen 
Röhre  am  stärksten  ist,  wenn  ihre  reducirte  Länge  einer 
geraden  Anzahl  von  Viertelwellenlängen  gleich  ist.  Aber  in 
Bezug  auf  den  Einfluss  der  Weite  der  Röhre  widersprach  die 
Theorie  der  Erfahrung.  Der  Theorie  nach  hätte  die  Resonanz 
desto  stärker  sein  sollen,  je  enger  die  Röhre,  weil  die  Reflexion 
der  Wellen  an  den  offenen  Enden  desto  vollständiger  ist,  je 
enger  diese  sind.  Dagegen  zeigte  die  Erfahrung,  das  enge 
Röhren  namentlich  für  tiefe  Töne  schlecht  resoniren.  Wenn 
man  die  Reibung  der  Luft  berücksichtigt,  erklärt  sich  dieser 
Unterschied.  In  engen  Röhren  erlöschen  die  Schallwellen  bald, 
wenn  sie  oft  hin  und  her  reflectirt  werden,  wegen  der  starken 
Reibung  an  den  nahen  Wänden.  Es  giebt  daher  eine  gewisse 
mittlere  Weite,  bei  welcher  die  Resonanz  am  stärksten  ist. 

2«o  Die  Theorie  ergiebt  für  die  vortheilhafteste  Weite,  wenn  m be- 
zeichnet, wie  viel  Schwingungen  des  angegebenen  Tons  auf  eine 
Schwingung  des  Grundtons  der  Röhre  kommen,  und  X die 
Wellenlänge: 

m kXi  V >1 

1 6rr  V 7ia 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  wir  den  Radius  R der  Röhre 
kleiner  machen  müssen  für  höhere  Töne,  sowohl  wenn  wir  m 
unverändert  lassen,  also  die  Röhre  im  Verhältniss  der  ab- 
nehmenden Wellenlänge  verkürzen,  als  auch,  wenn  wir  die 
Röhrenlänge,  welche  gleich  mX  4 oder  mXj 2 ist,  unverändert 
lassen,  und  einen  höheren  Oberton  derselben  hervorrufen.  Im 
letzteren  Falle  müsste  R 2 in  demselben  Verhältnisse  abnehmen 
wie  X. 

Obgleich  wir  den  mechanischen  Vorgang  beim  Anblasen 
der  Röliren  noch  nicht  genau  zergliedern  können,  so  zeigt  sich 
doch  allgemein,  dass  das  Anblasen  diejenigen  Töne  hervor- 
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bringt,  welche  in  der  Röhre  die  stärkste  Resonanz  finden. 
Das  bestätigt  sich  auch  für  den  Einfluss  der  Weite.  Die 
obige  Gleichung  giebt  nämlich  ziemlich  genau  die  Höhe  der 
Töne  an,  welche  in  Röhren  von  gegebenem  Radius  und  Länge 
am  leichtesten  ansprechen. 

Am  überraschendsten  ist  aber  die  Uebereiustimmung  mit 
der  von  dem  berühmtesten  Orgelbauer  des  vorigen  Jahrhunderts, 
Silber  mann,  gegebenen  Regel,  dass  man,  um  Register  von 
gleichmässiger  Klangfarbe  zu  erhalten,  die  Weite  der  Pfeiffen 
bei  abnehmender  Länge  so  abnehmen  lassen  müssen,  dass  die 
None  den  halben  Durchmesser  bekomme.  Gleichbleibende 
Klangfarbe  bedeutet  gleichbleibende  relative  Stärke  der  Ober- 
töne. Soll  R = 1 / 2 werden,  bei  gleichbleibend  guter  Resonanz, 
so  zeigt  unsere  Formel,  dass  werden  müsse: 

* = (j) 66  = 0.435, 

während  für  die  None  X — 0,444. 

Wir  erhalten  also  durch  die  Berücksichtigung  der  Reibung 
auch  die  Erklärung  für  den  Umstand,  dass  eine  gewisse  Weite 
für  die  Pfeifen  nöthig  ist,  und  dass  engere  Pfeifen  leichter 
höhere  Töne  ansprechen  lassen,  weitere  tiefe,  eine  Thatsache, 
für  welche  bisher  noch  jede  Erklärung  fehlte. 


25* 
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XVIII. 

Zur  Theorie  der  Zungenpfeifen. 

Verhandlungen  des  naturhistorisch-medicinischen  Vereins  zu  Heidelberg 
vom  26.  Juli  1861.  Bd.  H S.  159—164.  — Poggcndorff’s  Annalen  der 
Physik  und  Chemie.  Bd.  114  S.  321—327. 

321  Unter  Zungenpfeifen  verstehe  ich  alle  solche  Blasinstru- 
mente, in  denen  dem  Luftstrom  der  Weg  durch  einen  schwin- 

! I genden  elastischen  Körper  bald  geöflnet,  bald  verschlossen  wird. 

Die  erste  Arbeit,  welche  die  Mechanik  der  Zungenpfeifen  ver- 
ständlich machte,  war  die  von  W.  Weber.  Er  experimentirte 
aber  hauptsächlich  mit  metallenen  Zungen,  die  wegen  ihrer 
grossen  Masse  und  Elasticität  nur  dann  von  der  Luft  kräftig 
bewegt  werden,  wenn  sich  der  von  der  Pfeife  angegebene  Ton 
nicht  zu  sehr  von  dem  Eigenton  der  freien  Zunge  unterscheidet 
Datier  sind  die  Pfeifen  mit  metallenen  Zungen  in  der  Regel 
nur  fähig  einen  einzigen  Ton  anzugeben,  nämlich  nur  denjenigen 
unter  den  theoretisch  möglichen  Tönen,  welcher  dem  eigenen 
Tone  der  Zunge  am  nächsten  liegt. 

Anders  verhält  es  sich  mit  Zungen  von  leichtem,  wenig 
Widerstand  leistendem  Material,  wie  es  die  Rohrzungen  der 
Clarinette,  Oboe,  des  Fagotts,  die  menschlichen  Lippen  in  den 
Trompeten,  Posaunen,  Hörnern  sind.  Sehr  geeignet  für  die 
■ Versuche  sind  auch  membranöse  Zungen  aus  vulkanisirtem 
Kautschuk,  ähnlich  den  Stimmbändern  des  Kehlkopfes  gestellt ; 
nur  muss  man  sie,  damit  sie  leicht  und  gut  ansprechen,  scliräg 
gegen  den  Luftstrom  stellen. 

Die  Wirkung  der  Zungen  ist  wesentlich  verschieden,  je 

322  nachdem  die  von  ihnen  geschlossene  Oeffnung  sich  öflnet,  wenn 
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sich  die  Zunge  dem  Winde  entgegen  nach  der  Windlade  zu 
bewegt,  oder  wenn  sie  sich  mit  ihm  gegen  das  Ansatzrohr  be- 
wegt. Die  ersteren  nenne  ich  einschlagende  Zungen,  die 
letzteren  ausschlagende.  Die  Zungen  der  Clarinette,  Oboe, 
des  Fagotts,  der  Zungenwerke  der  Orgel  sind  alle  einschlagende 
Zungen.  Die  menschlichen  Lippen  in  den  Blechinstrumenten 
repräsentiren  dagegen  ausschlagende  Zungen.  Die  von  mir 
gebrauchten  Kautschukzungen  kann  man  einschlagend  und  aus- 
schlagend  stellen. 

Die  Gesetze  für  die  Tonhöhe  der  Zungenpfeifen  ergeben 
sich  vollständig,  wenn  man  die  Bewegung  der  Zunge  unter  dem 
Einflüsse  des  periodisch  wechselnden  Luftdruckes  im  Ansatz- 
rohr und  Windrohr  bestimmt,  und  berücksichtigt,  dass  das 
Maximum  des  Ausströmens  der  Luftmenge  nur  erreicht  wer- 
den kann,  wenn  die  von  der  Zunge  gedeckte  Oeffnung  ihre 
grösste  Weite  erreicht  hat. 

1)  Zungen  mit  cylindrischem  Ansatzrohr  ohne 
Windrohr.  Die  Zunge  wird  betrachtet  als  ein  Körper,  der 
durch  elastische  Kräfte  in  seine  Gewichtslage  zurückgeführt 
wird,  und  durch  den,  wie  der  Sinus  der  Zeit  periodisch  wechseln- 
den, Druck  im  Ansatzrohre  wieder  daraus  entfernt  wird.  Die 
Bewegungsgleichungen1)  zeigen,  dass  der  Augenblick  stärksten 
Druckes  in  der  Tiefe  des  Ansatzrohres  fallen  muss  zwischen 
eine  grösste  Elongation  der  Zunge  nach  aussen,  die  ilim  vorauf- 
geht, und  eine  grösste  Elongation  nach  innen,  welche  nach- 
folgt, und  wenn  man  sich  die  Schwingungsdauer  gleich  der 
Peripherie  eines  Kreises  in  360  Grade  abgetheilt  denkt,  ist 
der  Winkel  «,  um  welchen  das  Maximum  des  Druckes  nach 
dem  Durchgänge  der  Zunge  durch  ihre  Mittellage  eintritt,  ge- 
geben durch  die  Gleichung: 

jra  

tang  b = -ßTjTi  » 

wo  L die  Wellenlänge  des  Tones  der  freien  Zunge  in  der 
Luft  bezeichnet,  /.  die  des  wirklich  eingetretenen  Tones  und 
ß*  eine  (konstante  ist,  welche  bei  Zungen  von  leichtem  Material 

1)  Aehnlich  zu  behandeln  wie  Seebeck’s  Theorie  des  Mittönens. 
Repertorium  der  Physik.  VIII.  60—64. 
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und  grösserer  Reibung  grösser  ist  als  bei  schwerem  und  voll- 
kommen elastischem  Material.  Der  Winkel  e ist  zu  nehmen 
. zwischen  — 90°  und  4-  90°. 

In  derselben  Weise  muss  nun  bestimmt  werden  die  Zeit, 
um  welche  der  grösste  Druck  in  der  Tiefe  des  Ansatzrohres 
ab  weicht  von  der  grössten  Geschwindigkeit,  welche  letztere 
wieder  zusammenfallen  muss  mit  derjenigen  Stellung  der  Zunge, 
wo  die  Oeffnung  am  weitesten  ist.  Die  Berechnung  dieser 
Grösse  ergiebt  sich  aus  meinen  Untersuchungen  über  die  Luft- 
bewegung im  Innern  eines  offenen  cylindrisclien  Rohres. l)  Das 
Maximum  der  nach  der  Oeffnung  gerichteten  Geschwindigkeit 
geht  dem  Maximum  des  Druckes  voraus  um  einen  Winkel  d' 
(die  Schwingungsdauer  als  Peripherie  eines  Kreises  betrachtet), 
der  gegeben  ist  durch  die  Gleichung: 


tang  S = sin 


4jt  ( l 4-  ct) 


worin  Q den  Querschnitt,  I die  Länge  des  Ansatzrohres  be- 
zeichnet und  a eine  von  der  Form  der  Oeffnung  abhängige  Con- 
stante,  welche  bei  cylindrisclien  Röhren  vom  Radius  o ist, 
gleich  n/4  q ist.  Der  Winkel  ö ist  >vieder  zwischen  — 90° 
und  4-90°  zu  nehmen. 

Da  nun  Luft  in  das  Ende  des  Ansatzrohres  nur  eintreten 
kann,  wenn  die  Zunge  geöffnet  ist,  so  muss  bei  einschlagen- 
den Zungen  das  Maximum  der  nach  aussen  gerichteten  Strö- 
mungsmenge der  Luft  zusammenfalleil  mit  der  grössten  Elon- 
gation der  Zunge  nach  innen;  es  muss  also  sein: 

-e  = ö 4-90° 

und  d sowie  e müssen  negativ  sein. 

Bei  ausschlagenden  Zungen  dagegen  muss  das  Maximum 
der  Luftausströmung  zusammenfallen  mit  der  grössten  Elon- 
gation der  Zunge  nach  aussen,  es  muss  sein: 

90°  = *4-  € 

und  ö wie  e müssen  positiv  sein. 


1)  S.  diese  Sammlung  S.  347  und  349,  wo  ö — r — r,  + tt/2. 
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Beide  Fälle  vereinigen  sich  in  der  Gleichung:  324 

taug  e = cotang^ 

oder:  = in  Qßt4  (1) 

✓ 

bei  der  die  Zungen  beziehhch  einschlagen  oder  ausschlagen 
müssen,  je  nachdem  die  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  1 
stehenden  Grössen  positiv  oder  negativ  ausfallen. 

Da  Q und,:?3  sehr  kleine  Grössen  sind,  kann  sin  [4 n{l  + a)jX] 
nur  in  dem  Falle  einen  erheblichen  Werth  annehmen,  wenn 
/. 2 — L 2 sehr  klein  ist,  also  der  Ton  der  Pfeife  dem  der  freien 
Zunge  nahe  kommt,  wie  das  bei  den  metallenen  Zungen  meist 
der  Fall  ist.  Wenn  aber  der  Unterschied  beider  Töne  X — L 
gross  ist,  muss  im  Gegentheil  sin  [in  (l  + a) / X]  sehr  klein  sein, 
also  nahehin: 

l+a=aT 

worin  a eine  beliebige  ganze  Zahl  bezeichnet. 

Der  Druckwechsel  in  der  Tiefe  des  Ansatzrohres  ist  nun 
proportional  sin  [2  71  (/  -f  a)/X] , also  ein  Maximum,  wenn: 

l + a=2a  4- 

4 

und  ein  Minimum,  wenn: 

/-j-a=s(2a-|-l)— • 

Im  ersten  Fall  ist  die  Kraft  des  Luftdruckes  nicht  ausreichend, 
um  die  Zunge  zu  bewegen,  im  zweiten  Falle  genügt  sie  bei 
nicht  zu  schweren  und  widerstehenden  Zungen.  Daher  sprechen 
gut  an  die  Töne,  bei  welchen  nahehin: 

/+a  = (2a  + 1)  ■4* 

bei  denen  also  die  Luftsäule  des  Ansatzrohres  wie  die  einer 
gedackten  Pfeife  schwingt.  Gleichzeitig  sieht  man,  dass  diese 
Töne  fast  unabhängig  sind  von  der  eigenen  Tonhöhe  der  Zunge. 

Von  dieser  Art  sind  die  Töne  der  Clarinette;  auch  mem-  32s 
branöse  einschlagende  Kautschukzungen  an  Glasröhren  bis  zu 
lbFuss  Länge  sprechen  leicht  an,  und  lassen  verschiedene  Ober- 
töne hervorbringen,  die  der  Gleichung  1 gut  entsprechen.  Aus- 
schlagende Zungen  müssen  sehr  tief  gestimmt  sein,  um  reine 


Digitized  by  Google 


392 


Scliallbewegung. 


Töne  des  Rohres  zu  geben,  daher  die  menschlichen  Lippen 
dazu  geeignet  sind,  in  denen  die  elastischen  Faserzüge  mit 
einer  grossen  Masse  wässerigen  unelastischen  Gewebes  belastet 
sind.  Cylindrische  Glasröhren  können  leicht  wie  Trompeten 
angeblasen  werden  und  geben  die  Töne  einer  gedackten  Pfeife. 
Von  diesen  sind  die  höheren,  in  denen  die  Differenz  IJ  — )} 
gross  ist,  fest  anzugeben,  und  rein  gestimmt,  die  unteren  da- 
gegen nicht  ganz  unabhängig  vom  Werthe  von  L , d.  h.  der 
Spannung  und  Dicke  der  Lippen,  daher  unsicher  und  ver- 
änderlich. 

2)  Zungen  mit  kegelförmigem  Ansatzrohr  ohne 
Windrohr.  Es  findet  ein  sehr  merkwürdiger  Unterschied 
statt  zwischen  cylindrischen  und  kegelförmigen  Ansatzröhren. 
Die  Luftbewegung  im  Innern  der  letzteren  lässt  sich  nach  den- 
selben Grundsätzen  bestimmen,  welche  ich  für  die  cylindrischen 
Röhren  gebraucht  habe,  indem  man  innerhalb  des  Rohres  das 
Potential  der  Luftbewegung  setzt  gleich: 


± sin2» (-^f±  a)  + - cos 2 7i  (Äf-^ 
r Ir  /. 


worin  r der  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  von  der  Spitze 
des  Kegels  ist,  R der  Werth  von  r für  die  weite  Mündung 
der  Röhre.  Man  erhält,  wenn  man  B/A  vernachlässigt: 


, v l * • 2n  (l  +■  a) 

taug  <)  = 2rt  Q ' Sln  - ri 


2 TT  (/  + ff) 

+ COS ^ 4- 


27T>* 


sm 


2 Ti  (A  ff) 


worin  r auf  den  Ort  der  Zunge  zu  beziehen  ist.  Auch  hier 
ist  zu  setzen: 

cotang  d — tang  s. 


Es  interessiren  uns  hier  hauptsächlich  die  von  dem  Zungen- 
32«  ton  stark  abweichenden  Töne  der  Pfeife,  für  welche  also 
(L2  — X2)  gross,  tang  € daher  ebenfalls  sehr  gross  ist,  und 
tang  S sehr  klein.  Für  diese  muss  also  entweder  nahehin  sein: 


• 2 7T  (/  4*  ff)  r\ 

sm = 0 

¥m 


Digitized  by  Google 


Theorie  der  Zungenpfeifen. 


393 


was  aber  keine  Töne  giebt,  weil  hierbei  der  Druckwechsel  in 
der  Tiefe  des  Ansatzrohres  zu  schwach  ist,  oder: 


tang 


2n(l  + a) 

y 


2nr 

~ 


Diess  ist  die  Gleichung  für  die  kräftig  ansprechenden  höheren 
Töne  der  Röhre. 

Ich  gebe  hier  folgend  die  Reihe  der  aus  Gleichung  2 be- 
rechneten Töne  für  eine  kegelförmige  Röhre  aus  Zink,  welche 
folgende  Maasse  hatte: 

Länge  l = 122,7  ctm. 

Durchmesser  der  Oeffnungen  5,5  und  0,7  ctm. 
Reducirte  Länge  / 4-  berechnet  124,77  ctm. 


Länge  der  entsprechenden 
Wellenlänge  ofTenen  gedachten 
Ton  berechnet  Pfeife 

1)  II  - 288,61  = \ . 141,80  = f . 70,90 

2)  h — 139,83  = | . 139,84  = f . 104,88 

3)  fis,  91,81  = § . 137,71  = \ . 114,76 

4)  h,  + 67,94  = ^ . 135,88  = f . 118,89 

5)  dis*  53,76  = f . 134,39  = $ . 120,95 

6)  g,  44,40  = jf  . 133,21  = TfT . 122,11 

7)  b2  - 37,79  = f . 132,26  = -fa  . 122,82 

8)  c3  32,87  = | . 131,50  = . 123,28 

9)  dis 3 29,22  = | . 131,47  = -f, . 124,17 


Die  Töne  vom  2 ten  bis  9 ten  konnten  beobachtet  werden, 
und  fanden  sich  vollständig  übereinstimmend  mit  der  Rechnung. 
Man  sieht  aus  den  beiden  letzten  Rubriken,  dass  die  hohen 
Töne  sich  fast  genau  denen  einer  gedackten  Pfeife  anschliessen, 
deren  Länge  der  reducirten  Länge  der  Röhre  124,7  gleich  ist; 
die  tieferen  schliessen  sich  näher  an  die  einer  offenen  Pfeife, 
deren  Länge  bis  zur  Spitze  des  Kegels  reichte.  Die  reducirte 
Länge  einer  solchen  wäre  R -f  a — 142,6  ctm.  Gewöhnlich 
werden  die  Töne  der  Blechinstrumente  den  Tönen  einer  offenen 
Pfeife  gleich  gesetzt,  aber  die  oberen  sind  verhältnissmässig  zu 
tief  gegen  die  unteren,  in  unserem  Falle  um  mehr  als  einen 
halben  Ton.  Bei  den  Trompeten  und  Hörnern  wird  dieser 
Fehler  vielleicht  einigermassen  durch  den  Schallbecher  an 
der  Mündung  corrigirt.  Bei  den  Posaunen  helfen  die  Aus- 
züge nach. 
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Während  die  Trompeten,  Posaunen  und  Hörner  zu  den 
Zungenwerken  dieser  Klasse  mit  kegelförmigem  Rohr  und 
tiefen  ausschlagenden  Zungen  gehören,  tragen  die  Oboen  und 
Fagotte  hohe  einschlagende  Zungen.  Sie  geben  bei  der  Ueber- 
blasung  ebenfalls  die  höhere  Octave  und  dann  die  Duodecime, 
wie  eine  offene  Pfeife.  Die  Rechnung  nach  Gleichung  2 stimmt 
für  die  Oboe  sehr  gut  mit  Z am  min  er’  s Messungen. 
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XIX. 

lieber  die  Vocale. 


Archiv  für  die  holländischen  Beiträge  zur  Natur-  und  Heilkunde.  Bd.  I 

S.  354-355.  (1857.) 


Betreffs  der  Yocale  habe  ich  leider  vergessen,  Ihnen  einen  354 
Versuch  vorzumachen,  den  Sie  aber  leicht  selbst  anstellen 
können.  Heben  Sie  bei  einem  gut  gestimmten  Clavier  den 
Dämpfer  imd  singen  Sie  auf  irgend  einen  der  Claviertöne  die 
Yocale  a,  e,  i,  0,  u,  ä,  ö,  ti,  ä kräftig  gegen  den  Resonanz- 
boden, so  klingen  ganz  deutlich  auf  den  Saiten  diese  Vocale 
nach.  Es  kommt  dabei  nur  darauf  an  den  betreffenden  Ton 
genau  zu  treffen  und  festzuhalten.  Geübteren  Sängern  gelingt 
der  Versuch  deshalb  besser;  meiner  Frau  besser,  als  mir  selbst. 

Es  gelingt  auch,  aber  weniger  deutlich,  wenn  man  den  Dämpfer 
von  nur  einer  Saite  hebt.  Ich*  halte  diese  Erfahrung  für  inter- 
essant für  die  Theorie  der  Yocale,  und  werde  mich  bemühen 
die  Art  der  Bewegung  einer  Saite,  welche  einen  Yocal  nach- 
tönt, genauer  zu  bestimmen. 

Ich  theilte  Ihnen  schon  mit,  dass  ich  noch  vor  Ihren  Er- 
mittelungen über  die  Reibungsgeräusche  der  Luft  bei  den 
Yocalen  gefunden  hatte,  dass  die  Yocale  sich  auch  durch  die 
höheren  Nebeutöne,  welche  den  Grundton  begleiten,  unter- 
scheiden. Aber  es  ist  ziemlich  schwer  diese  Unterschiede 
genau  zu  bestimmen. 

Wenn  man  sich  auch  einübt  nach  der  Methode,  die  ich 
in  meinem  Aufsatze  über  die  Combinationstöne  angegeben 
habe,  die  höheren  Nebentöne,  welche  überhaupt  da  sind,  zu 
hören,  so  ist  es  doch  schwer  ihre  Stärke  einigermassen  mit  355 
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der  des  Grundtons  zu  vergleichen.  Singt  man  in  das  Clavier 
hinein,  so  bringt  man  leicht  bei  a,  o und  e die  den  höheren 
Nebentönen  entsprechenden  Saiten  zum  Nachklingen;  u und  i 
aber  kann  man  nicht  stark  genug  singen,  um  auf  diesem  Wege 
über  ihre  Nebentöne  zu  entscheiden.  Nenne  ich  den  Grundton 
den  ersten  Ton,  den  höheren  Ton,  welcher  zwei-,  drei-,  vier- 
u.  s.  w.  mal  so  viele  Schwingungen  macht,  den  zweiten,  dritten, 
vierten  u.  s.  w.  Ton,  so  glaube  ich  den  Charakter  der  Haupt- 
vocale  folgende rmassen  bezeichnen  zu  können: 

A.  Neben  dem  ersten  ist  deutlich  der  dritte  und  fünfte, 
schwächer  2,  4 und  7 vorhanden. 

0.  Etwas  schwächer  als  bei  A ist  3,  sehr  schwach  2 und  5. 

U.  Fast  allein  der  Grundton,  schwach  3. 

E.  Sehr  kräftig  2,  die  höheren  kaum  hörbar. 

1.  Es  scheint  mir  2 und  3 in  Verhältniss  zu  dem  schwachen 
Grundtone  den  hellen  Charakter  des  Vocals  zu  bedingen.  — 
Schwach  is|  auch  5 vorhanden. 

Sehr  deutlich  hört  man  übrigens  die  höheren  Nebentöne 
mitklingen,  wenn  man  den  zuerst  erwähnten  Versuch  ausflilirt. 
und  bei  gehobenem  Dämpfer  in  das  Clavier  hineinsingt. 
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XX. 

lieber  die  Klangfarbe  der  Vocale. 

Gelehrte  Anzeigen  der  k.  bayerischen  Akademie  jlcr  Wissenschaften. 
Sitzung  vom  2.  April  1859.  Nr.  67—69.  S.  587— 541 ; &t5— 549;  553-556. 

Poggendorff’s  Annalen  ßd.  108  S.  280—290. 

Ein  musikalischer  Ton  wird  hervorgebracht  durch  eine  in  aso 
gleichen  und  hinreichend  kleinen  Zeitabschnitten  sich  in  gleicher 
Weise  wiederholende  periodische  Bewegung  der  Luft.  Inner- 
halb jeder  einzelnen  Schwingungsperiode  bleibt  die  Bewegung 
dabei  ganz  willkürlich,  wenn  nur  dieselbe  Bewegung,  welche 
innerhalb  der  ersten  Periode  stattgefunden  hat,  in  allen  folgen- 
den Perioden  ebenso  wiederkehrt. 

Wenn  die  Lufttheilchen  während  einer  jeden  Schwingungs- 
periode sich  genau  in  derselben  Weise  einmal  hin  und  her 
bewegen,  wie  der  Schwerpunkt  eines  Pendels  bei  einer  sehr 
kleinen  Schwingung  thut,  so  hören  wir  nur  einen  einfachen 
und  einzigen  Ton,  dessen  musikalische  Höhe  durch  die  Anzahl 
der  gleichen  Perioden  bestimmt  ist,  die  in  einer  Secunde  ent- 
halten sind.  In  diesem  Falle  ist  sowohl  die  Geschwindigkeit 
wie  der  Druck  der  Luft  in  jedem  einzelnen  Punkte  der  schwin- 
genden Luftmasse  einfach  mathematisch  auszudrücken  durch 
einen  Ausdruck  von  der  Form  A sin  (2  n nt  + c).  Ich  selbst 
habe  in  einer  früheren  Arbeit  Über  die  Combinationstöne  eine 
Methode  nachgewiesen,  vermittels  deren  man  dergleichen  ein- 
tache  pendelartige  Schwingungen  der  Lufttheilchen,  oder,  wie 
ich  sie  zu  nennen  vorschlug,  einfache  Lu  ft  wellen,  hervor- 
bringen kann.  Ich  benutzte  dazu  Stimmgabeln,  die  angeschlagen 
und  frei  in  die  Luft  gehalten,  ihre  Schwingungen  nicht  in  merk- 
licher Weise  der  Luftmasse  mittheilen.  Wenn  man  sie  aber 
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vor  die  Oeffnung  von  Resonanzröhren  hält,  deren  tiefster  Ton 
mit  dem  der  Stimmgabel  im  Einklang  ist,  so  wird  dieser  tiefste 
Ton  der  Stimmgabel  der  Loft  kräftig  mitgetkeilt.  Wenn  auch  die 
Stimmgabel  beim  Anschlägen  noch  höhere  Töne  geben  kann, 
so  lässt  es  sich  doch  leicht  so  einrichten,  dass  die  höheren 
Töne  der  Stimmgabel  nicht  im  Einklang  mit  den  höheren 
Tönen  der  Resonanzröhre  sind,  und  deshalb,  durch  die  Reso- 
nanzröhre nicht  verstärkt,  unhörbar  bleiben. 

Wenn  aber  die  Luftbewegung  während  einer  Schwingungs- 
periode nicht  dem  einfachen  Gesetze  der  Pendelbewegung  folgt, 
sondern  einem  beliebigen  anderen  Gesetze,  so  hört  man  bei 
gehörig  gerichteter  Aufmerksamkeit  der  Regel  nach  mehrere 
Töne,  selbst  wenn  die  Luftbewegung  nur  von  einem  einzigen 
tönenden  Körper  hervorgebracht  wird.  Nun  kann  nach  dem 
bekannten  Theorem  von  Fourier  eine  jede  periodische  Be- 
wegung der  Luft  mathematisch  ausgedrückt  werden  durch  eine 
Summe  von  Gliedern,  deren  jedes  von  der  Form  A sin  -f-  c) 
ist,  und  also  einer  einfachen  pendelartigen  Schwingung  der 
Lufttheilchen  entspricht.  In  diesem  Ausdrucke  sind  A und  c 
abhängig  vom  Werthe  von  m,  und  m durchläuft  die  Werthe 
w,  2 11,  3 w,  4 n u.  s.  w.,  wo  n wieder  wie  früher  die  Zahl  der 
einfachen  Perioden  in  der  Sekunde  bedeutet 

In  allen  solchen  Fällen  nun,  wo  die  Form  der  Bewegung 
des  tönenden  Körpers  theoretisch  vollständig  gefunden  werden 
kann,  und  wo  man  sich  diese  Bewegung  mathematisch  als 
eine  Summe  von  solchen  Sinusgliedern  dargestellt  hat,  hört 
das  Ohr  bei  gehöriger  Aufmerksamkeit  in  der  That  die  Töne  von 
7?,  2«,  3 n u.  s.  w.  Schwingungen,  obgleich  es  in  allen  den  Fällen, 
wo  eine  solche  Luftbewegung  nicht  wirklich  von  verschiedenen 
Tonquellen  her  hervorgerufen  ist,  eben  nur  eine  mathema- 
tische Fiction  ist,  dass  eine  Anzahl  von  einfachen  pendelartigen 
Schwingungen  der  Lufttheilchen  neben  einander  existiren. 

Die  Allgemeinheit  dieser  Wahrnehmung  veranlasste  das 
berühmte  frühere  Mitglied  dieser  Akademie  G.  S.  Ohm  es 
als  Definition  des  einfachen  Tones  aufzustellen,  dass  ein  solcher 
nur  hervorgebracht  werde  durch  eine  einfache  pendelartige 
Luftbewegung  von  der  Form  A sin  (2 nmt  + c).  Diese  Defini- 
tion des  Tons  von  Ohm  wurde  von  Seebeck  heftig  ange- 
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griffen,  welcher  behauptete,  dass  die  Definition  zu  eng  sei,  und 
dass  die  Empfindung  eines  einzigen  Tons  auch  durch  Luft-  -'92 
bewegungen  besorgenden  werden  könnte,  welche  beträchtlich 
von  der  Form  der  einfachen  pendelartigen  Schwingung  ab- 
wiclien.  Ich  kann  hier  nicht  auf  eine  vollständige  Widerlegung 
der  Einwürfe  von  Seebeck  eingehen,  und  behalte  mir  vor  bei 
einer  anderen  Gelegenheit  darauf  zurückzukommen.  Ich  be- 
merke nur,  dass  seine  Einwürfe  wesentlich  auf  der  Schwierig- 
keit beruhen,  die  man  in  vielen  Fällen  findet,  die  höheren  Töne 
wahrzunehmen.  In  der  That  muss  man  hier  wie  bei  allen 
Siimeswahmehmungen  zweierlei  von  einander  trennen,  nämlich 
die  unmittelbare  körperliche  Empfindung  des  Hörnerven,  und 
die  Vorstellung,  welche  in  Folge  davon  durch  psychische  Pro- 
cesse  entsteht,  und  in  welcher  auf  das  Vorhandensein  eines 
bestimmten  tönenden  Körpers  geschlossen  wird.  In  der  un- 
mittelbaren Empfindung  werden  allerdings  die  einzelnen  vor- 
handenen einfachen  Töne  bei  gehörig  angespannter  Aufmerk- 
samkeit immer  von  einander  getrennt , während  sie  in  der 
Vorstellung  zusammenfliessen  in  den  sinnlichen  Eindruck,  den 
der  Ton  eines  bestimmten  tönenden  Körpers  auf  unser  Ohr 
macht,  und  es  gehört  meist  eine  künstliche  Unterstützung  der 
Aufmerksamkeit  dazu,  um  die  einzelnen  Elemente  der  zu- 
sammengesetzten Empfindung  voneinander  zu  scheiden,  ebenso 
wie  es  z.  B.  besondere  Beobachtungsmethoden  erfordert,  um 
sich  zu  überzeugen,  dass  die  Anschauung  der  Körperlichkeit 
eines  betrachteten  Gegenstandes  auf  der  Verschmelzung  zweier 
verschiedener  Bilder  desselben  in  beiden  Augen  beruhe. 

Ich  habe  deshalb  auch  früher  schon  vorgeschlagen,  die 
ganze  zusammengesetzte  Empfindung,  wie  sie  die  von  einem 
einzelnen  tönenden  Körper  ausgehende  Luftbewegung  erregt, 
mit  dem  Namen  Klang  zu  bezeichnen,  den  Namen  des  Tons 
aber  zu  beschränken  auf  die  einfache  Empfindung,  wie  sie 
durch  eine  einfache  pendelartige  Luftbewegung  hervorgebracht 
wird.  Die  Empfindung  eines  Klanges  ist  demnach  in  der 
Regel  aus  ^er  Empfindung  mehrerer  einfacher  Töne  zusammen- 
gesetzt Lässt  man  Alles,  was  Seebeck  in  dem  Streite  mit 
OhiÄ  behauptet  hat,  vom  Klange  gelten,  und  jwas  Ohm  be-  293 
hauptet  hat,  vom  Tone,  so  sind  beide  ausgezeichnete  Akustiker 
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mit  ihren  Behauptungen  im  Rechte,  und  beide  Behauptungen 
können  ungestört  neben  einander  bestehen. 

Diese  Bezeichnung  wollen  wir  im  Folgenden  beibehalten, 
und  dabei  festsetzen,  dass  unter  Tonhöhe  eines  Klanges  die 
Höhe  des  tiefsten  darin  enthaltenen  einfachen  Tones  von 
^Schwingungen,  seines  Grundtones  oder  ersten  Tones  ver- 
standen werde,  während  wir  die  übrigen  als  Obertöne  bezeich- 
nen. Den  Ton  von  2»Schwingungeu , die  höhere  Octave  des 
vorigen  bezeichne  ich  als  zweiten  Ton,  den  von  3« Schwin- 
gungen als  dritten  Ton  u.  s.  w. 

Ich  bin  nun  daran  gegangen  die  Consequenzen  des  Ohm- 
schen Satzes  für  die  Lehre  von  der  Klangfarbe  zu  unter- 
suchen, und  danke  der  Gnade  Sr.  Maj.  des  Königs  von  Bayern 
die  Geldmittel  zur  Anschaffung  der  Apparate  für  diese  Unter- 
suchung. In  physikalischer  Beziehung  war  man  längst  zu  der 
Erkenntniss  gelangt,  dass  dem,  was  unser  Ohr  als  verschiedene 
Klangfarbe  unterscheidet,  die  verschiedene  Form  der  Luftwellen 
innerhalb  jeder  einzelnen  Schwingungsperiode  entspreche;  aber 
freilich  beruhte  dieser  Satz  nur  darauf,  dass  keine  andere  Mög- 
lichkeit übrig  blieb,  die  Verschiedenheiten  der  Klangfarbe  zu 
erklären,  und  bedurfte  noch  der  experimentellen  Bestätigung, 
die  durch  meine  Versuche  nun  gegeben  werden  kann.  Li 
physiologischer  Beziehung  liess  sich  aus  Ohm ’s  Satze  noch 
eine  weitere  Consequenz  ziehen. 

Da  nämlich  alle  Schwingungen,  die  nicht  der  einfachen 
pendelartigen  Bewegung  entsprechen,  in  der  Empfindung  des 
Ohres  zerlegt  werden  in  eine  gewisse  Zahl  einfacher  Töne, 
so  müssen  Klänge  von  verschiedener  Klangfarbe  und  gleicher 
Höhe  des  Grundtons  für  das  Ohr  durch  verschiedene  Stärke 
der  harmonischen  Obertöne  verschieden  sein.  Wenn  wir  nun 
absehen  von  der  verschiedenen  Weise,  wie  die  Klänge  ver- 
schiedener Instrumente  und  Stimmen  anheben  oder  ausklingen, 
ferner  von  den  mancherlei  sausenden,  kratzenden,  knarrenden, 
unregelmässigen  Geräuschen,  welche  viele  davon  begleiten,  und 
284  die  nicht  eigentlich  zu  dem  musikalischen  Theile  des  Tones 
zu  rechnen  sind,  und  den  Tlieil  der  Klangfarbe,  der  eben  nicht 
von  den  genannten  Nebenumständen  abhängt,  die  musika- 
lische Klangfarbe  des  Tons  nennen,  so  war  die  aufzu- 
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stellende  Frage:  Unterscheidet  sich  die  musikalische 
Klangfarbe  nur  durch  die  verschiedene  Stärke  der 
darin  enthaltenden  Nebentöne? 

Denkt  man  eine  Wellenform  aus  den  in  ihr  enthaltenen 
einfachen  Wellen  zusammengesetzt,  so  kommt  es  nicht  nur 
darauf  an,  dass  die  letzteren  die  richtige  Schwingungsweite 
haben,  sondern  auch  darauf,  dass  die  Phasen  unterschiede 
zwischen  ihnen  und  dem  Grundtone  richtig  gewählt  werden.  Wir 
bekommen  ganz  verschiedene  Wellenformen,  wenn  wir  die  Welle 
eines  Grundtones  und  seiner  ersten  höheren  Octave  zusammen- 
setzen, je  nachdem  wir  das  Verdichtungs-Maximum  des  Grundtones 
mit  dem  der  Octave  zusammenfallen  lassen,  oder  etwa  mit  dem  Ver- 
dichtungsminimum der  Octave  oder  mit  irgend  einer  dazwischen 
liegenden  Phase  der  Octave,  imd  es  concentrirte  sich  nun  jene 
Frage  in  folgende  speciellere  Form : BeruhtdieUnterschei- 
dung  der  musikalischen  Klangfarbe  nur  in  der  Em- 
pfindung von  Obertönen  verschiedener  Stärke,  oder 
unterscheidet  das  Ohr  auch  die  Phasenunterschiede? 

Die  Entscheidung  dieser  Frage  wurde  am  einfachsten  ge- 
wonnen, wenn  man  geradezu  versuchte  Töne  verschiedener 
Klangfarbe  durch  directe  Zusammensetzung  einfacher  Töne, 
wie  man  sie  durch  Stimmgabeln  erzeugen  kann,  herzustellen. 
Als  eines  der  passendsten  Objecte  der  Nachahmung  boten  sich 
die  verschiedenen  Vocale  der  menschlichen  Sprache  dar,  weil 
diese  als  gleichmässig  anhaltende  musikalische  Töne  hervorge- 
bracht und  ziemlich,  wenn  auch  nicht  ganz  frei  von  unmusika- 
lischen Geräuschen  gehalten  werden  können. 

Mein  Apparat  besteht  aus  einer  Reihe  von  8 Stimmgabeln, 
die  dem  B (in  der  tiefsten  Octave  der  Männerstimmen),  und 
seinen  harmonischen  Obertönen  bis  zum  b2  (in  den  höchsten 
Soprantönen)  entsprechen,  nämlich  den  Tönen  B , b,  fv  bv  dv 
/2,  as2  und  bv  Jede  Stimmgabel  ist  zwischen  den  Schenkeln 
eines  kleinen  hufeisenförmig  gebogenen  Elektromagneten  befestigt, 
und  mit  einer  abgestimmten  Resonanzröhre  verbunden.  Die  Oeff- 
nungen  der  Resonanzröhren  sind  mit  beweglichen  Deckeln  ver- 
sehen, welche  durch  Fäden,  deren  Enden  an  einer  kleinen  Claviatur 
befestigt  sind,  fortgezogen  werden  können.  Die  Stimmgabeln 
werden  in  Bewegung  gesetzt  durch  intermittirende  elektrische 
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Ströme,  die  nach  dem  Princip  des  Neef’schen  Hammers  er- 
zeugt werden,  und  deren  Zahl  in  der  Secunde  gleich  ist  der 
Schwingungszahl  der  tiefsten  Gabel,  nämlich  112.  Die  Ein- 
richtungen sind  so  getroffen,  — ich  hatte  dabei  mit  ziemlich 
bedeutenden  Schwierigkeiten  zu  kämpfen  — dass  man,  nach- 
dem der  Apparat  in  Gang  gesetzt  ist , kaum  ein  leises 
Summen  von  den  Gabeln  hört,  so  lange  die  Resonanzröhren 
alle  geschlossen  sind;  sobald  man  aber  mittels  der  Claviatur 
eine  oder  einige  der  Resonanzröhren  öffnet,  treten  die  betreffen- 
den Töne  kräftig  hervor.  Die  Stärke  der  Töne,  welche  mau 
angeben  will,  kann  man  leicht  reguliren,  indem  man  die  be- 
treffenden Röhren  mehr  oder  weniger  vollständig  öffnet. 

Ich  verfuhr  nun  so,  dass  ich  erst  die  zwei  tiefsten  Töne 
allein  combinirte,  dann  den  dritten  und  allmählig  immer 
mehrere  hinzunahm , und  die  entstandenen  Klänge  mit  der 
Stimme  nachzuahmen  suchte.  So  lernte  ich  allmählig  die  ver- 
schiedenen Yocalklänge  mehl'  oder  weniger  vollständig  nach- 
bilden, und  zwar  ziemlich  gut  und  deutlich  U,  0,  Oe,  E,  etwas 
weniger  gut  J,  Ile,  bei  welchen  das  Sausen  der  Luft  in  der 
Mundhöhle,  auf  dessen  verschiedenen  Charakter  bei  den  Vocalen 
Donders  aufmerksam  gemacht  hat,  verhältnissmässig  am 
lautesten  ist,  und  weniger  gut  auch  A und  Ae,  weil  bei  diesen 
eine  sehr  grosse  Anzahl  von  Tönen  Zusammenwirken  muss,  die 
sich  nicht  alle  einzeln  so  vollständig  in  ilirer  Stärke  beherrschen 
lassen,  ja  beim  A sogar  noch  eine  Reihe  höherer  Töne  hinzu- 
treten müsste,  für  welche  ich  keine  Gabeln  mehr  hatte. 

Ueberliaupt  ist  zu  bemerken,  dass  die  mittels  Stimmgabeln 
286  zusammengesetzten  Yocaltöne  den  gesungenen  Tönen  der 
menschlichen  Stimme  ähnlicher  waren  als  den  gesprochenen. 
Bei  dem  trockenen  Klange  der  gewöhnlichen  Sprache  wählt 
man  eine  andere  Art  der  Intonation,  wobei  der  Grundton  viel 
schwächer  zum  Yorschein  kommt,  als  die  höheren  Nebentöne 
und  die  Geräusche;  dadurch  eben  aber  werden  die  Unterscliiede 
der  Klangfarbe  viel  deutlicher  als  beim  Singen,  wo  der  Grund- 
ton stärker  hervortritt,  und  die  Nebentöne  mehr  bedeckt  Am 
ähnlichsten  sind  die  künstlich  zusammengesetzten  Yocale  denen, 
welche  auf  einem  Claviere  nachklingen , wenn  man  einen  der 
Yocale  stark  hincinsingt. 
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Im  einzelnen  waren  meine  Resultate  nun  folgende: 

Der  einfache  Grundton  hat  verglichen  mit  den  zusammen- 
gesetzten Klängen  die  Klangfarbe  des  U.  Noch  etwas  deut- 
licher wird  der  Vocal,  wenn  der  Grundton  ganz  schwach  vom 
dritten  Tone  begleitet  wird. 

Das  0. entsteht,  wenn  der  Grundton  kräftig  von  der  höheren 
Octave  begleitet  wird.  Eine  ganz  schwache  Begleitung  durch 
den  dritten  und  vierten  Ton  ist  vortheilhaft  aber  nicht  notli- 
wendig. 

Das  E wird  namentlich  durch  den  dritten  Ton  charakterisirt, 
bei  massiger  Stärke  des  zweiten.  Schwach  kann  man  auch  den 
vierten  und  fünften  mitklingen  lassen. 

Der  Uebergang  von  0 zu  E geschieht  also  dadurch,  dass 
man  den  zweiten  Ton  abnehmen,  den  dritten  anschwellen  lässt, 
giebt  man  beide  genannte  Nebentöne  stark  an,  so  entsteht  Oe. 

Ue  entsteht  durch  den  Grundton  der  in  mässiger  Stärke 
von  dem  dritten  Tone  begleitet  ist. 

Bei  J muss  man  den  Grundton  schwächen,  den  zweiten 
verhältnissmässig  zum  Grundton  stark,  den  dritten  ganz  schwach, 
aber  den  vierten,  der  für  diesen  Vocal  charakteristisch  ist, 
stark  angeben,  den  fünften  dazu  in  mässiger  Stärke  gesellen. 
Man  kann  ohne  wesentliche  Aenderung  des  Charakters  übrigens 
die  schwachen  Töne,  den  dritten  und  fünften,  auch  weglassen. 

Bei  A und  Ae  dagegen  sind  es  die  höheren  Nebentöne, 
welche  charakteristisch  werden.  Man  kann  den  zweiten  Ton  2*7 
ganz  weglassen,  den  dritten  schwach  angeben,  dann  aber  die 
höheren  Töne  hervortreten  lassen,  soweit  es  die  Stärke  der 
Gabeltöne  erlaubt,  die  aber  für  diese  höchsten  Töne  überhaupt 
bei  der  angegebenen  Erregungsweise  gering  ist.  Beim  Ae 
kommt  es  namentlich  auf  den  vierten  und  fünften  Ton  an, 
beim  A auf  den  fünften  bis  siebenten.  Wenn  man  bei  A den 
dritten  Ton  ganz  weglässt,  bekommt  es  einen  nasalen  Klang. 

Uebrigens  muss  ich  bemerken,  dass  die  angegebenen  Ver- 
hältnisse zwischen  Grundton  und  Obertönen  zunächst  nur  zu 
beziehen  sind  auf  die  Tonhöhe  meiner  Gabeln.  Der  Grund- 
ton B entspricht  etwa  der  Tonhöhe,  in  welcher  mässig  tiefe 
Männerstimmen  zu  sprechen  pflegen.  Ich  habe  meine  Unter- 
suchungen über  die  Vocale  in  höheren  Tonlagen  noch  nicht 
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abzusckliessen  Zeit  gehabt,  mit  den  Gabeln  liess  sich  die  Unter- 
suchung darüber  nicht  viel  weiter  fuhren,  weil  mir  die  höheren 
Töne  fehlten.  Wählte  ich  das  b , welches  bisher  zweiter  Ton 
war,  als  Grundton,  so  hatte  ich  nur  drei  dazu  passende  Neben- 
töne. Mit  diesen  Hessen  sich  U,  0,  Oe,  E,  Ue  und  J nach 
der  gegebenen  Regel  herstellen,  nur  unvollkommen  wegen 
Mangels  der  höheren  Töne  A und  Ae,  sodass  auch  hier  das- 
selbe Verhältniss  der  Nebentöne  zum  Grundtone  entscheidend 
für  den  V ocalcharakter  zu  sein  schien,  wie  in  der  tieferen 
Lage.  Es  entspricht  diese  höhere  Lage  ungefähr  der,  in  welcher 
Altstimmen  zu  sprechen  pflegen. 

Dagegen  habe  ich  die  Untersuchung  weiter  geführt  durch 
directe  Beobachtung  der  menschHchen  Stimme  mittels  eines 
besonderen  Htilfsmittels , welches  auch  den  ganz  Ungeübten 
in  den  Stand  setzt,  die  Obertöne  jedes  musikalischen  Tons 
herauszuhören,  was  bisher  eine  Aufgabe  war,  die  nur  durch 
andauernde  Uebung  und  mit  grosser  Anstrengung  der  Auf- 
merksamkeit gelöst  werden  konnte.  Ich  benutze  dazu  nämlich 
eigenthümliche  Resonatoren,  die  an  das  Ohr  selbst  angesetzt 
werden.  Die  beste  Form  dieser  Resonatoren  sind  Glaskugeln 
2s8  mit  zwei  Oeffnungen,  von  denen  die  eine  in  einen  ganz  kurzen 
trichterfönnigen  Hals  ausläuft,  dessen  Ende  in  den  Gehörgang 
einpasst.  Bewaffnet  man  ein  Ohr  mit  einem  solchen  Resonator; 
während  man  das  andere  schliesst,  so  hört  man  che  meisten 
äusseren  Töne  nur  sehr  gedämpft,  denjenigen  aber,  der  dem 
eigenen  Tone  der  Glaskugel  (diese  in  Verbindung  mit  dem 
Gehörgange  genommen)  entspricht,  in  ausserordentlicher  Stärke; 
in  derselben  Stärke  treten  nun  auch  diejenigen  Obertöne  äusse- 
rer Töne  auf,  welche  dem  Tone  der  Glaskugel  entsprechen. 
Setzt  man  z.  B.  eine  Kugel  an  das  Ohr,  deren  Ton  fx  ist, 
und  singt  auf  B,  dessen  dritter  Ton  jenes  fx  ist,  die  Vocale, 
so  hört  man  bei  n,  i,  ü,  a,  ä nur  schwach  den  Ton  der  Kugel, 
während  er  bei  o und  ö sich  stark  hervorhebt,  und  bei  e ge- 
waltig in  das  Ohr  hineinschmettert.  Mit  Hülfe  solcher  Resona- 
toren werden  eine  Menge  akustischer  Phänomene,  die  objec- 
tiven  Combinationstöne,  die  Obertöne  und  ihre  Schwebungen, 
die  sonst  schwer  zu  untersuchen  waren,  ausserordentlich  leicht, 
zugängheh.  Die  damit  ausgeführte  Untersuchung  der  mensch- 
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liehen  Stimmtöne  bestätigte  nun  durchaus,  wenn  auf  B ge- 
sungen wurde,  die  Resultate,  die  ich  mit  den  Stimmgabeln  er- 
halten batte,  für  höhere  Stimmlagen  traten  aber  einige  Ab- 
weichungen ein.  Es  stellte  sich  nämlich  heraus,  dass  für  die 
Nebentöne  einzelner  Vocale  gewisse  Gegenden  der  musikali- 
schen Scala  besonders  günstig  sind,  sodass  die  in  diese  Theile 
der  Scala  fallenden  Nebentöne  stärker  werden  als  in  anderen 
Höhelagen ; so  ist  für  das  0 die  obere  Hälfte  der  eingestriche- 
nen Octave  eine  solche  begünstigte  Stelle.  Der  dritte  und 
vierte  Oberton,  welche  in  der  tiefen  Lage  des  Vocals  deutlich 
zu  hören  sind,  liegen  in  dieser  Gegend,  und  treten  nicht  so 
deutlich  heraus,  wenn  0 höher  gesungen  wird.  Für  das  A ist 
die  obere  Hälfte  der  zweigestrichenen  Octave  begünstigt.  Der 
2.,  3.,  4.  Ton,  die  in  der  tiefen  Lage  schwach  waren,  treten 
sehr  mächtig  heraus,  wenn  das  A zwischen  b und  bx  gesungen 
wird.  Uebrigens  fand  ich  mittels  der  beschriebenen  Resonato- 
ren, dass  namentlich  beim  Vocal  A auch  noch  höhere  schwach 
hörbare  Obertöne  da  sind,  als  meine  Gabeln  reichen.  Es  re-  290 
sonirte  bei  dem  Vocal  A gesungen  auf  F,  noch  eine  Kugel 
merklich,  welche  auf  es3  abgestimmt  war,  welcher  Ton  14  mal 
so  viel  Schwingungen  macht  als  jenes  F. 

Was  nun  die  Einwirkung  der  Phasenunterschiede  betrifft, 
so  hat  sich  eine  solche  bei  meinen  Versuchen  nicht  gezeigt. 
Die  Schwingungsphasen  der  Stimmgabeln  habe  ich  nach  der 
optischen  Methode  von  Lissajou  controliren  können.  Man 
kann  erstens  durch  Umkehrung  der  elektrischen  Ströme  in 
dem  Elektromagnet  einer  jeden  einzelnen  Gabel  deren  Schwin- 
gung um  eine  halbe  Undulation  verändern,  sodass  Maximum 
und  Minimum  ihrer  Abweichung  miteinander  vertauscht  werden, 
und  man  kann  ferner  durch  etwas  aufgeklebtes  Wachs  die 
Gabeln  ein  wenig  verstimmen,  dann  wird  ihre  Schwingung 
schwächer,  und  die  Phasen  verschieben  sich  desto  mehr,  je 
grösser  die  Verstimmung  ist,  bis  zur  Grenze  einer  Viertel- 
Undulation.  Noch  leichter  auszuführen  ist  die  Veränderung 
der  Phasen  der  schwächeren  Töne,  wenn  man  sie  bald  durch 
grössere  Entfernung  der  Resonanzröhren  schwächt,  wobei  die 
Phase  der  Luftschwingung  nicht  verändert  wird,  bald  durch 
unvollständige  Oeffnung  der  Resonanzröhren,  wobei  eine  Ver- 
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änderung  der  Phasen  der  Luftwellen  eintritt,  wie  aus  den 
Resultaten  einer  theoretischen  Arbeit  über  die  Schallschwin- 
gungen hervorgeht,  die  gegenwärtig  in  Cr  eile ’s  Journal  für 
Mathematik  gedruckt  wird.1)  Alle  die  Phasenänderungen,  welche 
auf  solche  Weise  hervorgebracht  werden  können,  verändern 
nicht  die  Klangfarbe,  wenn  die  Stärke  der  Töne  dieselbe  bleibt, 
sodass  also  die  früher  gestellte  Frage  im  Allgemeinen  dahin 
beantwortet  wird,  dass  die  musikalische  Klangfarbe  nur 
abhängt  von  der  Anwesenheit  und  Stärke  der  Neben- 
töne, die  in  dem  Klange  enthalten  sind,  nicht  von 
ihren  Phasenunterschieden. 

Indessen  muss  ich  gleich  bemerken,  dass  scheinbare  Aus- 
nahmen Vorkommen.  Es  können  sich  bei  hinreichend  starken 
Tönen  Combinationstöne  einmisehen,  die  je  nach  den  Pliasen- 
290  unterschieden  die  primären  Töne  theils  schwächen,  theils  ver- 
stärken, sodass  dadurch  auch  Unterschiede  der  Klangfarbe 
eintreten.  Hier  glaube  ich  aber  neben  den  übrigen  Erfahrun- 
gen die  Erklärung  festkalten  zu  dürfen,  dass  der  Klangunter- 
schied eben  nur  von  dem  Unterschiede  der  Tonstärke  bedingt 
ist,  welcher  letztere  aber  unter  solchen  Verhältnissen  vom 
Phasenunterschiede  abhängt. 

Ferner  möchte  ich  den  ausgesprochenen  Satz  vorläufig 
wenigstens  noch  einschränken  auf  die  unteren,  in  der  Scala 
weit  auseinanderliegenden  Nebentöne  bis  etwa  zum  6.  oder 
8ten.  Die  höheren  Nebentöne  geben  Dissonanzen  miteinander 
und  Schwebungen;  und  wenn  nun  eine  Menge  solcher  schweben- 
der Tonpaare  Zusammenwirken,  wird  es  für  die  Empfindung 
wahrscheinlich  nicht  gleichgültig  sein,  ob  die  Pausen  aller 
dieser  Schwebungen  zusammenfallen  oder  nicht.  Das  hängt 
aber  von  den  Phasenunterschieden  ab.  Uebrigens  halte  ich  es 
auch  für  wahrscheinlich,  dass  diese  Masse  hoher  dissonanter 
Obertöne  das  bildet,  was  das  Ohr  als  begleitendes  Ge- 
räusch hört,  und  was  wir  schon  von  anderer  Seite  her  ausge- 
schlossen haben  von  unserer  Betrachtung  der  musikalischen 
Klangfarbe. 

Ich  habe  schon  an  einem  anderen  Orte  die  Hypothese 


1)  S.  oben  S.  354  bis  358. 
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ausgesprochen,  dass  jede  Nervenfaser  des  Hörnerven  für  die 
Wahrnehmung  einer  besonderen  Tonhöhe  bestimmt  ist,  und  in 
Erregung  kommt,  wenn  der  Ton  das  Ohr  trifft,  welcher  der 
Tonhöhe  des  mit  ihr  verbundenen  elastischen  Gebildes  (Corti- 
schen  Organs  oder  Borste  in  den  Ampullen)  entspricht.  Da- 
nach würde  sich  die  Empfindung  verschiedener  Klangfarben 
darauf  reduciren,  dass  gleichzeitig  mit  der  Faser,  welche  den 
Grundton  empfindet,  gewisse  andere  in  Erregung  gesetzt  werden, 
welche  den  Nebentönen  entsprechen.  Diese  einfache  Erklärung 
würde  nicht  gegeben  werden  können,  wenn  die  Phasenunter- 
schiede der  tieferen  Nebentöne  in  Betracht  kämen. 


XXI. 

Ueber  Klangfarben. 

Verhandlungen  des  uaturhistorisch-mediciniseheu  Vereins  zu  Heidelberg. 

Bd.  II  S.  57  vom  20.  Juli  1860. 


57  Professor  Helm  hol  tz  setzte  die  Resultate  fortgesetzter 
Untersuchungen  über  die  Klangfarbe  der  Vocale  auseinander. 
Die  früheren  Untersuchungen  hatten  sich  nur  auf  die  Zusam- 
mensetzung der  Vocalklänge  bezogen,  wenn  diese  auf  der  Kote 
B von  einer  Männerstimme  gesungen  wurden,  und  die  Ober- 
töne waren  nur  bis  zum  b.,  hin  untersucht  worden.  Er  hat 
nun  die  Untersuchung  für  alle  Tonhöhen  des  gesungenen 
Vocales  ausgedehnt,  und  gefunden,  dass  bei  gewissen  Yocalen 
noch  höher  liegende  Obertöne  charakteristisch  sind.  Die  Resul- 
tate sind  folgende: 

1)  Die  Vocale  sind  in  drei  Reihen  einzutheilen.  Die  erste 

derselben  geht  von  U durch  O in  A über;  die  zweite  von  I 

durch  E in  A,  und  die  dritte  liegt  zwischen  den  beiden  anderen, 
••  ••  •• 

geht  von  U durch  0 und  Oa  (französisch  oeu)  in  A über. 

2)  Im  allgemeinen  sind  die  Obertöne  der  Vocale  desto 
schwächer,  je  mehr  die  Mundhöhle  verengt  und  geschlossen 
ist,  in  jeder  der  drei  Reihen  nehmen  sie  deshalb  vom  A an 
nach  dem  anderen  Ende  der  Reihe  hin  in  Stärke  ab,  und  die 
erste  Reihe  mit  weiter  Mundhöhle  hat  im  Ganzen  stärkere 
Obertöne  als  die  anderen  beiden.  Die  höheren  Obertöne  sind 
im  Allgemeinen  schwächer  als  die  tieferen. 

3)  Von  dieser  allgemeinen  Regel  bilden  für  jeden  Vocal 
einzelne  Obertöne  eine  Ausnahme,  indem  sie  viel  stärker  zum 
Vorschein  kommen,  als  jener  Regel  entspricht.  Die  erste 
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Reihe  der  Voeale  hat  nur  in  einer  Gegend  der  Tonleiter  ver- 
stärkte Obertöne,  und  zwar  ist  diese  Gegend  dadurch  bestimmt, 
dass  die  Mundhöhle  für  sie  abgestimmt  ist.  Die  verstärkten 
Töne  des  U liegen  in  der  Gegend  des  f.  Beim  reinen  O ist 
die  Mundhöhle  für  h2  abgestimmt,  und  die  diesem  Tone  be- 
nachbarten Obertöne  erscheinen  verstärkt.  Bei  A entspricht 
die  Abstimmung  der  Mundhöhle  und  Verstärkung  der  Töne 
dem  h,. 

4)  Die  zweite  Reihe  der  Voeale  hat  zwei  Gegenden  der 

Scala  mit  verstärkten  Tönen.  Die  oberen  davon  scheinen  der 

•• 

Abstimmung  der  Mundhöhle  zu  entsprechen.  Für  A liegen 
diese  Verstärkungen  in  der  Gegend  des  c2  und  e3,  für  E bei 
lj  und  g3,  für  I bei  f und  cr 

5)  Die  dritte  Reihe  hat  ebenfalls  zwei  Verstärkungsstellen. 
Fiir  Ü fallt  die  untere  mit  der  des  U und  der  unteren  des  I 
auf  f,  die  obere  mit  den  oberen  des  E zusammen  auf  g3.  Für 
0 fallt  die  untere  mit  der  des  E und  OU  zusammen  auf  fv 
die  obere  mit  der  des  A auf  e3. 

6)  Für  weibliche  Stimmen  liegen  die  Verstärkungsstellen 
ebenso  wie  für  männliche  nur  fallen  die  tiefen  des  U,  I und 
A weg.  weil  diese  ausserhalb  oder  an  der  Grenze  des  Stimm- 
umfanges liegen. 


Zusatz  (1881). 

Die  weitere  Entwickelung  dieser  Sätze  ist  in  meinem  Buche: 
-Die  Lehre  von  den  Tonempfindungen.  Braunschweig.  (1.  Auf- 
lage 1863,  4.  Auflage  1877)  gegeben. 


XXII. 

Ueber  die  Bewegung  der  Violinsaiten. 

Aus:  Proceedinge  of  the  Glasgow  Philosophical  Society.  Dec.  19,  1860.  — 
Phil.  Magaz.  4 Series.  T.  21  p.  393—396,  zurück  übersetzt. 


303  Seit  einiger  Zeit  bin  ich  beschäftigt,  die  Ursachen  der 
verschiedenen  Qualitäten  des  Klanges  zu  studiren;  und  da  ich 
fand,  dass  diese  Unterschiede  hauptsächlich  von  der  Zahl  und 
Stärke  der  harmonischen  Obertöne,  die  den  Grundton  beglei- 
ten, abhängen:  so  war  ich  genöthigt,  die  Formen  der  elasti- 
schen Schwingungen  zu  untersuchen,  die  von  verschieden  tönen- 
den Körpern  ausgeführt  werden.  Unter  diesen  Schwingungen, 
deren  Formen  noch  nicht  genau  bekannt  sind,  erscheinen  die 
durch  einen  Geigenbogen  hervorgebrachten  Schwingungen  der 
Saiten  besonders  interessant.  Th.  Young  bezeichnet  sie  als 
sehr  unregelmässig ; ich  vermuthe  jedoch,  dass  diese  Aussage 
sich  hauptsächlich  nur  auf  die  Bewegungen  beziehe,  welche 
Zurückbleiben,  nachdem  der  Bogen  zu  wirken  aufgehört  hat. 
Ich  selbst  wenigstens  fand  die  Bewegung  sehr  regelmässig,  so 
lange  nur  der  Bogen  an  einem  Ende  der  Saite  in  der  rich- 
tigen Art  und  Weise,  wie  Violinspieler  es  zu  thun  pflegen, 
angesetzt  wird.  Ich  bediente  mich  einer  Beobachtungsmethode, 
die  derjenigen  von  Lissajous  sehr  ähnlich  ist.  Schon  ohne 
alle  Hülfe  von  Instrumenten  kann  man  wahmehmen,  dass  die 
durch  den  Bogen  bewegte  Saite  nur  in  einer  Ebene  schwingt, 
nämlich  deijenigen,  in  welcher  die  Saite  selbst  und  die  Haare  des 
Bogens  sich  befinden.  Diese  Ebene  war  horizontal  bei  meinen 
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Versuchen.  Die  Saite  wurde  mit  Amylum  bepudert  und  stark 
beleuchtet.  Auf  eines  der  kleinen  Stärkekörnchen,  das  al& 
heller  Punkt  erschien,  wurde  ein  senkrecht  gerichtetes  Mikro- 
skop eingestellt,  dessen  Objectivglas  an  einer  Zinke  einer 
Stimmgabel  befestigt  war.  Die  Stimmgabel,  welche  1 20  Schwin- 
gungen in  der  Secunde  macht,  wurde  zwischen  die  Enden  eines 
hufeisenförmigen  Elektromagnets  gebracht,  welcher  durch  einen 
unterbrochenen  Strom  magnetisirt  wurde;  die  Zahl  der  Unter- 
brechungen betrug  ebenfalls  120  pro  Secunde.  Auf  diese  Weise 
konnte  die  Stimmgabel  so  lange  als  ich  es  wünschte  in  Schwin- 
gung erhalten  werden.  Die  Linse  des  Mikroskops  vibrirte 
parallel  zur  Saite,  demzufolge  senkrecht  zu  der  Schwingungs- 
richtung  ihrer  Theilchen.  Die  von  mir  benützte  Saite  war  die 
zweite  Yiolinsaite,  welche  die  Note  a'  giebt;  sie  war  aber  etwas 
höher  als  gewöhnlich,  auf  480  Schwingungen  gestimmt,  und 
vollzog  also  vier  Schwingungen  auf  eine  Schwingung  der  Stimm- 
gabel. Durch  das  Mikroskop  sah  ich  das  Stärkekörnchen  eine 
leuchtende  Curve  beschreiben,  deren  horizontale  Abscissen  den 
Elongationen  der  Stimmgabel  und  deren  verticale  den  Elonga- 
tionen der  Saite  entsprachen.  Ich  fand  es  sehr  wichtig,  hier- 
bei eine  Geige  von  bester  Construction  zu  benützen,  und  war 
so  glücklich,  mir  ein  schönes  Instrument  von  Guadanini 
für  diese  Versuche  verschaffen  zu  können.  Auf  den  gewöhn- 
lichen Instrumenten  von  geringerer  Güte  konnte  ich  die  Curve 
nicht  constant  genug  erhalten,  um  die  kleinen  Einschnitte,  die 
ich  nachher  beschreiben  werde,  zu  zählen,  obwohl  der  Gesammt- 
charakter  der  Curve  derselbe  blieb  bei  allen  Listrumenten,  die 
ich  untersuchte:  Die  Curve  pflegte  sich  sprungweise  längs  der 
Abscissenlinie  zu  verschieben , und  jeder  Sprung  war  von  einem 
kratzenden  Ton  des  Bogens  begleitet.  Dies  geschah  schnell 
liinter  einander  bei  den  schlechteren  Instrumenten ; bei  dem 
italienischen  Instrument  dagegen  gelang  es  mir  nach  einiger 
Uebung  eine  ganz  ruhige  Curve  zu  erzielen,  so  lange  der  Bogen 
sich  in  einer  Richtung  bewegte,  und  der  Klang  war  sehr  rein 
und  frei  von  Kratzen. 

Wir  können  uns  die  Bewegung  der  Saite  als  aus  zwei  ver- 
schiedenen Schwingungsarten  zusammengesetzt  denken;  deren 
erste  in  Bezug  auf  Grösse  der  Amplitude  bei  weitem  über- 
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wiegt.  Ihre  Periode  entspricht  der  Periode  des  Grundtons 
der  Saite,  und  sie  ist  unabhängig  von  der  Stelle,  an  der  der 
Bogen  angesetzt  wird.  Die  zweite  Bewegung  bringt  nur  ganz 
kleine  Einschnitte  in  der  Ourve  hervor.  Ihre  Schwingungs- 
periode entspricht  einem  der  höheren  Obertöne  der  Saite.  Es 
ist  bekannt,  dass  eine  Saite,  wenn  sie  uns  einen  der  höheren 
Obertöne  hervorb ringt,  sich  in  verschiedene  schwingende  Ab- 
theilungen von  gleicher  Länge  theilt,  welche  durch  ruhende 
Knotenpunkte  von  einander  getrennt  sind.  In  allen  Knoten- 
punkten des  Obertons  der  der  kleineren  hier  erwähnten  Be- 
wegung der  Saite  entspricht,  erscheint  die  Hauptbewegung 
allein;  auch  an  anderen  Stellen  der  Saite  können  die  Ein- 
schnitte, welche  der  zweiten  Bewegung  entsprechen,  leicht  un- 
deutlich werden,  wenn  die  Lichtlinie  zu  breit  ist 

Die  Hauptbewegung  der  Saite  ist  derartig,  dass  jeder 
Punkt  derselben  erst  mit  einer  constanten  Geschwindigkeit  in 
der  einen  Richtung  vorwärts  geht  und  dann  mit  einer  andern 
constanten  Geschwindigkeit  in  die  erste  Lage  zurückkehrt. 

Figur  7 stellt  vier  solcher  Schwingungen  dar,  welche  einer 
Schwingung  der  Stimmgabel  entsprechen.  Die  horizontalen 


Abscissen  sind  proportional  der  Zeit,  die  senkrechten  Ordinaten 
sind  proportional  der  Ablenkung  des  schwingenden  Punktes. 
Jede  Schwingung  wird  auf  der  Curve  durch  zwei  gerade  Linien 
gebildet.  Die  Curve  wird  nicht  ganz  in  dieser  Gestalt  durchs 
Mikroskop  gesehen,  weil  dieses  ilire  horizontalen  Abscissen  nicht 
der  Zeit,  sondern  dem  Sinus  der  Zeit  proportional  zeigt.  Man 
muss  sich  vorstellen,  dass  die  Curve  (Fig.  7)  um  einen  durch- 
sichtigen Cy linder  aufgewickelt  sei,  sodass  die  beiden  Enden 
derselben  zusammenstossen,  und  dass  das  Ganze  perspektivisch 
aus  grosser  Entfernung  gesehen  wrerde;  auf  diese  Weise  giebt  es 
das  wirkliche  Aussehen  der  Curve  wieder,  wie  es  in  Figur  S 
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in  zwei  verschiedenen  Ansichten  dargestellt  ist.  W enn  die  Zahl 
der  Saitenschwingungen  in  gleicher  Zeit  genau  viermal  grösser 
ist,  als  die  der  Stimmgabelschwingungen,  so  verharrt  die  Curve 
ruhig  in  derselben  Stellung.  Wenn  dagegen  ein  kleiner  Unter- 
schied in  der  Stimmung  stattfindet,  so  sieht  es  aus,  als  ob  der 
(Minder  sich  langsam  um  seine  Axe  drehte,  und  durch  die 
Bewegung  der  Curve  erhält  der  Beobachter  den  lebhalten  Ein- 
druck einer  cylindrischen  Oberfläche  mit  darauf  gezeichneten 
Limen,  als  ob  er  ein  stereoskopisches  Bild  vor  sich  hätte.  Der- 
selbe Eindruck  kann  hervorgebracht  werden,  wenn  man  die 
beiden  Zeichnungen  Fig.  8 stereoskopisch  vereinigt. 


Wir  lernen  demnach  aus  diesen  Versuchen:  1)  dass  die 

Saiten  einer  Violine,  wenn  ein  Bogen  darüber  geführt  wird,  in 
einer  Ebene  schwingen;  2)  dass  jeder  Punkt  der  Saite  in  con- 
>tanter  Geschwindigkeit  sich  hin  und  her  bewegt. 

Diese  beiden  Daten  genügen,  um  die  vollständige  Gleich- 
ung für  die  Bewegung  der  ganzen  Saite  zu  finden.  Es  ist  die 
folgende : 


y ist  die  Elongation  des  Punktes,  dessen  Entfernung  von  einem 
Ende  der  Saite  mit  x bezeichnet  ist,  l die  Länge  der  Saite;  t die 
Zeit;  T die  Dauer  einer  Schwingung;  A eine  willkürliche 
Constante;  n bezeichnet  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen,  nach 
denen  zu  addiren  ist,  wie  das  Zeichen  anzeigt. 

Eine  anschauliche  Vorstellung  von  der  durch  diese  Glei- 
chung ausgedrückten  Bewegung  kann  auf  folgende  Weise  ge- 
geben werden: 

Man  lasse  a b , Fig.  9 die  Gleichgewichtsstellung  der  Saite 
sein.  Während  der  Schwingung  wird  ihre  Form  a c h sein,  zu- 
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sammengesetzt  aus  zwei  geraden  Linien  ac  und  bc , die  sich  in 
dem  Punkte  schneiden.  Man  lasse  diesen  Schnittpunkt  mit 
gleichbleibender  Geschwindigkeit  sich  längs  zweier  flacher  kreis- 
förmiger Bogen  fortbewegen,  die  zu  beiden  Seiten  der  Saite 
symmetrisch  liegen  und  durch  deren  Enden  gehen,  wie  Pig.  9 
zeigt.  So  erhält  man  eine  Bewegung,  die  der  der  wirklichen 
Saite  entspricht. 


Fig.  9. 


Die  Bewegung  jedes  einzelnen  Punktes  betreffend,  so  kann 
aus  Gleichung  (1)  hergeleitet  werden,  dass  die  zwei  Theile  a b 
und  h c (Fig.  7)  der  Zeitdauer  jeder  Schwingung  proportional 
sind  den  zwei  Theilen,  in  die  die  Saite  durch  den  beobachteten 
Punkt  getheilt  wird.  Die  beiden  Geschwindigkeiten  sind  natür- 
lich umgekehrt  proportional  zu  den  Zeiten  a b und  b c.  In 
derjenigen  Hälfte  der  Saite,  welche  vom  Bogen  berührt  wird, 
hat  die  kleinere  Geschwindigkeit  cüeselbe  Richtung,  als  der 
Bogen;  in  der  anderen  Hälfte  der  Saite  hat  sie  die  entgegen- 
gesetzte Richtung:  Indem  ich  che  Geschwindigkeit  des  Bogens 
mit  der  Geschwindigkeit  des  von  ihm  berührten  Punktes  ver- 
glich, fand  ich,  dass  dieser  Punkt  der  Saite  ganz  fest  am  Bogen 
haftet  und  der  Bewegung  des  letztem  während  der  Zeitdauer 
a b vollständig  folgt;  dann  reisst  er  sich  los  und  kehrt  zu  seiner 
ersten  Stellung  b c zurück,  bis  der  Bogen  ihn  wieder  packt  und 
festhält. 

Mit  dieser  Hauptschwingungsform  setzen  sich,  wie  schon 
erwähnt,  kleinere  Schwingungen  zusammen,  deren  Art  ich  nur 
in  dem  Falle  genau  anzugeben  vermag,  wenn  der  Bogen  einen 
Punkt  berührt,  dessen  Entfernung  vom  nächsten  Ende  der 
Saite  J,  J oder  \ seiner  ganzen  Länge,  allgemein  also  1/m  ist, 
wenn  m eine  ganze  Zahl  bezeichnet.  Da  der  Punkt,  wo  der 
Bogen  angesetzt  wird,  nicht  durch  irgend  welche  Schwingung, 
die  zum  raten,  2raten  etc.  Oberton  gehört,  in  Bewegung  gesetzt 
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wird,  so  ist  es  ganz  gleichgültig  für  die  Bewegung  dieses 
Punktes  und  für  die  Anstösse,  die  der  Bogen  der  Saite  mittheilt, 
ob  Schwingungen,  die  den  raten  Oberton  entsprechen,  existiren 
oder  nicht.  Th.  Young  hat  bewiesen,  dass  wenn  wir  die 
Schwingungen  einer  Saite  dadurch  hervorrufen,  dass  wir  sie 
mit  dem  Finger  zupfen,  wie  bei  der  Harfe,  oder  sie  mit  einom 
Schlage  treffen,  wie  beim  Clavier,  in  der  darauf  folgenden  Be- 
wegung alle  diejenigen  Obertöne  fehlen,  welche  an  dem  berühr- 
ten Punkte  einen  Knoten  haben.  Ich  schloss  also  daraus,  dass 
auch  der  Bogen  diejenigen  Obertöne  nicht  erregen  kann,  welche 
einen  Knotenpunkt  an  der  Stelle  haben,  wfo  er  angesetzt  wird ; 
und  ich  fand  in  der  That,  dass  das  Ohr,  wenn  der  Punkt  1 / m 
vom  Ende  entfernt  ist,  den  mten  Partialton  nicht  hört,  selbst 
wenn  es  sehr  wohl  alle  anderen  Obertöne  unterscheidet.  Des- 
halb werden  in  der  Gleichung  (1)  alle  diejenigen  Bestandtheile 
der  Summe  fehlen  müssen,  in  denen  n gleich  m oder  2 m oder 
3m  etc.  ist.  Diese  Glieder  zusammengenommen,  bilden  eine 
Schwingung  der  Saite  mit  m schwingenden  Abtheilungen.  Jede 
dieser  Abtheilungen  schwingt  in  derselben  W eise,  wie  ich  es  für 
die  Hauptschwingung  der  ganzen  Saite  vorher  beschrieben  habe. 
Diese  kleinen  Schwingungen  müssen  von  der  Hauptschwingung 
der  ganzen  Saite  abgezogen  werden,  um  die  wirkliche  Schwin- 
gung zu  erhalten.  Curven,  die  nach  dieser  theoretischen  An- 
sicht gebildet  werden,  entsprechen  sehr  gut  den  wirklich  be- 
obachteten Curven. 

Wenn  m — 5 und  der  beobachtete  Punkt  der  Saiten- 


Fig.  io. 


lange  vom  anderen  Ende  der  Saite  entfernt  ist,  so  entsteht  die 
in  Fig.  101)  dargestellte  Form  der  Bewegung.  Nahe  dem  Ende 

1)  Die  Figur  ist  neu  construirt,  um  sie  deutlicher  und  richtiger  zu 
machen  (1881). 
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der  Saite,  da  wo  die  Geiger  gewöhnlich  den  Bogen  ansetzeru 
liegen  die  Knotenpunkte  der  verschiedenen  Obertöne  sehr  nahe 
beisammen,  sodass  der  Bogen  fast  immer  auf  oder  doch  ganz 
nahe  an  einem  solchen  Knoten  ist.  Wenn  ich  die  Saite  in  der 
Mitte  zwischen  zwei  Knoten  anschlug,  so  konnte  ich  keine 
Curve  hervorbringen,  die  genügend  constant  für  sichere  Be- 
obachtung gewesen  wäre.  Wenn  ich  sehr  nahe  an  dem  Ende 
streiche,  so  wechselt  der  Ton  sehr  oft  zwischen  dem  Grund- 
ton  und  dem  zweiten  und  dritten  Oberton,  was  sich  durch 
allmählige  und  entsprechende  Veränderungen  an  der  Curve  zeigt. 


Zusatz  (1881). 


Vollständigere  Behandlung  desselben  Themas  findet  sich 
in  meiner  „Lehre  von  den  Tonempfindungen“  Abth.  I.  Absch.  5. 
Kr.  4 und  Beilage  VI.  Aus  letzteren  ergänze  ich  im  Folgen- 
den die  in  der  vorstehenden  Abhandlung . fehlende  mathema- 
tische Behandlung  des  Problems: 

Rechnen  wir  die  Zeit  in  Fig.  7 von  der  Abscisse  des 
Pimktes  a ab,  sodass  für  a t=  0,  setzen  wir  ferner  für  den 
Punkt  b i—%,  und  für  den  Punkt  c t — T,  sodass  letzteres 
die  Dauer  einer  ganzen  Periode  bezeichnet,  dann  ist  der  Werth 
von  y zu  setzen: 


von  t = 0 bis  t — % y — ft  + h 
von  t = % bis  t = T y — g ( T—  t)  -f  h 


wobei  für  t = % sich  ergiebt,  dass : 

Wenn  -wir  nun  y entwickelt  denken  in  eine  Fourier’sche 
Reihe : 

, • 2nt  . . . 4ni  . A • 6ttI 
y = Al  sin  -y  + A.2  sin  -f-  A3  sm  etc. 

i 7!>  277 1 . rj  47T  t , t-j  6/7 1 

+ cos  + Z?2  cos  + B3  cos  etc. , 


so  ergiebt  sicli  durch  Integration: 

T T 

I [ • o 2/i  7 it  i . C*  ♦ 2 it  77 1 j, 

An  J sm-  - T dt  — j y sm  dt 
0 0 
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,r 


cos 


2 


2n  nt 

~T~ 


dt 


-/> 


2 nnt  j. 
COS  — jr-  dt 


0 0 

und  dies  giebt  folgende  Werthe  von  An  und  Bn : 

I j _(S+f)T  • 2nnZ 

— 2n3-3  8111  ’~'7r* 


n 


und  y bekommt  die  Form : 


n=  ao 


n=l 


1 . nnX  • 

2 nn 

Ltsm  T sm 

T 

H)[ 

• • • • 


(2) 


In  der  Gleichung  (2)  bedeutet  y nur  die  Entfernung  eines 
bestimmten  Saitenpunktes  von  der  Gleichgewichtslage.  Wenn 
* die  Entfernung  dieses  Punktes  vom  Anfang  der  Saite  be- 
zeichnet, und  L die  Länge  der  Saite,  so  ist  die  allgemeine 
Form  des  Werthes  von  y : 

n—  * j 


y = 2 I c»8in  ("zr)sin 
+ 2 { D* sin  (“!-) co&2^  (*  “ 1) } 


(3) 


Die  Vergleichung  der  Gleichungen  (2)  und  (3)  zeigt  un- 
mittelbar, dass  alle: 

Dn  — 0 und 


sin  ^ 


nnx 


\ ff+f  T • nnX 
— ^ sin  — =- 


L ) ~ n*~'  n3  8U1  T ^ 

Hierin  sind  g und  % abhängig  von  x aber  nicht  von 
fl.  Nimmt  man  die  Gleichungen  für  n = 1 und  n — 2 und 
«ÜTidirt  sie  durch  einander,  so  giebt  es: 

Co  nx  1 nX 

c;eosT  = icoa~T- 

Daraus  folgt  für  x — LJ  2,  wie  auch  die  Beobachtung  lehrt, 

$=7y2.  Wenn  aber  .r  = 0;  so  wird  nach  den  Beobachtungen 

auch  i = 0 ; es  folgt  also : 

C — — C 
^2  ~ 4 v 1 


x X 
~L~  ~T 

Helmholti,  wissen^ch.  Abhandlungen. 


(3b) 
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und  daraus,  dass  g -f  / unabhängig  von  x sei.  Nennen  wir  /> 
die  Amplitude  der  Schwingung  des  Saitenpunktes  x,  so  ist: 

f%=g(T-%  = 2p 

y._2/»  2 p 2pT  _ 2 p L* 

ff  ~ % + T-t  ~ T (P=~X)  _ TxjL-V)' 


Und  da  g +f  von  x unabhängig  ist,  muss  sein : 


wo  j P die  Amplitude  in  der  Mitte  der  Saite  bezeichnet.  Aus 
der  Gleichung  (3b)  folgt,  dass  die  Abschnitte  ab  und  bc  der 
Schwingungsfigur,  Fig.  7 (S.  412),  sich  verhalten  müssen  wie  die 
entsprechenden  Theile  der  Saite  auf  beiden  Seiten  des  be- 
obachteten Punktes.  Daraus  folgt  schliesslich,  dass: 


als  vollständiger  Ausdruck  für  die  Bewegung  der  Saite. 

Setzt  man  t — %j 2 = 0,  so  wird  y für  jeden  Werth  von 
x gleich  Null,  also  gehen  alle  Theile  der  Saite  gleichzeitig 
durch  die  Gleichgewichtslage  der  Saite.  Von  da  ab  ist  die 
Geschwindigkeit  f des  Punktes  x: 


8P(L-<r) 

LT 


Diese  Geschwindigkeit  bleibt  aber  nur  während  der  Zeit  Z: 


% = T— 

A L 

bestehen.  Nach  der  Zeit  i ist  also: 

y =ft  =**  ( L — x)t 


so  lange: 
und  also: 


LT * 
t<TT 

y < - *)• 


(<> 


Von  da  ab  geht  ?/  mit  der  Geschwindigkeit  g — 2p/(T— Z) 
= 8 Px j LT  zurück.  Es  ist  also  y nach  der  Zeit  t.—%  -M}: 

SP  f T \ $Px , 

y jß  ^ *F)  jßp 


Und  da: 


t T-%  T 

L — x = — — — L 
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soist:  y = 8/|{r-(<j+<l)}  =8^(r-o....(  4a) 

Auf  dem  einen  Theile  der  Saite  ist  also  die  Ablenkung 
gegeben  durch  die  Gleichung  (4),  auf  dem  anderen  durch  (4  a). 
Beide  Gleichungen  geben  für  die  Gestalt  der  Saite  eine  gerade 
Linie,  welche  entweder  (4)  durch  den  Punkt  x — L , oder  (4  a) 
durch  den  Punkt  x = 0 geht.  Es  sind  dies  die  beiden  Endpunkte 
der  Saite.  Ihr  Schneidepunkt  ist  gegeben  durch  die  Bedingung: 

8 P / r x , S P , rrj  ,\ 

y ^ — ~ltx  ^ ^ 0* 


Es  muss  also  sein: 


(L  — x)  t — x (T  — t)f  JA  — x T. 


Die  Abscisse  x des  Schnittpunktes  wächst  also  proportional 
der  Zeit.  Der  Schnittpunkt,  welcher  zugleich  der  am  meisten 
aus  der  Gleichgewichtslage  entfernte  Punkt  der  Saite  ist,  rückt 
also  mit  constanter  Geschwindigkeit  von  einem  Ende  der  Saite 
zum  anderen,  und  während  dieser  Zeit  liegt  der  Schnittpunkt 
selbst  auf  einem  parabolischen  Bogen,  da  für  ihn: 


y = 


SP 

L% 


Die  Bewegung  der  Saite  lässt  sich  also  kurz  so  beschreiben, 
dass  in  Fig.  9 der  Fusspunkt  d der  Abscisse  ihres  Gipfels,  mit 
constanter  Geschwindigkeit  auf  der  Linie  a b hin-  und  hereilt,  wäh- 
rend der  Gipfelpunkt  selbst  die  beiden  parabolischen  Bögen  acxb 
und  bc2a  nach  einander  durchläuft,  und  die  Saite  selbst  in  den  bei- 
den geraden  Linien  ac l und  bcl  oder  ac2  und  bc2  ausgespannt  ist. 

Die  beim  Anstrich  in  einem  Knotenpunkte,  Z /m  vom  Ende 
der  Saite  entfernt,  wegfallenden  Obertöne  werden  durch  die- 
jenigen Glieder  der  Reihe  3 c dargestellt,  in  denen  n den  Factor 
m hat.  Diese  bilden  unter  sich  eine  Reihe  welche  genau  die- 
selbe Gestalt,  wie  die  ganze  Reihe  hat,  und  genau  dieselbe 
Bewegung  für  jeden  mten  Theil  der  Saitenlänge  darstellt, 
vor  sich  gehend  während  des  m teil  Theils  der  Schwingungs- 
dauer, und  von  einer  Amplitude,  die  der  m2te  Theil  von  der 
der  Hauptbewegung  ist.  Die  Geschwindigkeiten  der  Saiten- 
punkte sind  dagegen  1 j m von  den  entsprechenden  Geschwindig- 
keiten der  Hauptbewegung.  Mit  Hülfe  dieser  Angaben  kann 
man  die  in  Fig.  10  ausgefiihrte  Construction  machen. 

27* 


Digitized  by  Google 


XXIII. 

Ueber  musikalische  Temperatur. 

Verhandlungen  des  naturhistorisch-medicinischen  Vereins  zu  Heidelberg 
vom  23.  November  1860.  — Poggendorff’s  Annalen  Bd.  113  S.  87—90. 


w Jede  Durtonleiter  enthält  in  sich  die  Töne  dreier  Dur- 
accorde;  C dur  z.  B.  der  drei  Accorde 

F a C,  C e G,  G h D. 

Sollen  diese  Accorde  rein  klingen,  so  müssen  die  grossen  Terzen 
das  Yerhältniss  der  Schwingungszahlen  4:5,  und  die  Quinten 
das  Yerhältniss  2:3  haben:  innerhalb  der  Grenzen  einer  Ton- 
art ist  auch  kein  flinderniss,  sie  so  zu  stimmen.  Wenn  man 
aber  in  eine  andere  Tonart  übergehen  will,  z.  B.  G dur,  so  giebt 
der  neu  hinzutretende  Accord  D,  fis,  A eine  Quinte  A,  welche 
nicht  mehr  gleich  dem  ersten  a der  Terz  von  F ist  Wenn 
wir  die  Schwingungszahl  von  F gleich  1 setzten,  ist  a,  die 
grosse  Terz  von  F = j und  A die  Quinte  von  D = g|.  Die 
beiden  Werthe  von  A stehen  im  Yerhältniss: 

a:  A — 80:81. 

Das  Bedürfhiss  der  Tastaturinstrumente  hat  die  Musiker  ver- 
leitet, statt  dieser  beiden  Töne  einen  einzigen  setzen  zu  wollen, 
wobei  nothwendig  eins  beider  Intervalle  oder  beide  falsch 
werden  müssen.  Die  Griechen,  welche,  wie  es  scheint,  nur 
einstimmig  oder  in  Octaven  einhergehend  ihre  Musik  ausführ- 
ten,  beobachteten  richtig,  dass  ein  Fehler  in  der  Fortschrei- 
tung  von  einer  Quinte  viel  auffallender  sei,  als  in  der  Fort- 
schreitung  von  einer  Terz,  und  hielten  also  die  Quinten  rein, 
indem  sie  die  Pythagoräische  Terz  64:81  als  Norm  fest- 
setzten. 
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Wenn  man  aber  sich  das  auch  gefallen  lässt,  und  weiter 
modulirt  in  Quinten  fortschreitend  von  A nach  E,  H,  Fis, 
Cis,  Gis,  Dis,  Ais,  so  kommt  man  zuletzt  auf  Eis,  welches 
beinahe,  aber  nicht  ganz  mit  dem  F zusammenfällt,  von  dem 
man  ausgegangen  ist  Es  ist  nämlich  höher  im  Verhältniss 
531441 : 524288,  oder  abgekürzt  mittels  Kettenbrüchen,  im  Ver-  »8 
hältniss  74:73.  Um  nun  im  Interesse  der  Tastatur-Instrumente 
die  beiden  Töne  Eis  und  F vereinigen  zu  können,  mussten 
wieder  eine  oder  mehrere  Quinten  unrein  gemacht  werden.  Es 
ergab  sich  als  das  Beste,  den  Fehler  unter  alle  gleichmässig 
zu  vertheilen,  indem  man  alle  Quinten  etwas  zu  klein  macht. 
Die  Abweichung  der  Quinten  in  diesem  jetzt  allgemein  herrschen- 
den Stimmungssystem  ist  nun  in  der  That  ausserordentlich  klein, 
indem  die  reine  zur  temperirten  Quinte  sich  wie  886 : 885  ver- 
hält Dabei  verringert  sich  denn  auch  der  Fehler  in  der  Terz 
etwas,  indem  er  von  gj  auf  sinkt. 

Die  neuere  Musik  ist  nun  entschieden  harmonisch,  und  für 
diesen  Fall  ist  die  Voraussetzung  nicht  richtig,  dass  Fehler 
der  Terzen  weniger  schädlich  sind,  als  Fehler  der  Quinten. 
Das  Widrige  falsch  gestimmter  Intervalle  entsteht  vornehmlich 
durch  die  Schwebungen  ihrer  Combinationstöne  und  harmoni- 
schen Obertöne.  Die  Schwingungszahl  der  stärksten  Combina- 
tioustöne  ist  gleich  der  Differenz  der  Schwingungszahlen  der 
primären  Töne.  Im  reinen  Duraccord: 

64:80: 96 

geben  beide  Terzen  den  Combinationston  16,  die  zweite  Unter- 
octave  des  Grundtons.  Aber  im  Pythagoräischen  Accord: 

64:81:96 

geben  sie  die  Combinationstöne  17  und  15,  welche  bezüglich 
einen  halben  Ton  höher  und  tiefer  sind,  als  der  richtige  Com- 
binationston, miteinander  2 Schwebungen  machen  in  der  Zeit, 
wo  der  Grundton  des  Accordes  64  Schwingungen  macht.  Ist 
dieser  c,  mit  256  Schwingungen,  so  ist  die  Zahl  der  Schwebun- 
gen der  Combinationstöne  8 in  der  Sekunde,  was  ein  entschie- 
denes Knarren  des  Tons  giebt.  Ausserdem  klingen  jene  beiden 
Combinationstöne,  sobald  man  auf  sie  aufmerksam  wird,  ab- 
scheulich zur  Harmonie. 

Nun  sind  nicht  alle  Musikinstrumente  gleich  empfindlich 
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gegen  Dissonanzen.  Singstimmen  sind  gar  nicht  an  eine  Tem- 
peratur gebunden,  auf  den  Streichinstrumenten  sind  es  nur  die 
st»  Töne  der  leeren  Saiten.  Hier  kann  also  ein  fein  geübter 
Musiker  den  grösseren  Härten  ausweichen.  Das  Clavier  ist 
wenig  empfindlich  gegen  Dissonanzen,  weil  seine  Töne  zu  kurz 
verhallen,  und  die  Orgel  ist  wegen  der  constanten  Stärke  ihrer 
Töne  zu  rauschender  Musik  mit  gehäuften  Dissonanzen  mehr 
geeignet,  als  für  ausdrucksvolle  von  weichem  Wohlklange.  Aus 
diesen  Gründen  konnten  sich  die  zur  künstlerischen  Musik  am 
besten  geeigneten  Instrumente  mit  den  Nachtheilen  der  tempe- 
rirten  Stimmung  ziemlich  abfinden.  Ausserdem  werden  die 
Schwebungen,  wenn  sie  nicht  sehr  schnell  sind,  wenig  fühlbar 
in  schnell  bewegter  Musik,  wenn  die  Dauer  der  meisten  Töne 
kürzer  ist,  als  die  Dauer  der  Schwebungen. 

Deutlich  fühlbar  werden  die  Mängel  der  Stimmung  bei 
allen  langsam  sich  bewegenden,  aushaltenden  Tönen,  und  desto 
mehr,  je  kräftiger  diese  sind.  Chöre  von  Blasinstrumenten  sind 
deshalb  für  die  vollendet  künstlerische  Musik  fast  gar  nicht 
anwendbar.  Besonders  auffallend  sind  nun  die  Nachtheile 
auch  in  der  gegenwärtig  sich  sehr  verbreitenden  Physharmonika, 
um  so  mehr,  als  die  Combinationstöne  an  diesem  Instrumente 
wegen  seiner  besonderen  Construction  etwas  stärker  sind,  als 
an  anderen.  Hier  ist  der  Unterschied  rein  gestimmter  und 
temperirter  Accorde  so  gross,  dass  letztere  nach  ersteren  wie 
Dissonanzen  klingen. 

Will  man  also  reine  Harmonien  haben,  so  bleibt  nichts 
übrig,  als  jedem  Tone  der  Scala  zwei  verschiedene  Werthe  zu 
geben,  je  nachdem  er  Terz  oder  Quint  beziehlich  Grundton 
eines  Duraccordes  ist,  welche  Werthe  im  Verhältniss  80:81 
stehen.  Ich  bezeichne  im  Folgenden  die  höheren  Töne  mit 
grossen  Buchstaben,  die  niederen  mit  kleinen.  Berücksichtigt 
man  nun  noch,  dass  die  oben  berechnete  Differenz  zwischen 
Eis  und  F,  nämlich  ^ nahehin  gleich  ist  der  zwischen  F und  f, 
welche  beträgt,  so  kann  man  nahehin  die  durch  Kreuze  er- 
höhten Töne  der  niederen  Reihe  gleich  den  durch  b erniedrig- 
ten Tönen  der  oberen  setzen,  also  cis  = Des,  fis  = Ges  u.  s.  w. 
So  erhält  man  folgende  Reihe  von  Durac corden  zur  Ver- 
fügung: 
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Fes*  as  Ces*  es  Ges*  b Des*  f As  c Es  g B d 

F aC  eGhDfisAcisE  gis*  H dis* 

Fis  ais*  Cis  eis* 

Die  mittleren  seien  mathematisch  rein,  in  den  äussersten 
ist  bei  den  mit  Sternchen  versehenen  die  erwähnte  Verwechs- 
lung vorgenommen  worden,  welche  streng  genommen  allerdings 
einen  Fehler  giebt,  der  aber  verschwindend  klein  ist  In  den  be- 
treffenden Accorden  hat  nämlich  nur  die  Terz  den  kleinen  Fehler, 
den  in  der  gleichschwebenden  Temperatur  die  Quinte  hat;  er 

beträgt  ^e- . • Wenn  man  diesen  Fehler  auf  die  verschiedenen 

0 88o,b 

Quinten  vertheilen  wollte,  würde  er  für  jede  ^ dieser  Grösse 
betragen,  aber  diese  erhöhte  theoretische  Genauigkeit  wäre 
praktisch  illusorisch,  da  schon  jetzt  der  ganze  Fehler  von  gJ5 
bei  den  Quinten  an  der  Grenze  dessen  liegt,  was  ein  geübtes 
musikalisches  Ohr  unterscheiden  kann. 

Für  die  praktische  Ausführung  sind  entweder  zwei  Tasta- 
turen nötliig,  wobei  es  dem  Spieler  überlassen  bleibt,  die  Töne 
des  Accordes  passend  in  der  einen  oder  anderen  Reihe  zu 
wählen,  oder  man  sondert  die  Töne  in  8 Gruppen: 


F 

a 

Cis 

f 

A 

cis 

C 

e 

as 

c 

E 

gis 

G 

h 

es 

g 

H 

dis 

D 

fis 

b 

d 

Fis 

B 

Alle  Töne  jeder  dieser  Gruppen  werden  durch  einen  be- 
sonderen Windkanal  gespeist,  und  durch  Pedale  wird  regulirt, 
dass  der  Wind  entweder  der  rechten  oder  linken  Gruppe  jeder 
Linie  zugeführt  wird.  Es  sind  nur  vier  Ventile  nöthig,  zu 
stellen  durch  vier  Pedale;  dadurch  kann  dann  das  Instrument 
für  jede  Tonart,  welche  im  Laufe  des  Musikstückes  eintritt, 
in  richtige  Stimmung  gebracht  werden. 


XXIV. 


Ueber  die  arabisch-persische  Tonleiter. 

Verhandlungen  des  naturhistorisch-medicinischen  Vereins  zu  Heidelberg. 
Bd.  II  8.  216 — 217.  (Manuscript  eingeliefert  am  2.  Juli  1862.) 


2i8  Ich  habe  in  einer  früheren  Sitzung  vom  23.  Novbr.  18601) 
ein  Sytem  der  Construction  und  Stimmung  musikalischer  Instru- 
mente beschrieben,  welches  erlaubt,  durch  alle  Tonarten  in 
reinen  consonanten  Accorden  zu  spielen.  Es  sind  zu  dem  Ende 
doppelt  so  viel  Tonstufen  nöthig,  als  für  die  gewöhnliche  gleich- 
schwebende Temperatur.  Es  hängt  aber  noch  von  einem  be- 
sonderen Umstande  ab,  dass  man  mit  dieser  Zahl  von  Ton- 
stufen auskommt.  Wenn  man  vom  Tone  C aus  in  aufsteigenden 
Quinten  fortschreitet  C — G — D — A — E,  so  kommt  man 
bei  der  vierten  Quinte  auf  den  Ton  E,  welcher  der  natürlichen 
Terz  des  Tons  C,  die  ich  wie  in  der  früheren  Mittheilung  e 
nennen  will,  bis  auf  das  kleine  Intervall  gj  nahe  kommt  In 
der  griechischen  Stimmung  wird  dieses  E statt  des  Tones  e 
als  Terz  von  C benutzt.  Wenn  man  dagegen  von  C aus  in 
acht  Quintenschritten  abwärts  geht,  C — F — B — Es — As  — 
Des — Ges  — Ces — Fes,  so  kommt  man  auf  den  Ton  Fes, 
welcher  nur  etwa  noch  um  den  zehnten  Theil  des  Intervalls  gj 
sich  von  e unterscheidet,  und  praktisch  in  allen  Fällen  ohne 
Bedenken  für  e gesetzt  werden  kann.  Das  damals  beschriebene 
Stimmungssystem  beruht  wesentlich  darauf,  dass  vertauscht 
werden 

Fes  mit  e,  Ces  mit  h,  Ges  mit  fis  u.  s.  w. 

1)  Vgl.  Verhandlungen  Bd.  II.  Heft  III.  p.  73.  — Diese  Sammlung 
Nr.  XXHI. 
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Ich  habe  nun  gefunden,  dass  die  arabisch-persischen  Musi- 
ker, obgleich  sie  ihre  Tonleitern  nur  für  einstimmige  Musik 
ausbildeten,  doch  dieselbe  Vertauschung  benutzt  haben,  um 
reine  natürliche  Scalen  zu  erhalten.  Die  gewöhnliche  Ansicht 
ist,  dass  die  arabisch-persische  Scala  in  17  Dritteltöne  einge- 
theilt  sei  In  dem  Werke  von  Kiesewetter  über  die  Musik 
der  Araber  finden  sich  aber  die  Vorschriften,  welche  Abdul 
Kadir  und  Schafieddin,  persische  Musiker  des  XIV.  Jahr- 
hunderts, gegeben  haben  für  die  Eintheilung  des  Monochords, 
und  für  die  Weise,  wie  die  Bunde  auf  der  Laube  zu  setzen 
sind.  Aus  diesen  ergiebt  sich  ganz  genau  die  Construction 
ihrer  Tonleiter,  welche  wir  in  den  von  uns  nach  Haupt- 
mann’s  Vorschlag  gebrauchten  Zeichen  folgendermassen  schrei- 
ben können: 

C— Des — d — D — Es — e — E — P — Ges  — g — G — As — a — 

B— h— c — C. 

Diese  Leiter  ist  nach  einer  Reihe  von  17  Quinten  ge- 
stimmt, nämlich: 

c — g — d — a — e — h — fis 

das  fis  können  wir  auch  Ges  schreiben  und  dann  fortfahren: 

Ges— Des  — As  — Es  — B-  F — C— G — D—  A— E. 

Die  Perser  und  Araber  bilden  daraus  theils  Scalen  nach 
griechischer  Art  mit  Pythagoräischen  Terzen  und  Sexten,  theils 
solche  mit  natürlichen  Terzen  und  Sexten.  Als  Tonica  ist  in 
der  Regel  die  Quarte  der  Leiter  F zu  betrachten. 

A.  Griechisch 

Tonart  Uschah:  C — D— E — F — G — A — B — C. 

Tonart  Newa:  C — D — Es — F — G — As — B — C. 

Tonart  Buselik:  C — Des — Es — F — Ges — As — B — C. 

B.  Natürlich 

Tonart  Rast:  C — d — e — F — G — a — B — C. 

Tonart  Sengule:  C — D — e — F — g— a — B— C. 

Tonart  Rehawi:  C — d — e — F — g— As— B — C. 

Tonart  Hussein:  C — d— Es — F — g— As — B — C. 

Tonart  Hidschef:  C — d — Es — F— g — a — B — C. 

Bei  den  späteren  alexandrinischen  Griechen  Didymus  und 
Ptolomaeus  im  I.  und  IL  Jahrhundert  unserer  Zeitrechnung 
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finden  wir  unter  anderen  „Tonfarben“  auch  ein  sogenanntes 
syntonisches  Geschlecht,  welches  natürliche  Terzen  enthält^ 
und  dessen  Tetrachord  in  die  Intervalle 

16  9 io 

15 ' 8 ’ 9 

getheilt  ist.  Da  wir  aber  bei  den  Persern  die  Unterschiede 
der  natürlichen  und  Pythagoräischen  Stimmung  auf  ein  den 
Griechen  ganz  unbekanntes,  bei  jenen  aber  consequent  durchge- 
führtes  System  begründet  finden,  erscheint  es,  wenn  man  eine 
Communication  annehmen  will,  viel  wahrscheinlicher,  dass  die 
alexandrinischen  Griechen  einige  Bruchstücke  des  Persischen 
Systems  aufgenommen  haben,  als  umgekehrt.  Dass  die  Araber 
diese  Systeme  von  den  Persern  entlehnt  haben,  nachdem  sie 
Persien  erobert  hatten,  steht  durch  die  Zeugnisse  der  arabi- 
schen Schriftsteller  fest. 


Elektrodynamik. 


XXV. 


lieber  die  Dauer  und  den  Verlanf  der  dnrch  Stromes- 
Schwankungen  inducirten  elektrischen  Ströme. 

Poggendorff’s  Annalen  der  Physik  und  Chemie.  Bd.  83  S.  505—540. 
(1851.)  Vorläufige  Notiz  im  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  1851 

S.  287. 


Die  von  Pouillet  vorgeschlagene  Methode,  eine  zu  mes-  bob 
sende  kleine  Zeitgrösse  aus  der  Wirkung  zu  berechnen,  welche 
während  derselben  ein  elektrischer  Strom  von  bekannter  In- 
tensität auf  einen  Magnet  ausgeübt  hat,  ist  von  mir  für  physio- 
logische Zwecke  benutzt  worden.  Im  weiteren  Verlaufe  dieser 
Messungen  sah  ich  mich  genöthigt  Versuche  anzustellen  über 
die  Dauer  der  durch  plötzliche  Stromesschwankungen  inducirten 
elektrischen  Ströme,  welche  ich  zur  Heizung  der  thierischen 
Theile  gebrauchte,  und  über  die  Art,  wie  der  zeitmessende 
Strom  unter  dem  Einflüsse  des  ihm  entgegenwirkenden 
Schliessungsgegenstromes  der  Multiplicatorspirale  zu  strömen 
anfange.  Durch  diese  Versuche  bin  ich  im  Stande  gewesen, 
einzelne  Bestätigungen  für  ein  sehr  allgemeines  mathematisches 
Princip  zu  geben,  welches  sich  zur  Bestimmung  des  Verlaufes 
solcher  Strömungen  darbot.  Die  rein  physikalischen  Ergeb- 
nisse dieser  Untersuchungen  sind  in  dem  vorliegenden  Auf- 
sätze zusammengestellt. 

Ich  schicke  die  theoretischen  Erörterungen  voraus,  weil 
sie  für  das  Verständniss  der  Anordnung  der  Versuche  noth- 
wendig  sind.  Man  hat  bis  jetzt  das  Ohm’sche  Gesetz  über 
die  Abhängigkeit  der  Stromstärke  von  den  elektromotorischen 
Kräften  und  dem  Widerstande  der  Leitungen  nur  auf  Ströme 
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von  constanter  Intensität  angewendet  oder  höchstens  auf  solche, 
deren  Dauer  noch  in  die  Grenzen  unmittelbar  durch  uusere 
Sinne  wahrnehmbarer  Zeittheile  fallt,  wie  es  z.  B.  bei  den 
durch  Bewegung  von  Magneten  inducirten  der  Fall  ist.  Da- 
gegen erregte  sein  Gebrauch  für  diejenigen  Ströme  Bedenken, 
welche  durch  Schliessung  und  Oeffnung  eines  galvanischen 
Stromes  inducirt  werden,  weil  die  dem  Ansteigen  und  Ver- 
so« schwinden  des  inducirenden  Stromes  entsprechende  geringe 
Dauer  derselben  zu  kurz  zu  sein  schien,  als  dass  die  Erfüllung 
der  Grundbedingung  des  Olim’schen  Gesetzes,  nämlich  die 
Ausgleichung  der  Stromstärke  durch  die  ganze  Länge  der 
Leitung,  angenommen  werden  konnte.  Bei  der  Induction  durch 
Unterbrechung  der  Leitungen  ist  die  inducirende  Stromes- 
schwankung nothwendig  auf  die  Zeit  beschränkt,  während  wel- 
cher sich  die  Metalle  an  der  Unterbrechungsstelle  von  einander 
lösen.  Diese  Zeit  ist  allerdings  nicht  gleich  Null,  weil  der 
hier  entstehende  Funke  noch  einen  Augenblick  durch  die  über- 
geführten Metalltheilchen  die  Verbinduug  unterhält,  aber  die 
Funkendauer  ist  doch  so  klein,  dass  sie  bis  jetzt  noch  nicht 
gemessen  werden  konnte,  und  wir  deshalb  auch  ihr  Verhältniss 
zu  der  Fortpflanzungszeit  der  Elektricität  durch  die  Lei- 
tungen nicht  kennen.  Dazu  kommt,  dass  auch  der  Widerstand 
der  inducirenden  Leitung  während  der  Unterbrechungszeit  uns 
unbekannt  ist,  und  selbst  wiederum  von  der  elektromotorischen 
Kraft  des  Oeffnungsgegenstromes  abzuhängen  scheint.  Anders 
ist  es  bei  der  Induction  durch  Schliessung  der  Leitungen.  Hier 
finden  sämmtliche  Ströme  von  Anfang  an  Wege  von  constantem 
Widerstande,  und  keiner  ist  in  seiner  Dauer  durch  äussere 
mechanische  Einflüsse  beschränkt.  Wenn  ein  elektrischer  Strom 
in  einer  nicht  spiralförmig  aulgewundenen  Leitung  ohne  merk- 
lichen Anfangsgegenstrom  entsteht,  ist  allerdings  wrohl  während 
seines  Ansteigens  keine  gleichmässige  Vertheilung  der  Strom- 
stärke irr  der  Leitung  vorauszusetzen.  Wenn  er  aber  gleich- 
zeitig inducirte  Ströme  hervorruft,  fragt  es  sich,  ob  diese  nicht 
das  Anwachsen  des  inducirenden  Stromes  so  verzögern,  dass 
die  Ausgleichung  der  Stromstärke  in  der  ganzen  Leitung  fort- 
dauernd möglich  bleibt,  und  in  der  That  lässt  sich  schon 
aus  den  bisher  bekannten  Thatsachen  und  Gesetzen  nach- 
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weisen,  dass  Anordnungen,  in  denen  dies  zutrifft,  ausführbar 
sein  müssen. 

Beschränken  wir  zunächst  unsere  Erörterungen  auf  den 
einfachsten  Fall,  den,  wo  eine  einfache  Leitung  geschlossen 
wird,  welche  Volta’sche  Elemente  und  eine  Spirale  enthält. 
Im  Augenblicke  der  Schliessung  fängt  die  Elektricität  an  sich 
in  Bewegung  zu  setzen,  aber  das  Ansteigen  des  Stromes  selbst 
bringt  in  der  Spirale  eine  ihm  entgegenwirkende  elektromo- 
torische Kraft  hervor,  wodurch  seine  volle  Entwickelung  noth- 
wendig  verzögert  werden  muss.  Schon  Dove  l)  hat  aus  magnet- 
elektrischen Versuchen  den  wichtigen  Schluss  gezogen,  dass 
durch  diese  Schliessungsinduction  der  sich  entwickelnde  Strom 
niemals  überwältigt  und  in  der  Richtung  umgekehrt,  sondern 
nur  vermindert  werde;  dasselbe  wird  aus  meinen  später  beizu- 
bringenden Versuchsreihen  hervorgehen.  Denken  wir  uns  den 
in  der  Leitung  vorhandenen  Strom  aus  dem  Batteriestrom  von 
constanter  Stärke  und  einem  inducirten  Strome  von  entgegen- 
gesetzter Richtung  und  veränderlicher  Stärke  zusammengesetzt, 
so  muss  die  letztere  stets  kleiner  sein  als  jene  des  Batterie- 
stromes. Der  inducirte  Strom  allein  'würde  aber  während  seiner 
kurzen  Dauer  eine  elektromagnetische  Wirkung  von  bestimmter 
Grösse  hervorbringen.  Damit  der  ihm  entgegengerichtete  Bat- 
teriestrom dieselbe  Wirkung  hervorbringen  könne,  muss  er  eine 
bestimmte  endliche  Zeit  hindurch  auf  den  Magnet  wirken. 
Wenn  aber  die  elektromagnetische  Wirkung  eines  Stromes  von 
geringerer,  der  eines  anderen  von  höherer  Intensität  gleich  sein 
soll,  muss  ersterer  länger  dauern,  als  letzterer.  Daraus  folgt 
unmittelbar,  dass  die  Dauer  des  inducirenden  Stromes  grösser 
sein  muss,  als  diejenige  Zeit,  in  welcher  der  inducirende  die- 
selbe elektromagnetische  Wirkung  hervorbringt. 

Ein  ruhender  Magnet  wird  durch  den  inducirten  Strom 
allein  genommen,  abgelenkt  um  einen  Bogen  proportional: 


1)  Ueber  den  Gegenstrom  zu  Anfang  und  Ende  eines  primären. 
Pogg.  Annalen  Bd.  LVI,  S.  365. 


(i) 


o 
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wo  i die  Intensität  des  inducirten,  J die  des  Batteriestromes 
608  bezeichnet,  W den  Widerstand  der  Leitung  in  absoluten  Ein- 
heiten *),  t die  Zeit  und  P das  nur  von  den  geometrischen  Ver- 
hältnissen abhängige  Potential  der  Spirale  auf  sich  selbst. 
Ebenso  verursacht  der  Batteriestrom  «/,  wenn  er  allein  während 
der  sehr  kurzen  Zeit  t auf  den  Magnet  wirkte,  einen  Aus- 
schlag proportional: 

t 

fjdt  = Jt. 

o 

Machen  wir: 


so  üben  beide  Ströme  gleiche  elektromagnetische  Wirkung  aus 
und  da  i immer  kleiner  als  J sein  soll,  muss  noth wendig  die 
Dauer  des  Stromes  i grösser  als  Pj  W sein. 

Da  es  uns  darauf  ankommt,  diese  Dauer  möglichst  gross 
zu  machen,  um  die  Fortpflanzungszeit  der  Elektricität  durch 
die  Leitung  dagegen  verschwinden  zu  lassen,  wollen  wir  die 
Bedingungen  untersuchen,  unter  denen  dies  erreicht  -wird.  Zu- 
nächst müssen  wir  den  Nenner  W dadurch  verkleinern,  dass 
wir  den  ausser  der  Spirale  vorhandenen  Widerstand  möglichst 
verschwinden  machen,  was  sich  in  der  Ausführung  durch  An- 
wendung grossplattiger  Volta’scher  Elemente  oder  Anordnung 
von  solchen  in  nebeneinander  wirkenden  Parallelreihen  bis  zu 
jeder  beliebigen  Grenze  wird  erreichen  lassen.  Setzen  wir 
voraus,  dies  sei  geschehen,  sodass  wir  unter  W uns  nur  noch 
den  Widerstand  der  Spirale  zu  denken  haben.  Alsdann  wird 
der  Werth  des  Quotienten  PjW nur  von  der  Masse  des  Drahtes 
und  der  Gestalt  der  Spirale  abhängen,  aber  fast  unabhängig 
sein  von  der  Zahl  der  Windungen.  Denken  wir  nämlich  die 
Drahtleitung  der  Spirale  in  zwei  Leitungen  von  gleicher  Länge 
und  halbem  Querschnitte  zerlegt,  welche  vom  Strome  hinter- 
einander durchlaufen  werden,  so  wird  sowohl  W als  P vervier- 
facht; ersteres  weil  jetzt  die  Leitung  bei  doppelter  Länge  nur 
509  den  halben  Querschnitt  hat,  letzteres  weil  wir  jetzt  doppelt  so 
viel  inducirende,  und  doppelt  so  viel  inducirte  Stromelemente 

1)  S.  Kirchhoff  in  Pogg.  Ann.  Bd.  LXXVI,  S.  426. 
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haben.  Nur  in  dem  Falle  kann  sich  der  Werth  von  Pj  IV 
dabei  ändern , wenn  die  Dicke  der  Drähte  im  Verhältniss  zu 
den  Dimensionen  der  Spirale  so  beträchtlich  ist,  dass  die  In- 
duction  an  Verschiedenen  Stellen  desselben  Querschnittes  des 
Drahtes  mit  merklich  verschiedener  Krall  wirkt.  Da  die  Aus- 
gleiehungszeit  der  Stromstärke  durch  die  Leitung  wahrschein- 
lich nur  von  ihrer  Länge  abhängt,  kann  man  sie  durch  Ver- 
minderung der  Zahl  der  Windungen  bei  gleichbleibender  Masse 
des  Drahtes  jedenfalls  kleiner  als  jede  bis  jetzt  messbare  Zeit- 
grösse machen,  ohne  dass  dabei  die  Dauer  des  Inductionsstromes 
geändert  wird.  Was  den  Einfluss  einer  Vermehrung  der  Masse 
des  Drahtes  betrifft,  so  giebt  der  von  Neumann  für  das  Po- 
tential zweier  Strombahnen  entwickelte  Ausdruck  folgenden  An- 
haltspunkt. Sind  dsl  und  ds2  Längenelemente  der  Strombahnen, 
r ihre  Entfernung,  a der  von  ihren  Richtungen  gebildete  Winkel, 
so  ist  das  Potential  der  Bahnen  das  Integral: 


cos« 


über  beide  Bahnen  ausgedehnt.  Denken  wir  nun  die  Länge 
der  Elemente  d*x  und  r/.?2,  so  wie  sümmtliche  lineare  Dimen- 
sionen der  Strombahnen,  also  auch  /*,  auf  das  «fache  vergrössert, 
so  wird  auch  der  Werth  jenes  Integrals,  des  Potentials  der 
Bahnen,  der  «fache.  Wir  erhalten  dadurch  das  Potential  einer 
Spirale,  welche  der  ersten  gegebenen  geometrisch  ähnlich  ist, 
eine  n3  so  grosse  Masse  und  einen  Draht  von  der  «fachen 
Länge  und  dem  ;r fachen  Querschnitt,  also  dem  Widerstande 
1 n hat.  Der  Quotient  Pj  W wird  also  für  diese  ir  mal  so 
gross  sein  als  für  die  erste.  Daraus  geht  hervor,  dass  wir  die 
Dauer  des  Schliessungsinductionsstromes  durch  entsprechende 
Vermehrung  der  Drahtmassen  bis  zu  jeder  beliebigen 
D rosse  vermehren  können. 

Es  wird  also  jedenfalls  möglich  sein  Bedingungen  herzu-  510 
stellen,  unter  welchen  die  Fortpfianzungszeit  der  Elektricität 
durch  die  Leitung  verschwindend  klein  ist  gegen  solche  Zeit- 
theilchen,  während  welcher  sich  die  Litensität  des  Stromes 
nicht  merklich  ändert.  Nur  dadurch,  dass  in  einzelnen  Zeit- 
theilchen  die  Ansteigungsgeschwindigkeit  vielleicht  unendlich 
gross  würde,  könnten  Ausnahmen  eintreten.  Uebrigens  will  ich 

Helmholtz,  wisscusch.  Abhandlungen.  28 
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als  Anhaltspunkt  für  die  Anschauung  gleich  vorweg  bemerken, 
dass  zur  Verwirklichung  der  aufgestellten  Bedingungen  gar 
nicht  so  sehr  grosse  Drahtmassen  nothwendig  sind.  Für  eine 
möglichst  eng  gewickelte  Spirale  von  2 Pfund  Kupferdraht, 
wie  ich  sie  in  den  unten  beschriebenen  Versuchen  gebraucht 
habe,  ist  die  Grösse  Pj  W = 0,00497  Secunden,  während  die 
Fortpflanzungszeit  der  Elektricität  in  dem  etwa  64  m langen 
Drahte  nach  der  Bestimmung  von  Fizeau  und  Gounelle 
über  10,000  mal  kleiner  sein  würde. 

Wenden  wir  also  nach  diesen  Vorbemerkungen  das  Ohm- 
sche Gesetz  auf  den  bisher  betrachteten  Fall  der  Schliessungs- 
induction  in  einer  einfachen  Leitung  an.  Es  sei  ,/  die  ganze 
in  derselben  vorhandene  Stromintensität,  A die  elektromo- 
torische Kraft  der  Volta’schen  Elemente;  die  übrigen  Buch- 
staben behalten  ihre  Bedeutung.  Die  elektromotorische  In- 
ductionskraft  wird  P dJjdt  sein,  unter  der  Voraussetzung, 
welche  wir  vorläufig  machen  und  später  noch  experimentell 
prüfen  werden,  dass  diese  Kraft  mit  der  inducirenden  Stromes- 
schwankung vollkommen  gleichzeitig  sei,  oder  wenigstens  nur  ver- 
schwindend kleine  Zeiträume  hinter  ihr  zurückbleibe.  Dann  ist: 

„dJ 


JWt*  a 


dt 


(2) 


oder : 


dJ 

dt 


A 

W 


J 


W 

P 


6ii  Dies  integrirt  giebt: 


log  W-J 


= - yt+C, 


oder,  wenn  wir  .7—0  für  t — 0 setzen: 


J - — 

J ~ W 


1 


(3 


Dadurch  ist  der  Verlauf  der  Induction  vollständig  be- 
stimmt; ihre  Dauer  ist  keine  begrenzte,  sondern  die  Intensität 
des  ganzen  vorhandenen  Stromes  nähert  sich  asymptotisch  dem- 
jenigen Werthe  A/  IV,  welcher  ilir  ohne  Berücksichtigung  der 
Induction  nach  dem  Ohm’schen  Gesetze  zukommt. 
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In  derselben  Weise  kann  der  Verlauf  der  inducirten  Ströme 
in  einer  beliebigen  Anzahl  von  beliebig  verzweigten  Leitungen 
mit  einer  beliebigen  Anzahl  aufeinander  einwirkender  Spiralen 
bestimmt  werden,  wenn  nur  keine  Intensitätsänderung  von  so 
grosser  Schnelligkeit  vorkommt,  dass  das  Ohm’sche  Gesetz 
seine  Anwendbarkeit  verliert.  Es  gehören  hierher  sämmtliche 
Iuduetionen  durch  Schliessung  von  Leitungen,  und  von  den 
Oeffnungsinductionen  wenigstens  diejenigen  Stromtheile,  welche 
den  Funken  überdauern.  Ich  werde  späterhin  Versuche  be- 
schreiben, aus  denen  sich  ergiebt,  dass  auch  die  Oeffnungs- 
sctiläge  die  ersten  vielleicht  unregelmässigen  Nachwirkungen 
der  plötzlichen  Unterbrechung  des  inducirenden  Stromes  an 
Dauer  bedeutend  übertreffen.  Um  die  Aufgabe  ganz  allgemein 
zu  lösen,  denke  man  die  verzweigten  Leitungen  in  die  möglichst 
geringe  Zahl  einfacher  Umgänge  zerlegt.1)  Es  gehöre  dem 
Umgänge  a die  Intensität  ia]  sein  ganzer  Widerstand  sei  tcaf 
der  Widerstand  desjenigen  Stückes  der  Leitung,  welches  ihm 
und  dein  Umgänge  h gemeinschaftlich  zukommt  sei  wab,  welches 
man  positiv  setze,  wenn  ia  und  ib  dieselbe,  negativ,  wenn  sie 
entgegengesetzte  Richtung  haben;  die  Summe  der  constanten 
in  ihm  vorhandenen  elektromotorischen  Kräfte  sei  Aa,  sein  >12 
Potential  auf  sich  selbst  Jßat  das  gegen  den  Umgang  h sei  Qab. 
Die  Intensitäten  in  den  einzelnen  Zweigen  der  Leitung,  welche 
Kirchhoff  als  unbekannte  Grössen  gebraucht  hat,  sind  bei 
dieser  Art  der  Zerlegung  zu  ersetzen  durch  die  algebraische 
Summe  der  Intensitäten  aller  derjenigen  Umgänge,  denen  der 
betreffende  Zweig  angehört.  Die  von  Kirchhoff  aus  den 
Ohm’schen  Principien  hergeleiteten  Gleichungen,  welche  aus- 
sprechen,  dass  in  jedem  Umgänge  die  Summe  der  elektromo- 
torischen Kräfte  gleich  sei  der  Summe  aus  den  Producten  der 
Intensitäten  der  zugehörigen  Zweige  und  ihrer  Widerstände, 
nimmt  dabei  folgende  Form  an,  wenn  Ka  die  gesammte  elektro- 
motorische Kraft  ist,  d.  h.  der  Volta’schen  Elemente  und  der 
Induction  zusammen  genommen: 

Aa  — la  Wa  -f  Wj  .a  "f"  ^^2  .fl  “f*  “f"  Ctc. 


1)  Kirchhoff  iu  Pogg.  Ami.  Bd.  LXXII,  S.  497. 
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Ersetzt  man  Ka  durch  seine  einzelnen  Summanden,  so  er- 
hält man  bei  «Umgängen  folgendes  System  von  Gleichungen: 

A = h Wl  + h W1 . 2 + h Wl . 3 + etc.  -f  inu\.n 


di: 


di. 


di 


dl 


+ ^ dl  + ^1-2  ;//  + ^1-3.77  + etc.  -f  Qi.n-jf 


dt 


3 dt 


dt 


A2  — ij  >2  + i2  Wt  + h lC2  -3  + etC-  + lnU>2  • * 

. dh  dL  ^ di3  % di 

+ -2  Tr  + ^ rfT  + ^-3  17  + etc-  + &-  n 17 

Ä.A  = ^ tCj  .3+4  W2  .3  + 4 Wg  + etC.  -f  in  .n 


<2*1 


rftj 


74 


+ Qi  .3  yy  + Q2-3  77  + 77  + etc*  + » 


'37^ 


3 7/ 


<**„ 

7/ 


etc.  etc. 

An  = /j  MJj .„  + 12  t^a.n  + <3  +*.«  + etc.  + inwn 


d tj  ^ 7 4 ^ 7 ? 3 


7 /. 


dt 


dt 


dt 


(4) 


+ •»  dt  + ^»•»27  + ^»>»27  + etc'  +C.  37  • 


Das  zweite  System  der  von  Kirclihoff  aufgestellten 
Gleichungen,  welche  aussprechen,  dass  die  algebraische  Summe 
sämmtlicher  in  einem  Kreuzungspunkt  der  Zweige  zusammen- 
513  Messender  Intensitäten  gleich  sei,  wird  bei  der  angegebenen 
Zerlegung  von  selbst  identisch,  weil  bei  jedem  Kreuzungspunkt 
jede  Intensität  der  zugehörigen  Umgänge  einmal  positiv  als 
zuführend,  und  einmal  negativ  als  abführend  vorkommt.  Das 
System  der  Gleichungen  (4)  genügt  also  für  sich  allein.  Seine 
Integrale  sind: 

h =*  J\  + ci  • l en + ci  . 2 e'Xlt  + ci  .3  ea3*  4-  etc.  + Cj  . ne<*nt  | 

4 = J2  + C2 . , C«1 1 + C2 . 2 c«2 i + C2.  3 enzt  4-  etc.  + c2  . nennt  > (5) 

h — Ji  + C3 . 1 en'*  -1-  CS  . 2 e<tit  + ^3.3  + etc.  + C3  . ne"n  t. ) 

Die  Grössen  ./sind  hierin  diejenigen  AVerthe  von  4 welche 

bei  fehlender  Induction  eintreten  würden;  man  erhält  sie,  wenn 
man  in  den  Gleichungen  (4)  die  P und  Q gleich  Null  setzt, 
und  die  AVerthe  der  i sucht.  Die  n Grössen  u und  die  n- 
G rossen  c sind  Constanten,  deren  AVerthe  sich  in  folgender 
AVeise  bestimmen : Man  substituire  die  A V erthe  der  i und  der 
di/ dt  aus  den  Gleichungen  (5)  in  die  (4),  und  setze  in  jeder 
der  n Gleichungen  welche  für  jeden  AVerth  von  t gelten  müssen, 
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die  Coefficienten  von  <?“>*,  von  e* -•*  u.  s.  w.  einzeln  gleich  Null. 
Dadurch  erhält  man  n 2 Gleichungen  zwischen  den  Constanten 
von  der  Form: 

0 = WY  C1>fl  + 10 J .2  C2  ,a  + .3  Cg  .a  -f  etC. 

4“  (^a  [ Cj  ,o  4“  Qi  .2  ^2  • a 4"  Qi  .3  ^3 . a 4“  GtC.  j 

0 = IC ^ ,2  Cj  ,a  4“  ^2  ^2  *a  4"  ^*3 .3  ^3  .a  4“  etc.  ^ 

4-  «o  [Qi  .2  Cj  ,a  4“  P2  C2.o  4-  Q2  • 3 *"3  • « 4*  OtC.] 

0 = w\  .3  ci .«  4-  «?2 .3  c2  .a  4-  ^3  c3  ,a  4-  etc. 

4“  [Qi  .3  Cj  .«  4-  Qo-3  C2  •«  4"  ^3^3.0  4“  CtC.]. 

Ausserdem  erhält  man  noch  n Bestimmungsgleichungen, 
wenn  man  in  den  Gleichungen  (5)  die  Zeit  t = 0 setzt,  und  für 
ij  bis  ia  die  entsprechenden  Anfangswerthe  derselben.  Dann 
hat  man  zur  Bestimmung  der  (rc2  4-  »)  Constanten  ebenso  viele 
Bedingungsgleichungen,  wodurch  die  Lösung  der  Aufgabe  voll- 
ständig bedingt  wird.  Die  Eliminationsgleichung,  welche  man 
zur  Bestimmung  von  aa  aus  den  n Gleichungen  des  Systems 
(6),  welche  an  und  ci.a  bis  cn<a  enthalten,  durch  Elimination 
der  Grössen  c bekommt,  ist  vom  teil  Grade,  ilire  n Wurzeln  5 
entsprechen  den  n Grössen  «.  Dass  alle  diese  Wurzeln  stets 
reell  sind,  lässt  sich  beweisen.  Da  der  Beweis  aber  sehr 
weitläufig  ist,  genüge  es  hier  auf  einen  ähnlichen  zu  verweisen, 
den  Cauchy  in  den  Exerc.  de  Mathöm.  Tome  IV.  p.  140 
(Sur  l’equation  ä l’aide  de  laquelle  on  determine  les 
inögalitös  seculaires  des  mouvements  des  planstes) 
für  ein  etwas  einfacheres  System  als  unser  (6)  führt.  Doch 
lässt  sich  letzteres  auf  das  von  Cauchy  zurückführen.  Die 
Frage,  ob  wohl  alle  Wurzeln  reell  sind,  ist  deshalb  von 
Interesse,  weil  imaginären  Exponenten  eine  Wellenbewegung 
der  Elektricität  entsprechen  würde.  Sie  müssen  ausserdem 
immer  negativ  sein,  weil  sonst  für  t = oo  auch  die  Grössen  i 
unendlich  gross  werden  würden. 

Die  Zerlegung  der  vorhandenen  Strömungen  in  die  Einzel- 
ströme der  Umgänge  war  im  allgemeinen  nöthig,  weil  nur  ge- 
schlossenen Strömen  ein  Potential  zukommt.  Liegen  aber  die 
Verzweigungen  der  Leitung  nicht  innerhalb  der  Spiralen,  son- 
dern ausserhalb,  so  kann  man  jede  Spirale  als  einen  geschlos- 
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senen  Umgang  ansehen,  dem  ein  Potential  zukommt,  und  die 
Tnductionskräfte  der  ausgestreckten  Stromtheile  dagegen  ver- 
nachlässigen. Man  braucht  alsdann  die  Ströme  nicht  nach 
den  Umgängen  zu  zerlegen,  sondern  kann  unmittelbar  die 
Formeln  von  Kirchhoff  für  die  Intensitäten  in  den  einzelnen 
Zweigen  anwenden,  indem  man  nur  die  Spiralen  als  den  Sitz 
der  inducirten  elektromotorischen  Kräfte  ansieht,  und  diese  in 
die  Rechnung  ein  führt. 

Ich  gehe  jetzt  zur  Beschreibung  der  Versuche  über,  durch 
welche  ich  die  Anwendbarkeit  der  gegebenen  theoretischen 
Altleitungen  geprüft  habe.  Bei  diesen  Versuchen  wird  die 
Zeit  nicht  direct  gemessen,  sondern  aus  den  Wirkungen  der 
Ströme  auf  einen  Magnet  nach  einer  hier  nöthig  gewordenen 
Modification  der  Methode  von  Pouillet  berechnet.  Das  Prin- 
cip  der  meisten  meiner  Versuche  ist  folgendes.  Ich  bestimme 
die  Wirkung,  welche  der  ansteigende  Strom  während  einer 
515  gewissen  vorläufig  noch  unbekannten  Zeitdauer  hervorbringt, 
und  dann  die  Intensität,  welche  er  im  Augenblicke  der  Unter- 
brechung erlangt  hatte.  Aus  einer  Reihe  von  solchen  zusam- 
mengehörigen Werthen  der  Intensität  und  ihres  Integrals  nach 
der  Zeit  lässt  sich  dann  bestimmen,  welche  Function  der  Zeit 
die  Intensität  sei. 

Für  die  Versuche  habe  ich  eine  neue  Art  von  galvanischer 
Wippe  gebraucht,  welche  bezweckt  verschiedene  Stromleitungen 
in  sehr  kurz  auf  einander  folgenden  Augenblicken  zu  schliessen 
oder  zu  öffnen.  Dieselbe  ist  dargestellt  in  Fig.  2 Taf.  I. 
von  oben  gesehen,  in  Fig.  1 der  Querschnitt  AB.  Auf  dem 
Brettchen  CC DD  (0,126  m lang,  0,197  m breit)  sind  drei  hori- 
zontale zweiarmige  in  Spitzen  drehbare  Hebel  angebracht,  welche 
ihrer  Hauptmasse  nach  aus  Elfenbein  bestehen.  In  den  Figuren 
ist  Elfenbein  durch  die  feine  Punktirung  angedeutet.  Der  grösste 
und  oberste  der  Hebel  anbb  hat  seine  Axe  bei  oo\  die  beiden 
anderen  cd  stehen  rechtwinkelig  gegen  ihn,  sodass  sich  ihre 
Enden  c unterhalb  des  Endes  an  von  jenem  befinden,  und 
haben  ihre  Axen  bei  ee.  Jeder  der  beiden  trägt  je  zwei  von 
einander  isolirte  Metallstücke,  welche  verschiedenen  Stromlei- 
tungen  angehören.  Ihre  nach  aussen  gewendeten  Hälften  tragen 
nämlich  zunächst  der  Axe  die  Drahtklemme  <y,  welche  durch 
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eine  auf  dem  Elfenbein  befestigte  Messingplatte,  mit  der  am 
äusseren  Ende  befindlichen  Schraube  d in  leitender  Verbindung 
steht.  Letztere  ist  durch  eine  Gegenmutter  festzustellen,  endet 
unten  in  einer  Kuppe  von  Gold,  welche  auf  dem  am  Brette 
befestigten  Goldplättchen  i ruht.  Dieses  steht  mit  der  Klemm- 
schraube k und  dem  Quecksilbernäpfchen  p in  Verbindung. 
Die  Klemmschraube  g dagegen  trägt  einen  Draht,  welcher  in 
das  Quecksilber  des  Näpfchens  q taucht.  Die  metallische  Lei- 
tung ist  zwischen  dem  Näpfchen  p und  q also  hergestellt,  so 
lange  das  untere  Ende  der  Schraube  d auf  dem  Plättchen  i 
ruht.  Diese  Berührung  wird  durch  die  Feder  ll  unterhalten. 
Ebenso  trägt  die  andere  Hälfte  eines  jeden  der  beiden  Hebel- 
chen eine  Leitung,  welche  mit  dem  Quecksilbernäpfchen  r an-  510 
langt,  durch  den  Draht  rf  zu  der  dem  Hebel  ungehörigen 
Drahtklemme/ und  dann  zu  dem  Goldplättchen  c am  mittleren 
Ende  des  Hebels  geht.  Ihre  Fortsetzung  liegt  auf  dem  oberen 
Hebel.  Jedem  Plättchen  c entspricht  an  diesem  eine  Schraube 
m,  von  derselben  Art  wie  d,  mit  Gegenmutter  und  Goldkuppe, 
welche  mit  der  Draht  klemme  n und  durch  den  Draht  ns  mit 
den  Quecksilbergefäsen  s in  leitender  Verbindung  steht.  Sinkt 
das  Ende  an  des  Hebls  aabb  herab,  so  stossen  die  Kuppen 
der  Schrauben  m auf  die  Goldplatten  c,  und  es  werden  die 
Näpfe  r und  s in  leitende  Verbindung  gebracht.  Der  Hebel 
trägt  am  Ende  n an  zwei  Stahlstäben  das  Gewicht  E (87  Grm. 
schwer),  dessen  Gestalt  aus  Fig.  10  Taf.  HI.  E erhellt.  Es 
kann  auf  den  Stäben  verschoben,  und  an  jeder  beliebigen  Stelle 
durch  Anziehen  des  Schraubenkopfes  festgeklemmt  werden.  Am 
Ende  b befindet  sich  der  stählerne  pyramidalisehe  Fortsatz  t, 
dessen  Spitze  von  unten  gegen  die  horizontale  Stahl  platte  u 
drückt.  Diese  wird  von  dem  Hebel  uw  getragen,  welcher  bei 
v um  eine  verticale  Axe  drehbar  ist.  Drückt  man  den  Griff 
w.  dessen  Bewegungen  durch  die  Schrauben  x möglichst  be- 
schränkt werden,  nach  links  herüber,  so  wird  die  Spitze  von  t frei, 
und  vermöge  der  Schwere  des  Gewichtes  fallen  die  Schrauben 
m auf  die  Enden  c der  kleineren  Hebel,  drücken  diese  nieder, 
während  sich  die  Schrauben  d von  den  zugehörigen  Platten 
abheben,  sodass  die  beiden  Leistungen  r und  s geschlossen, 
die  pq  aber  unterbrochen  werden.  Uebereinander  geschichtete 
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Kautschuk-  und  Lederplatten  hh  nehmen  den  Stoss  auf.  und 
verhindern  das  Zurückspringen. 

Beim  Gebrauch  werden  die  beiden  Schrauben  m so  ge- 
stellt, dass  sie  nicht  ganz  gleichzeitig  auf  die  Platten  c auf- 
treffen. Da  die  Auslösung  des  oberen  Hebels  möglichst  gleich- 
förmig geschieht,  und  alle  Umstände  während  des  Fallens 
immer  dieselben  sind,  so  bleibt  auch  bei  unveränderter  Stellung 
der  Schrauben  die  Zwischenzeit  der  beiden  Stösse  ziemlich 
gleich,  und  erlaubt  die  Vergleichung  der  Wirkungen,  welche 
ei?  elektrische  Ströme  bei  verschiedener  Anordnung  der  Schliessung 
und  Oeffnung  ihrer  Leitungen  während  dieser  Zeit  hervor- 
bringen. Durch  Veränderung  in  der  Stellung  der  Schrauben 
kann  die  Zwischenzeit  leicht  bis  auf  ^ Secunde  und  weniger 
vermindert  werden,  während  die  Abweichungen  der  einzelnen 
Versuche  selten  über  } ihrer  mittleren  Grösse  gehen.  Bei 
jedem  Stosse  wird  eine  Leitung  des  zugehörigen  unteren 
Hebels  geschlossen,  die  andere  geöffnet.  Letzteres  geschieht 
nicht  genau  gleichzeitig  mit  ersterem,  sondern  wie  ich  als 
Resultat  der  Versuche  hier  gleich  anfiihren  will,  etwa  3^  Se- 
cunde später,  wreil  der  Stoss  Zeit  gebraucht,  sich  durch  die 
Masse  des  Elfenbeins  hin  fortzupflanzen. 

Da  die  Berührungsstellen  der  Goldkuppen  und  Goldplatten 
dem  Strome  einen  sehr  veränderlichen  Widerstand  entgegen- 
stellen, muss  man  die  Widerstände  der  übrigen  Leitungen  stets 
so  gross  machen,  dass  jene  Ungleichheit  dagegen  verschwindet. 
Ferner  muss  man  sich  versichern,  dass  kein  Klirren  der  Metall- 
theile  an  den  Schliessungsstellen  vorkomme.  Das  geschieht  am 
besten  durch  eine  kräftig  durchströmte  Spirale,  deren  Extra- 
current bei  der  Unterbrechung  des  Stromes  in  einer  Neben- 
leitung eine  merkliche  physiologische  Wirkung  hervorzubringen 
vermag.  Bezeichnen  wir  die  Theile  derjenigen  Seite  des  Appa- 
rates wo  der  erste  Stoss  stattfindet  mit  einem  Striche,  die  der 
anderen  mit  zweien,  so  leite  man  den  Strom  der  Spirale  durch 
p,  qn  verbinde  p,  durch  einen  Draht  mit  s,  und  q,  mit  r,. 
Lässt  man  den  oberen  Hebel  fallen,  so  bleibt  bei  der  Unter- 
brechung der  Leitung  p,  q,  der  Strom  der  Spirale  durch  p,  s, 
n,  m,  c,f,  r,  q,  geschlossen.  Klirren  die  Metallstücke  nicht  auf 
einander,  so  erfolgt  auch  kein  Schlag;  wohl  aber  zeigt  sich 
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dieser  beim  allerleisesten  Klirren.  Ebenso  controllirt  man  die 
zweite  Seite  der  Wippe.  Kommt  es  bei  der  ersten  Seite,  wie 
es  gewöhnlich  der  Fall  ist,  nur  darauf  an,  die  leitende  Be- 
rührung bis  zu  dem  Augenblicke  zu  unterhalten,  wo  />„  <j„ 
unterbrochen  wird,  so  führt  man  die  Leitung  des  Extracurrents 
durch  diese  Stelle.  Sollte  dann  auch  noch  nach  dem  zweiten 
Stosse  die  erste  Unterbrechungsstelle  klirren,  so  fühlt  man  sis 
keine  Wirkung  von  dem  Extracurrent,  weil  dieser  keine  Lei- 
tung mehr  hat. 

Die  bisher  beschriebene  Form  des  Instruments  ist  sehr 
brauchbar,  wo  es  sich  um  eine  angenäherte  Zeitbestimmung 
einzelner,  namentlich  sehr  schnell  vorübergehender  Stromvor- 
gänge handelt,  und  es  lässt  sehr  mannigfaltige  Combinationen 
Ton  Oeffnungen  und  Schliessungen  zu.  Für  genauere  Messungs- 
reihen,  namentlich  etwas  grösserer  Zeiträume,  konnte  ich  aber 
das  Fallen  des  oberen  Hebels  trotz  aller  aufgewendeten  Sorg- 
falt nicht  regelmässig  genug  machen,  und  nur  durch  sehr  häufige 
Wiederholung  derselben  Versuche  erhielt  ich  Mittelzahlen, 
welche  mit  der  Rechnung  ziemlich  gut  stimmten.  Ich  habe 
deshalb  zu  solchen  Zwecken  die  Wippe  in  der  in  Fig.  3 Taf.  I. 
dargestellten  Weise  mit  Benutzung  ihrer  Haupttheile  ange- 
wendet. Die  Stücke  x,  m,  w und  die  Quecksilbernäpfe  der 
Fig.  2 Taf.  I.  sind  weggenommen,  der  obere  Hebel  umge- 
wendet. sodass  sein  Ende  au  nach  dem  Rande  DD  des  Brettes 
sieht,  letzteres  in  senkrechter  Stellung,  CC  nach  unten,  be- 
festigt. In  der  abgebildeten  Stellung  befindet  sich  der  Hebel 
fast  in  labilem  Gleichgewichte,  und  sein  oberer  Theil  hat  ein 
ganz  geringes  Uebergewicht  nach  der  vom  Brette  abgewende- 
ten Richtung.  Er  wird  in  dieser  Lage  durch  den  kleinen 
Elektromagnet  & & erhalten,  dessen  Eisenkern  das  am  Hebel  be- 
festigte Eisenstückchen  r,b  festhält.  Sobald  der  Strom  in  seiner 
Drahtumwickelung  unterbrochen  wird,  setzt  sich  der  Hebel  in 
der  sanftesten  mul  gleichmässigsten  Weise  mit  zunehmender  Ge- 
schwindigkeit in  Bewegung.  Während  seines  Falles  taucht 
zunächst  die  Platinspitze  y in  die  breite  und  sorgfältig  rein 
erhaltene  Quecksilberfläche  ££  ein.  In  diese  Spitze  endigt  der 
horizontale,  aus  starkem  Kupferdraht  angefertigte  Hebelarm  ßy, 
der  durch  die  Klemmschrauben  nn  und  das  Querholz  hu  be- 
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festigt  ist;  ein  kupferner  Ansatz  ö dieses  Annes  taucht  dauernd 
in  das  Quecksilber  des  Näpfchens  e.  Im  Momente  der  Be- 
rührung von  y und  £ wird  also  die  Leitung  zwischen  e und  £ 
5io  hergestellt.  Indem  der  Hebel  weiter  fällt,  stösst  endlich  die 
Kuppe  unterhalb  seines  Endes  b auf  eines  der  Plättchen  c. 
und  löst  dadurch  die  Leitung  am  andern  Ende  des  zugehörigen 
untern  Hebels  aus.  Das  Aufstossen  geschieht  wegen  des  ge- 
ringeren Ucberge wichts  hier  stets  mit  kleinen  Rücksprängen, 
sodass  die  leitende  Verbindung  zwischen  b und  c für  die  Ver- 
suche nicht  zu  gebrauchen  ist.  Bei  dieser  Anordnung  schliesst 
der  Apparat  also  zuerst  eine  Leitung  und  einen  Augenblick 
später  öffnet  er  eine  andere;  eine  andere  Combination  kann  er 
nicht  ausführen.  Da  aber  die  Hauptstörungen  der  regelmässi- 
gen Bewegung  des  oberen  Hebels,  welche  von  der  Art  seiner 
Auslösung  und  von  dem  Stosse  halbelastischer  Körper  gegen 
einander  herrühren,  so  weit  es  nötliig  ist,  beseitigt  sind,  so 
vollführt  er  seine  Aufgabe  mit  viel  grösserer  Regelmässigkeit, 
welche  eine  genauere  Bestätigung  der  theoretisch  gefundenen 
Gesetze  zulässt.  Natürlich  muss  jede  Erschütterung  der  Queck- 
silberfläche vermieden  werden,  selbst  eine  so  kleine,  wie  ein 
fern  fahrender  Wagen  verursacht.  Ich  habe  deshalb  (he  Mes- 
sungsreihen des  Abends  vollführt.  Verändern  konnte  ich  die 
Zwischenzeit  durch  Vennehrung  oder  Verminderung  des  Queck- 
silbers. 

Das  Ansteigen  der  Stromintensität  in  einer  einfachen  Lei- 
tung mit  einer  Spirale  konnte  nur  mittels  der  ersten  Form  der 
Wippe  untersucht  werden,  das  in  einer  verzweigten  Leitung 
dagegen  auch  mit  der  zweiten.  Aus  den  vorher  angegebenen 
Ursachen  waren  die  ersteren  Versuche  viel  weniger  genau  als 
die  zweiten,  ihre  Ergebnisse  sind  aber  für  später  zu  beschrei- 
bende mit  derselben  Form  der  Wippe  ausgeführte  Versuche 
nothwendig.  Ich  werde  die  Art  ihrer  Anstellung  deshalb  hier 
. kurz  beschreiben. 

Der  Kreis  wurde  gebildet  durch  vier  Dani eil' sehe  Ele- 
mente und  das  Multiplicatorgewinde , welches  ich  zu  den  zeit- 
messenden  physiologischen  Versuchen  gebraucht  hatte.  Sein 
Widerstand  war  wegen  der  Länge  und  Feinheit  seines  Drahts 
30  mal  so  gross,  als  der  der  Batterie.  Es  diente  gleichzeitig 
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als  inducirende  Spirale  und  als  Galvanometer;  neben  ihm  hing  5*20 
ein  Magnet  mit  Spiegel.  Für  die  Berechnung  der  Strominte- 
grale aus  den  Schwingungen  des  Magnets  ist  es  am  vortheil- 
liaftesten  vor  dem  Versuche,  den  Schwingungsbogen,  möglichst 
klein  zu  machen,  und  den  Strom  in  dem  Augenblicke  eintreten 
zu  lassen,  wo  der  Magnet  durch  den  Meridian  in  solcher  Rich- 
tung hindurchgeht,  dass  der  Strom  seine  Bewegung  beschleu- 
nigt. Nennen  wir  i die  Intensität  des  Stromes  in  der  Spirale 
in  Scalentheilen  gemessen,  b x den  Ausschlag  des  Magnets  vor, 
b,  denselben  nach  Einwirkung  des  Stromes,  T die  Schwin- 
gungsdauer,  so  ist  für  kleine  Ausschläge  und  eine  kleine 
St  romesdauer : 


Mit  F sind  im  Folgenden  die  Differenzen  (b2— b\)  bezeich- 
net, welche  erhalten  wurden,  wenn  der  Strom  durch  die  erste 
Schliessung  der  Wippe  geschlossen  und  durch  die  zweite  Oeff- 
nung  derselben  unterbrochen  worden  war,  mit  G dagegen  die- 
jenigen, bei  denen  ausserdem  durch  die  zweite  Schliessung  eine 
Nebenschliessung  der  Spirale  geschlossen  wurde,  welche  den- 
selben Widerstand  hatte  als  die  Batterie.  Letztere  Bedingung 
war  leicht  hinreichend  genau  zu  erfüllen,  da  die  Schwankungen 
des  Widerstandes  der  Elemente  gegen  den  der  ganzen  Leitung 
selir  unbedeutend  waren.  Es  bezeichne  W den  Widerstand 
der  Spirale  und  Batterie  zusammengenommen,  und  w den  der 
Batterie  imd  den  ihr  gleichen  der  Nebenschliessung.  Aus  (7) 
und  (3)  ergiebt  sich: 


Die  Wirkung  G ist  um  den  Extracurrent  grösser,  welcher 
sich  hier  durch  die  Nebenschliessung  ergiessen  kann;  derselbe 
ist  gleich  iP,  IV,  was  zu  F addirt  giebt: 

C — t 

“ f w 


Berücksichtigt  man,  dass  die  Nebenschliessung  um  die  521 
Zeit  2 früher  geschlossen,  als  die  der  Batterie  unterbrochen 
wird,  so  findet  man  mit  Weglassung  der  mit  den  höheren 
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Dimensionen  der  kleinen  Grössen  z und 
Glieder: 


G 


2nAi 
T W\ 


tnj  IV  multiplicirten 


(9) 


Um  die  Grösse  r,  die  Fortpflanzungszeit  des  Stosses  durch 
das  Elfenbein  des  zweiten  unteren  Hebels,  zu  finden,  wurden 
die  Wirklingen  f des  Stromes  beobachtet,  wenn  er  durch  die 
zweite  Schliessung  geschlossen,  durch  die  zweite  Lösung  unter- 
brochen wurde.  Es  ist: 


/- 


2rr  A i 

~Tw\z 


Daraus  ergiebt  sich  angenähert: 


z 


2 


PfT 

71  A 


Die  nicht  ganz  constanten  Grössen  A und  IV  wurden  durch 

Ablenkungsversuche  ermittelt,  bei  denen  nur  des  Stro- 

mes durch  den  Multiplicator  kreiste,  weil  der  ganze  zu  heftig 
auf  den  Magnet  wirkte.  Ihre  Veränderungen  waren  sehr  un- 
bedeutend.. Um  z zu  finden,  habe  ich  zunächst  aus  denjenigen 
Beobachtungen,  wo  t einen  hohen  Werth  hatte,  und  deshalb 
das  Glied  mit  t.  im  Exponenten  in  Gleichung  (8)  sehr  klein 
wird,  einen  angenäherten  Werth  von  P gesucht;  mit  dessen 
Hülfe  erhält  man  aus  (10)  leicht  einen  hinreichend  genauen 
W erth  von  z,  um  in  einer  zweiten  Annäherung  die  Werthe  zu 
finden,  mittels  deren  die  Berechnung  ausgeführt  ist,  dereu 
Resultate  ich  hier  zusammenstelle.  (Siehe  umstehende  Tabelle.) 

Die  Fortpflanzungszeit  des  Stosses  z fand  sich  0,000337 
Secunden,  ihr  entsprach  im  Mittel  von  14  Versuchen  der 
Ausschlag  f — 0,253  Scalentheile.  So  kleine  Ausschläge  sind 
leider  wegen  der  Luftströmungen  im  Magnetkasten  schwer  mit 
Sicherheit  zu  messen.  Wenn  der  Schliessungsgegenstrom  der 
Multiplicatorspirale  die  Stromstärke  nicht  verminderte,  würde 
dafür  der  Aussclilag  1,212  entstanden  sein.  Die  ganze  Grösse 
des  Inductionsstromes  beträgt  bei  dem  entsprechenden  Zustande 
der  Batterie  4,323  Scalentheile. 

Man  ersieht  aus  der  Gleichung  (9),  dass  der  störende  Ein- 
fluss des  Inductionsstromes  auf  die  Messungen  der  Zeit  zwischen 
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Xr. 

G 

| F 

Differenz 

__ 

| 

Zeit  in 

t&ö  Secdn. 

berechnet 

Zahl 

der 

Ver- 

suche 

be- 

obachtet 

Zahl 

der 

Ver- 

suche 

l . | . 

be-  aus  G 

obachtet  berechnet 

11 

S 

0,981 

8 

0,356 

0,324 

4-  0,032 

0,038 

4 

24 

2,286 

2° 

MM 

0,920 

0,870 

+ 0,050 

0,068 

3 

16 

2,950 

32 

1,167 

1,229 

- 0,062 

0,083 

2 

17 

3,869 

32 

1 ,950 

1,797 

4-  0,153 

0,103 

10 

15 

4,076 

20 

1,120 

0,928 

4-  0,192 

0,108 

1 

6 

6,500 

13 

3,723 

3,724 

- 0,001 

0,162 

5 

14 

10,502 

11 

7,178 

7,213 

— 0,035 

0,252 

13  | 12 

10,867 

12 

7,862 

7,550 

4-  0,312 

0,260 

1 

$ 

10,865 

15 

7,887 

7,750 

4-  0,137 

0,261 

6 

11 

15,876 

16 

12,731 

12,336 

4-  0,395 

0,372 

12 

17 

16,212 

12 

12,995 

12.679 

4-  0,316 

0,381 

14 

11 

16,267 

7 

12,725 

12,734 

- 0,009 

0,382 

9 

7 

23,866 

9 

20,256 

20,274 

- 0,018 

0,556 

8 

10 

24,762 

8 

21,062 

21,101 

- 0,039 

0,566 

erster  Schliessung  und  zweiter  Lösung  der  Wippe  nach  Pouil- 
let?s  Methode  durch  die  beschriebene  Einschaltung  einer 
Nebenleitung  beseitigt  werden  kann.  Will  man  die  Zwischen- 
zeit der  anderen  Zeitmomente  der  Wippe  kennen  lernen,  so 
muss  man  die  Fortpflanzungszeit  des  Stosses  durch  das  Elfen- 
bein berücksichtigen,  welche  ich  übrigens  gleich  gefunden  habe, 
sowohl  in  beiden  Hebeln,  als  auch  bei  verschiedenen  Stellun- 
gen der  aufstossenden  Schrauben  des  oberen  Hebels.  Insbe-  e?» 
sondere  ergiebt  sich  aus  den  aufgestellten  Formeln,  was  wir  in 
der  Folge  noch  gebrauchen  werden,  dass  bei  vollständiger 
Gleichzeitigkeit  der  ersten  Lösung  und  zweiten  Schliessung, 
der  zeitmessende  Ausschlag,  den  man  bei  eingeschalteter  Neben - 
leitung  zwischen  erster  Schliessung  und  zweiter  Lösung  erhält, 
1.832  Scalentheile  beträgt.  Kleine  Aenderungen  in  dem  Zu- 
stande der  Batterie  haben  auf  so  kleine  Ausschläge  kaum  einen 
Einfluss. 

Ich  gehe  nun  zu  den  besseren  Messungen  über,  welche  ich 
mit  der  zweiten  Form  der  Wippe  und  im  verzweigten  Schlies- 
sungsdrahte angestellt  habe.  Der  Apparat  kann  dabei  nichts 
weiter  ausftihren,  als  eine  Stromesschliessung,  und  nach  einer 
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gewissen  kleinen  Zwischenzeit  eine  Oeffnung.  Die  Stromleitung 
hatte  drei  Zweige.  Der  erste  a enthielt  die  galvanische  Bat- 
terie, acht  DanieH’sche  Elemente,  je  vier  hinter,  je  zwei 
nebeneinander,  der  zweite  b einen  dünnen  Platindraht  von  1,5  m 
Meter  Länge,  der  zickzackformig  hin  und  her  gebogen  auf 
einem  Brettchen  befestigt  war,  so  dass  er  keine  merkliche  iu- 
ducirende  Wirkung  ausüben  konnte,  der  dritte  c eine  möglichst 
eng  gewickelte  Spirale  von  2 Pfund  Kupferdraht.  Sie  bestand 
aus  zwei  parallel  laufenden  Drähten,  jeder  etwa  32  m lang, 
welche  für  diese  Versuche  hintereinander  als  ein  Draht  von  154  m 
in  die  Leitung  eingefügt  waren.  Die  Höhe  der  Spirale  ist 
40  mm,  der  Durchmesser  des  inneren  Lumens  20  mm , der 
ihrer  äusseren  Peripherie  87  mm.  Der  fallende  Hebel  der 
Wippe  schloss  zunächst  die  Leitung  und  öffnete  dann  ent- 
weder a oder  c.  Im  ersteren  Falle  konnte  sich  der  Endgegen- 
strom  der  Spirale  durch  den  Zweig  b entladen;  im  letzteren 
wurde  ihm  jede  Leitung  abgeschnitten.  Die  Wirkung  der 
Ströme  wurde  durch  die  Ablenkungen  eines  Magnetstäbchens 
gemessen,  welches  parallel  der  einen  Grundfläche  der  Spirale 
an  einem  Coconfaden  schwebte.  Die  Ausschläge  des  Magnets 
wurden  mit  Hülfe  von  Spiegel,  Scala  und  Fernrohr  in  der  be- 
kannten Weise  beobachtet. 

Mi  Für  die  Anwendung  der  zu  prüfenden  Gesetze  auf'  die 
vorliegenden  Versuche  dürfen  wir  die  inducirende  Wirkung  der 
ausserhalb  der  Spirale  liegenden  einfachen  Drahtleitungen  ver- 
nachlässigen, und  können  die  Induetionswirkung  einer  elektro- 
motorischen Kraft  gleich  setzen,  welche  nur  in  dem  Zweige  c 
ihren  Sitz  hat.  Bezeichnen  wir  mit  p das  Potential  der  Spirale, 
mit  iaj  ?by  ic  die  Intensitäten,  mit  wa , wbl  wc  die  Widerstände 
der  drei  Zweige  a,  by  c,  mit  A die  elektromotorische  Kraft 
der  Batterie  in  a , so  ist: 

• f a ==  ?b  ~f- 

die 
dt  ' 


A — ia  iv a = ib  Wb  — ic  rt'c  + V 


Durch  Elimination  von  ia  und  ih  erhalten  wir : 

di 

A U'b  — :c  ( IVaU'b  4-  U'a  Wc)  + p (wa  + 1Cb)  ~ • 
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Der  Kürze  wegen  bezeichnen  wir  die  Grösse  tva  icb 
-t -whw<  mit  N\  das  Integral  wird  dann: 


A wb  l 


XI 


\ 


Ic  = j 1 ~ C P{*a+  ">b)  j . 


Daraus  findet  sich  ferner: 

. _ A All'atCb  | 

lb  ~~  Wa+1Cb  i^(fOa+fC6)l 

i - A - - AWl*  il 

tCa+Wb  X(lCa+U'b)\ 


XI 


1 — C p('°a  + wb) 


XI 


— e p (wa  + wb  ) 


ft1;,  1 \ 


I 


ll'a  U'c 


(11} 


(12) 


(13) 


Während  also  ic  von  ü an  steigend  sich  asymptotisch  dem 
Werthe  nähert,  welcher  ihm  dauernd  in  dem  verzweigten 
Systeme  zukommt,  haben  ib  und  ia  anfangs  den  Werth,  welcher 
ihnen  bei  Abwesenheit  der  Leitung  a zukommen  würde,  ersteres 
sinkt,  letzteres  steigt  zu  dem  Werthe,  welcher  der  dreitheiligen 
Leitung  entspricht. 

Wir  können  am  Magnet  nur  die  Wirkung  von  ic  beobach- 
ten. Wenn  bei  der  Unterbrechung  des  Stromes  die  Leitung  c 
selbst  geöffnet  wird,  haben  wir  nichts  als  die  Wirkung  des  an- 
steigenden Stromstückes.  Sei  F die  Differenz  der  Ausschläge 
des  Magnetes,  dann  ist  nach  (7)  und  (11): 

t ( 

TF  Awb  , A«b(wa  + w*)P  )<  ?(«’«+ »/,) 

ln  =2  hdt  = IST* V -l1-' 


Bezeichnen  wir  den  Werth  von  ic  zur  Zeit  der  Unterbrechung 
des  Stromes  mit  Jc , so  ist: 


TF  Awb  (fi'a  + lcb)P  j 

2 Ti  88  N N jc‘ 


<14) 


Wird  dagegen  nicht  die  Leitung  c,  sondern  a unterbrochen, 
so  ist  bis  zum  Augenblicke  der  Unterbrechung  der  Verlauf  der 
Ströme  ganz  derselbe  wie  im  ersten  Falle,  nachher  aber  bildet 
sich  ein  Extracurrent  in  der  Leitung  b und  c,  dessen  Grösse 
der  Intensität,  welche  im  Augenblicke  der  Unterbrechung  in 
der  Spirale  stattfindet,  proportional  sein  muss.  Dadurch  wird 
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die  Gesammtwirkung  G auf  den  Magnet  grösser  als  F in  dem 
vorigen  Falle.  Wie  oben  in  Gleichung  (1)  ergiebt  sich: 

Wr- JP ) _ pJc  (15) 


Um  die  Gleichungen  (14)  und  (15)  zur  Berechnung  der 
Versuche  geschickter  zu  machen,  setzen  wir: 

(G-F)X  = E 

(«•&  + WC  ) A C 

FX 8 

(«’a  + W6)(w6  + «fe)a^C 


2np  .ieb 


TC(wb  + iccy 


= a . 


(17) 


Darin  ist  C eine 
alsdann: 


vorläufig  willkürliche  Constante. 

r _« 

E — CI  1 — e a . 


Es  ist 

(18) 


Die  Werthe  von  E und  z lassen  sich  aus  den  einzelnen 
zusammengehörigen  Werthen  von  Fund  G berechnen,  wenn 
die  dazu  gehörigen  von  iva,  icbf  wc  und  A gegeben  sind.  Die 
62ß  Widerstände  der  Drähte  wb  und  wc  sind  bei  allen  einzelnen 
Versuchen  dieselben,  und  im  Vergleich  zu  einem  als  willkür- 
liche Einheit  gebrauchten  Drahte  b bestimmt  worden.  Es 
fand  sich: 

wb  = 2,7266  b 
icc  « 2,5146  b. 

In  wa  ist  aber  der  veränderliche  Widerstand  der  Kette 
einbegriffen,  und  diese  Grösse-  musste  deshalb  ebenso  wie  ehe 
elektromotorische  Kraft  A durch  besondere,  zwischen  die  In- 
ductions versuche  eingeschaltete  Intensitätsmessungen  bestimmt 
werden.  Da  der  Strom  der  Batterie  bei  derjenigen  Anordnung 
der  Leitung,  welche  für  die  Inductionsversuche  diente,  viel  zu 
heftig  auf  den  Magnet  wirkte,  um  dauernde  Ablenkungen  be- 
obachten zu  können,  wurden  statt  des  Zweiges  c (der  Spirale) 
zwei  andere  Drahtstücke  m und  <j  eingeschaltet,  und  die  Spirale 
endlich  wieder  als  Nebenleitung  von  q,  sodass  nur  ein  sehr 
kleiner  Theil  des  Stromes  hindurchging.  Bei  dieser  Anord- 
nung beobachtete  ich  die  Intensität  einmal  (/,)  ohne  weitere 
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Einschaltung,  dann  (*/2)  mit  Einschaltung  des  Drahts  b in  die 
Leitung  a.  Es  ist: 

m — 2,8141  b 
q = 0,0193  b. 


xva  = _ 1 3848 

JMtCb  + in  + q)(lCc  + q) 
(«7i  —Jz)tobq 


A = 


b . 


Dadurch  sind  alle  zur  Berechnung  von  E und  z nöthigen 
Data  gegeben.  Die  Constante  C setzte  ich,  um  die  Rechnung 
möglichst  zu  vereinfachen: 

c=  

(wb  + m + s)  (Wc  + g)  ' 

Dann  ist: 

AC= 

«M  **2 

Der  Werth  der  Constante  a der  Gleichung  (17)  ist  nur 
von  Grössen  abhängig,  welche  bei  allen  Versuchen  dieselben 
bleiben.  Unter  diesen  kommt  die  Potentialgrösse  j)  vor,  welche  527 
nicht  wohl  anders  als  aus  den  Resultaten  der  Inductionsversuche 
bestimmt  werden  kann.  Ich  habe  deshalb  den  passendsten 
Werth  für  a nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  berech- 
net. Streng  genommen  müsste  das  so  geschehen,  dass  die 
Werthe  von  F,  welche  nach  den  zugehörigen  von  G berechnet 
werden,  möglichst  wenig  von  den  beobachteten  abweichen,  in- 
dessen ist  die  Abhängigkeit  zwischen  F und  G,  welche  in  der 
Gleichung  (18)  mit  Berücksichtigung  von  (16)  ausgesprochen 
wird,  so  verwackelt,  dass  weder  F durch  G,  noch  G durch  F 
geschlossen  ausgedrückt  werden  kann.  Die  Anwendung  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  macht  deshalb  grosse  Weit- 
läufigkeiten. Ich  habe  vielmehr  die  Rechnung  so  geführt,  dass 
die  Werthe  von  E aus  z berechnet,  möglichst  wenig  von  denen, 
welche  die  erste  der  Gleichungen  (16)  aus  den  Beobachtungen 
giebt,  abweichen.  Das  Resultat  kann  sich  nicht  wesentlich  von 
dem  der  strengeren  Rechnung  unterscheiden,  weil  die  Fehler 
von  E denen  von  F nahehin  proportional  sind,  und  die  letzte- 
ren wenig  Einfluss  auf  die  Grösse  z haben.  Das  F hebt  sich 

Belmholtz,  wissenseh.  Abhandlungen.  29 
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nämlich  aus  der  zweiten  Gleichung  (16)  bis  auf  einen  verhält- 
nissmässig  kleinen  Rest  heraus.  Aus  den  Feldern  von  E können 
dann  schliesslich  die  von  Fmit  hinreichender  Genauigkeit  leicht 
berechnet  werden.  Den  Werth  der  Constante  a fand  ich  auf 
diese  Weise  für  die  folgende  Versuchsreihe: 

a = 0,087  058. 

Ueber  die  in  der  folgenden  Tafel  zusammengestellten  Zah- 
len ist  noch  zu  bemerken:  Die  Intensitäten  Jx  und  J2  sind  bei 
der  vorher  beschriebenen  Anordnung  der  Leitung  ermittelt 
worden  durch  je  eine  Bestimmung  der  Stellung  des  Magnetes 
bei  kreisendem  Strome.  Jede  dieser  Bestimmungen  beruht 
wiederum  auf  5 Ablesungen  der  Schwingungsgrenzen.  Die  Cor- 
rectionen  wegen  der  Verwandlung  der  abgelesenen  Tangenten 
des  doppelten  Winkels  in  doppelte  Tangenten  des  einfachen 
Ablenkungswinkels  sind  angebracht.  Bei  den  Inductionsver- 
suchen  bezeichnen  F und  G die  durch  die  Stromwirkung  her- 
628  vorgebrachten  Vergrösserungen  des  Ausschlags,  d.  h.  des  halben 
Schwingungsbogens.  Jede  dieser  Zahlen  beruht  auf  zwei  Ab- 
lesungen der  Schwingungsgrenzen  vor  und  fünf  solchen  nach 
der  Einwirkung  des  Stromes.  Nach  Beendigung  dieser  Ab- 
lesungen wurde  der  Magnet  durch  einen  seiner  Bewegung  ent- 
gegenwirkenden Strom  von  gleicher  Grösse,  wie  der  welcher 
ihn  in  Bewegung  gesetzt  hatte,  wieder  in  sehr  kleine  Schwin- 
gungen zurückgebracht.  Die  sehr  kleinen  Correctionen  wegen 
der  Tangenten  und  der  Abnahme  der  Schwingungsbögen  sind 
angebracht.  Erstere  betragen  nur  wenige  Hunderttheile,  letztere 
höchstens  nur  ein  Drittel  eines  Scalentheiles.  Neben  den  be- 
obachteten Werthen  von  F befinden  sich  diejenigen,  welche 
nach  der  Rechnung  den  zugehörigen  Werthen  von  G ent- 
sprechen. Die  Versuchsgruppen  1 bis  5 sind  in  unmittelbarer 
Folge  hintereinander  angestellt,  ebenso  6 bis  12,  und  in  der 
Reihenfolge  ihrer  Anstellung  aufgeführt  worden. 
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Beobachtete  Werthe 
von 

G.  I F. 


Mittel  der  beobach- 
teten Werthe 

G.  I F. 


Be- 

rechnete 

Diffe- 

Werthe 

renzen. 

von  F. 

Zeit 

in  Secun- 
den 


£ 


2 


% 


JA 


* 


6 


5; 


151,12 

109,29 


80,85 

80,70 

80,80 

80,75 


70,98 

70,08 

70,38 

70,83 


58,39 

58,79 

58,64 

58,74 


50,15 

50,90 

50,45 

50,95 


40,92 

40,82 

40,97 

41,07 


67,21 

67,36 

67,18 


109,92 

152,66 


153,12 

110,09 


111,26 

153,06 


152,66 

110,88 


110,76 

152,20 


80,775 


67,243 


67,391 


-0,148 


0,01569 


56,71 

57,26 

70,567 

56,877 

57,234 

—0,357 

56,66 

0,01379 


45,37 

45,47 

58,640 

45,470 

45,562 

-0,092 

1 

45,57 

0,01163 


38,09 

38,14 

50,613 

38,123 

37,836 

+ 0,287 

38,14 

0,01018  529 


28,75 

28,85 

40,945 

28,783 

28,727 

+ 0,056 

28,75 

0,00844 


149,05 

108,97 


40,12 

39,52 

89,57 

39,62 


27,80 

27,65 

39,708 

27,650 

27,756 

-0,106 

27,50 

0,00854 


109,39 

149,62 


29 1 
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Beobachtete  Werthe 
von 

G.  | F. 

Mittel  der 
teten  A 

G. 

beobacb- 

iVerthe 

F. 

Be- 
rechnete 
Werthe 
von  F. 

Diffe- 

renzen 

Zeit 

in  Secun- 
den 

7 

28,75 

29,20 

29,10 

29,05 

18,41 

18,56 

18,11 

29,025 

18,360 

18,086 

+ 0,274 

0,00629 

3t 


8 


J2 

Jx 

9 


Jx 

J2 


10 


Jx 


150,22 

109,52 


20,26 

20,66 

20,56 

20,76 


11,39 

i 

10,99 

20,560 

11,157 

10,998 

+0,159  ! 

11,09 

0,00463 


109,51 

150,19 


12.09 
12,84 
13,19 

13.09 


5,27 

5,27 

12,802 

5,370 

5,317 

+ 0,053 

5,57 

0,00303 


150,27 

109,53 


7,77 

8,12 

8,12 

8,32 

8,47 


2,76 

2.71 

2,66 

2,81 


8,160 


2,735 


2,551  +0,184 


0,00201 


I 


109,32 

149,50 


63o  Die  Uebereinstiinmung  zwischen  Rechnung  und  Beobach- 
tung scheint  hinreichend  gross,  um  die  Richtigkeit  der  aufge- 
stellten Theorie  zu  beweisen.  Die  Abweichungen  zwischen 
beiden  sind  kleiner  als  die  der  einzelnen  Beobachtungen  unter 
einander,  zeigen  aber  noch  eine  gewisse  Regelmässigkeit,  welche 
vielleicht  von  Fehlem  der  Widerstandsmessungen  oder  davon 
herrühren  mag,  dass  bei  Unterbrechung  der  Spiralenleitung 
der  Extracurrent  doch  nicht  ganz  so  vollständig  ausgeschlossen 
wurde,  als  wir  angenommen  haben.  Der  letztere  fliesst  wenig- 
stens noch  so  lange,  als  der  Funke  dauert.  Dessen  Dauer  ist 
zwar  bisher  noch  immer  verschwindend  klein  gefunden  worden, 
da  es  in  unsern  Untersuchungen  aber  auf  Hunderttausendtlieile 
von  Secunden  ankommt,  kann  es  noch  zweifelhaft  erscheinen, 
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ob  sie  nicht  genüge,  die  elektromotorische  Wirkung  in  den 
Zehnteln  der  Scalentheile  zu  verändern. 

Wir  haben  bei  dem  eingeschlagenen  Verfahren  das  aufge- 
stellte Gesetz  über  den  Verlauf  des  Inductionsstromes  nicht 
direct  geprüft,  d.  h.  wir  haben  nicht  die  Intensität  als  Function 
der  Zeit  bestimmt,  sondern  wir  haben  nur  die  Abhängigkeit 
zwischen  der  Intensität  und  ihrem  Integral  nach  der  Zeit  be- 
stimmt. Es  könnte  noch  gefragt  werden,  ob  dieses  Verfahren 
nicht  eine  Zweideutigkeit  zulasse,  ob  nicht  auch  eine  andere 
Function  der  Zeit  dieselbe  Abhängigkeit  zwischen  ihr  selbst 
und  ihrem  Integral  gebe.  Ich  will  deshalb  noch  beweisen,  dass 
durch  die  experimentell  erwiesene  Abhängigkeit  zwischen  F 
und  G auch  i als  Function  von  t vollkommen  und  eindeutig 
bestimmt  sei. 

Als  erwiesen  durch  die  Versuche  betrachten  wir  die  Ab- 
hängigkeit zwischen  G und  F \ welche  ausgesprochen  ist  durch 
die  Gleichungen  (16)  und  (18): 


{G—F)N 
( ici  + tcc)  AC 

FN 2 

lWa  + Wb)(Wb  + Wcy  AC 


-\-  E — Z 

, 


(16) 


und  mit  einer  leichten  Umformung: 

log 


1-* 

a 


z 

a 


(18) 


Darin  ist  C eine  beliebige  Constante,  und  a eine  solche, 
deren  Bedeutung  wir  noch  zu  bestimmen  haben  werden.  Dazu 
kommt  noch  die  Gleichung: 

t 

F=  2*f  icJt , (19) 

0 


welche  auf  bekannten  elektromagnetischen  Gesetzen  beruht, 
und  endlich  die  Gleichung  (15): 


G — F= 


P'c 

(»6  + ™c)  ’ 


(15) 


welche  durch  die  bekannten  Gesetze  über  die  ganze  Grösse 
des  Oeffnungsgegenstrome8  gegeben  ist.  Darin  bedeutet  ic  den 
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Werth  dieser  Variablen  zur  Zeit  der  Unterbrechung.  Durch 
Differentiiren  nach  t geben  diese  Gleichungen: 

d(G  - F)  N __  dE 

dt  (wb  4-  toc)AC  dt 

dF  . A3  =dz  — dE 

dt  (ioa  + w6)  ( toh  4-  iccy  AC  ~~  dt  dl 


a 


dE 

dt 


dz 

dt 


dF  __ 
dt  “ T 


d(G_-  F)  __  2 *P  ®*< 

dt  T(t ob  4-  trc)  dt 


Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  F,  G,  E und  z,  so 
bekommt  man  folgende  Differentialgleichung  für  ic: 

2?r  pN  dic  N 

4-  wcYACT  dt  ~~  (ica  + icb)p 


1 - 


271  p?> 

a (wh  4-  tc.y  A CT 


Deren  vollständiges  Integral  ist: 


a(ich  + u'cyACT 
2n  pN 


I 

I 


wo  b die  Integrationsconstante  ist.  Setzen  wir  wie  früher  t 
für  den  Zeitpunkt  gleich  0,  wo  auch  ie  gleich  0 ist,  so  wird  b 
532  ebenfalls  0.  Dann  stimmt  die  Gleichung  (20)  mit  der  theo- 
retisch entwickelten  (11)  überein  bis  auf  den  Factor,  mit  dem 
der  eingeklammerte  Ausdruck  multiplicirt  ist.  Dieser  Factor 
ist  aber,  wie  sich  aus  der  Form  beider  Gleichungen  sogleich 
ergiebt,  diejenige  Stromgrösse,  welche  nach  Verlauf  des  In- 
ductionsstromes  constant  bestehen  bleibt,  und  deren  Grösse 
durch  das  Ohm’sche  Gesetz  gegeben  ist: 

Awh 

= N • 


Wir  müssen  also  setzen: 

a ( icb  4- 1 oc  y ACT  Awh 

2 npN  = ~N~ 9 

wodurch  einmal  die  Gleichung  (20)  vollkommen  identisch  wird 
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mit  (11),  und  sich  der  Werth  von  a ganz  ebenso  wie  in  der 
theoretisch  abgeleiteten  Gleichung  (17)  bestimmt: 

2npwh 

" ~ Tl\wb  + ,cJ‘' 

Somit  ist  der  Beweis  vollendet,  dass  ic  keine  andere 
Function  von  t sein  könne,  als  die  in  der  Gleichung  (11)  hin- 
gestellte. 

Dadurch  wird  es  auch  möglich  und  gerechtfertigt,  mit 
Hülfe  der  obigen  Formeln  die  Zeitdauer  in  Secunden  zu  be- 
rechnen, welche  in  unsern  Versuchen  der  Schliessung  der 
Stromleitung  entspricht.  Die  Zahlen  finden  sich  in  der  letzten 
Rubrik  der  gegebenen  Tafel. 

Bei  der  Zeitmessungsmethode  von  Pouillet  müssen  die 
von  uns  gewonnenen  Ergebnisse  jedenfalls  berücksichtigt  wer- 
den, wenn  sie  zu  genauen  Resultaten  führen  soll.  Sind  die 
gemessenen  Zeiträume  grösser  als  die  Dauer  des  Schliessungs- 
gegenstromes, wie  es  bei  den  von  mir  ausgeführten  physio- 
logischen Messungen  der  Fall  war,  so  genügt  es  zu  allen  nach 
Pouillet  berechneten  Zeiträumen  eine  kleine  constante  Cor- 
rection  zu  addiren,  welche  erhalten  wird,  wenn  man  den  Po- 
tentialwerth der  Spirale  durch  den  Widerstand  der  Leitung 
dividirt.  Dieser  Quotient  betrug  bei  der  Anordnung  des  Appa- 
rates, wie  ich  ihn  für  meine  physiologischen  Versuche  be- 
schrieben habe,  0,000  983  Secunden.  Sind  die  Zeiträume  aber 
kleiner,  so  genügt  eine  constante  Correction  nicht  mehr,  son-  533 
dern  es  muss  dann  die  Ansteigungsform  des  Stromes  berück- 
sichtigt werden,  zugleich  werden  die  Messungen  immer  unge- 
nauer und  schwieriger,  wTeil  die  elektromagnetische  Wirkung 
in  sehr  viel  grösserem  Verhältniss  abnimmt  als  die  Zeit.  Für 
solche  Messungen  wird  es  also  rathsam  sein,  nicht  zu  eng  ge- 
wundene Spiralen  mit  nicht  zu  vielen  Windungen  anzuwenden, 
und  nötigenfalls  die  elektromotorische  Wirkung  derselben 
durch  Vergrösserung  der  Batterie  zu  verstärken,  nicht  aber 
durch  Vermehrung  der  Windungen.  Wo  es  ausführbar  ist, 
möchte  der  beste  Ausweg  die  Einschaltung  einer  Nebenleitung 
sein,  wie  in  unseren  obigen  Versuchen  mit  der  Wippe. 

Wir  sind  von  der  Voraussetzung  ausgegangen,  dass  die 
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inducirte  elektromotorische  Kraft  in  demselben  Momente  vor- 
handen sei , wo  die  inducirende  Stromesschwankung  statt- 
findet. Diese  Ausnahme  scheint  durch  die  Uebereinstim- 
mung  der  Versuche  mit  den  Folgerungen  des  darauf  basirten 
mathematischen  Princips  bestätigt  zu  werden.  Ich  habe  noch 
einige  directere  Versuche  angestellt,  um  zu  erfahren,  ob  ein 
Zeitunterschied  zwischen  diesen  Vorgängen  wahrnehmbar  zu 
machen  sei. 

Die  beste  Gelegenheit  dazu  bietet  sich  bei  der  Induction 
durch  Unterbrechung  eines  Stromes,  weil  hier  die  Dauer  der 
Stromesschwankung  auf  die  Dauer  des  Funkens  beschränkt 
ist.  Man  wähle  zu  solchen  Versuchen  eine  Spirale,  in  welcher 
man  sich  von  der  vollständig  guten  Isolation  aller  Drahtwin- 
dungen überzeugt  hat,  am  besten  eine  mit  zwei  neben  einander 
gewickelten  Drähten,  weil  man  deren  Isolation  immer  wieder 
prüfen  kann.  Ich  gebrauchte  diezweipfündige  der  obigen  Versuchs- 
reihe mit  zwei  Drähten,  deren  jeder  32  m lang  war.  Man  berück- 
sichtige ferner,  dass  sich  innerhalb  des  elektrodynamischen  Wir- 
kungskreises der  Spirale  keine  geschlossene  Leitung  finden  darf, 
wovon  der  Grund  sogleich  ersichtlich  werden  wird.  Die  oben 
beschriebene  Wippe  macht  es  möglich,  äusserst  schnell  nach 
634  der  Unterbrechung  des  Stromes  der  Spirale  an  der  ersten 
Lösungsstelle,  ihr  an  der  zweiten  Schliessungsstelle  statt  der 
Leitung  durch  die  Batterie  eine  andere  durch  einen  Multipli- 
cator  oder  durch  den  menschlichen  Körper  zu  geben.  Ich 
habe  aber  nie  eine  Wirkung  auf  den  Magnet  gesehen,  oder 
einen  Schlag  gefühlt,  wenn  die  geringste  Zeit  zwischen  der 
Unterbrechung  und  Schliessung  der  neuen  Leitung  verfloss. 
Wenn  ich  die  Schrauben  m des  oberen  Hebels  der  Wippe 
allmählig  so  verstellte,  dass  die  Zwischenzeit  immer  kleiner 
und  kleiner  wurde,  bis  endlich  Wirkungen  eintraten,  was  stets 
am  Magnet  und  am  Körper  gleichzeitig  geschah,  so  fand  ich 
den  zeitmessenden  Ausschlag  des  Magnetes,  der  zwischen  erster 
Schliessung  und  zweiter  Lösung  durch  die  zur  Messung  der 
Grössen  G in  der  ersten  Versuchsreihe  gebrauchte  Anordnung 
bewirkt  wurde,  zwischen  1,73  und  1.83.  Ich  habe  oben  gezeigt, 
dass  derselbe  1,832  sein  muss,  wenn  erste  Lösung  und  zweite 
Schliessung  gleichzeitig  erfolgen  sollen.  Auf  die  Unterschiede 


Digitized  by  Google 


Verlauf  inducirter  Ströme. 


457 


dieser  drei  Zahlen  ist  kein  Gewicht  zu  legen,  weil  die  genauere 
Messung  so  kleiner  Ausschläge  durch  die  Luftströmungen  ver- 
hindert wird.  Daraus  geht  hervor,  dass  keine  durch  die  ange- 
wendeten elektromagnetischen  Mittel  messbare  Zeit  zwischen 
der  Oeffnung  der  Spirale  und  Schliessung  ihrer  Nebenleitung 
vergehen  darf,  wenn  noch  Induction  stattfinden  soll.  Ich  glaube 
nach  meinen  Messungen  behaupten  zu  dürfen,  dass  jedenfalls 
ein  Zehntausendstel  Secunde  nach  der  Unterbrechung  schon 
alle  inducirende  Wirkung  verschwunden  sei. 

Ganz  ebenso  verhält  es  sich,  wenn  man  zwei  Spiralen 
hat,  und  die  Leitung  der  einen  erst  gesclilossen  wird,  un- 
mittelbar nachdem  der  Strom  in  der  anderen  unterbrochen  wor- 
den ist. 

Meine  Versuche  stehen  hier  in  directem  Widerspruche 
mit  Marianini J)  und  E.  du  Bois-Reymond 1  2),  welche  beide 
sehr  beträchtliche  Nachwirkungen  unter  Verhältnissen  fanden, 
wo  die  Pause  zwischen  Oeffnung  und  Schliessung  wahrschein-  m 
lieh  sehr*  viel  grösser  war,  als  bei  mir.  Ob  die  Spiralen  beider 
Beobachter  nicht  hinlänglich  gut  isolirten? 

Wenn  dagegen  zur  Zeit  der  Unterbrechung  des  Stromes 
innerhalb  seines  elektrodynamischen  Wirkungskreises  sich  eine 
geschlossene  Leitung  befindet,  so  entsteht  in  dieser  ein  indu- 
cirter Strom,  welcher  nach  einer  gewissen  Zeit  allmählig  er- 
lischt. Wird  dann  noch  während  der  Dauer  dieses  Stromes 
entweder  die  erste  inducirende  Spirale  oder  eine  dritte  ge- 
schlossen, so  können  in  diesen  wiederum  durch  Vermittelung 
der  zweiten  Spirale  Ströme  erzeugt  werden,  welche  dieselbe 
Richtung  haben,  als  wären  sie  verspätete  Wirkungen  der  ersten 
Stromunterbrechung.  Solche  AVirkungen  zeigte  z.  B.  die  zwei- 
pfiindige  bifilare  Spirale  sehr  kräftig,  fast  ebenso  stark,  als 
würde  der  directe  Extracurrent  beobachtet,  wenn  ich  einen  der 
Drähte  zum  Kreise  schloss,  durch  den  andern  einen  Strom 
gehen  liess,  und  kurz  nach  dessen  Unterbrechung  eine  Neben- 
sehliessung  einschaltete.  Es  folgt  daraus,  dass  auch  die  durch 


1)  Ann.  de  Chim.  et  de  Phys.  Juin  1844.  t.  XI.  p.  395. 

2)  Unters,  über  thier.  Elekt.  Bd.  I.  S.  425. 


I 


458 


Elektrodynamik. 


Unterbrechung  des  primären  inducirten  Ströme  viel  länger 
dauern,  als  die  Unterbrechung  selber. 

Wenn  in  eine  Spirale  solide  Eisenkerne  eingeschoben  wer- 
den, so  müssen  bei  der  Unterbrechung  des  Stromes  in  diesen 
inducirte  Ströme  entstehen,  welche  eine  gewisse  Zeit  dauern, 
und  das  Eisen  in  demselben  Sinne  magnetisirt  erhalten,  als  es 
der  ursprüngliche  Strom  that.  Es  können  demnach  noch  eine 
gewisse  Zeit  nach  der  Unterbrechung  des  primären  Stromes 
Inductionen  durch  die  sectmdären  Ströme  und  den  zurückge- 
haltenen Magnetismus  erhalten  werden.  Man  hat  diese  Nach- 
wirkungen beim  Eisen  längst  bemerkt,  und  sie  von  einer  ge- 
wissen Trägheit  der  magnetischen  Fluida  herleiten  zu  müssen 
geglaubt.  Um  dies  zu  prüfen,  kam  es  darauf  an  die  Ent- 
stehung von  Strömen  in  der  Eisenmasse  zu  verhindern.  Ich 
bildete  mir  daher  einen  Kern  aus  einem  Bündel  der  feinsten 
Eisendrähte,  welche  ich  bekommen  konnte  (sogenannten  fein- 
536  sten  Blumendraht,  0,123  Par.  Linien  dick),  überzog  jeden  Draht 
mit  einer  dünnen  isolirenden  Schicht  aus  einer  Mischung  von 
Wachs  und  Harz,  und  untersuchte  mittels  der  Wippe  die 
Nachwirkungen  dieses  und  verschiedener  anderer  Drahtbündel, 
welche  ich  so  stark  gemacht  hatte,  dass  sie  alle  Inductions- 
ströme  von  ungefähr  gleicher  elektromagnetischer  Wirkung 
(gleicher  Quantität  von  Elektricität)  gaben.  Es  ergab  sich 
sehr  augenscheinlich , dass  bei  derselben  Stellung  der  Wippe 
die  Nachwirkungen  desto  grösser  waren,  je  dicker  die  Drähte, 
und  bei  dem  feinen  Blumendrahte  fehlte  jede  Spur  davon.  Es 
konnte  zwischen  ihm  und  einer  ganz  leeren  Spirale  kein  Unter- 
scliied  in  dieser  Beziehung  gefunden  werden,  obgleich  die  indu- 
cirten Ströme  mit  dem  Drahtbündel  viermal  stärker  waren,  als 
ohne  dasselbe.  Daraus  folgt,  dass  in  linearen  Eisenstücken 
sich  die  Gleichgewichtsstände  der  magnetischen  Vertheilung 
in  unmessbar  kleiner  Zeit  hersteilen  können.  Dies  geschieht 
in  Stücken  von  beträchtlicher  Ausdehnung  nach  drei  Dimen- 
sionen, wie  wir  gezeigt  haben,  schon  wegen  der  dabei  erregten 
elektrischen  Strömungen  niemals.  Wieviel  andere  Einflüsse,  z.  B. 
Mischung  des  Eisens,  die  Schwierigkeit  der  Wirkung  auf  das 
Innere  der  Masse,  dabei  mitwirken  mögen,  müssen  wir  dahin 
gestellt  sein  lassen.  Dass  solche  andere  Ursachen  nicht  ganz 


Digitized  by  Google 


Verlauf  inducirter  Ströme. 


459 


fehlen,  zeigen  die  Versuche  von  Faraday1)  über  das  oft 
minutenlange  Ansteigen  der  Kraft  in  grossen  Elektromagneten, 
welche  längere  Zeit  geruht  haben. 

Ueber  die  Schnelligkeit  der  Inductionsvorgänge  im  Mo- 
mente einer  plötzlichen  Unterbrechung  der  Stromleitung  geben 
uns  die  physiologischen  Wirkungen  in  noch  anderer  Weise 
Anhaltspunkte.  Es  fliesse  in  einer  Spirale  ein  Strom  von  der 
Intensität  J , ihr  Potential  gegen  eine  andere  Spirale  sei  Q, 
deren  Widerstand  fV  und  Potential  auf  sich  selbst  P\  so  wird 
durch  die  Unterbrechung  des  Stromes  der  ersten  in  der  zweiten 
ein  Inductionsstrom  erzeugt  , dessen  Grösse  JQj  W ist.  Von 
dem  Augenblicke  an,  wo  die  Kraft  des  inducirenden  Stromes  537 
vollständig  geschwunden  ist,  bestimmt  sich  der  Verlauf  des 
inducirten  Stromes  nach  den  oben  entwickelten  Principien  durch 
die  Gleichung: 

iW  = - P~. 

(jL  ' 

deren  Integral  ist: 

-wt 

i = Ce 

wo  C die  Integrationsconstante  ist.  Da  nach  den  eben  berich- 
teten Versuchen  die  Zeit  der  unmittelbaren  Nachwirkung  des 
inducirenden  Stromes  gegen  die  Dauer  des  inducirten  ver- 
schwindet, können  wir  im  Integral  des  Stromes  die  jener  ersteren 
angehörenden  Stromtheile  vernachlässigen.  Darnach  ist: 

ipq- 

0 

Hierdurch  bestimmt  sich  (7,  und  wir  erhalten: 


Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  im  Augenblicke  der  Unter- 
brechung des  inducirenden  Stromes,  wro  £ = 0,  die  Intensität 
des  inducirten  plötzlich  auf  den  Werth  J Qj  P steigt,  und  dann 
allmählig  sinkt.  Ersteres  wird  nun  in  Wirkliclikeit  nicht 


1)  Exper.  ßes.  2170,  2332,  2650. 
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absolut  plötzlich  geschehen,  aber  doch  jedenfalls  mit  einer 
Schnelligkeit,  welche  die  des  Sinkens  bei  weitem  übertrifft. 
Daraus  folgt,  dass  auch  die  physiologische  Wirkung  dieser 
Ströme,  welche  desto  grösser  zu  sein  pflegt,  je  schneller  die 
Stromesschwankung,  hauptsächlich  von  dem  ansteigenden  Theile 
herrührt.  Man  kann  sich  davon  leicht  überzeugen,  wenn  man 
mittels  der  Wippe  die  Leitung  zum  menschlichen  Körper 
möglichst  schnell  nach  der  Unterbrechung  des  inducirenden 
Stromes  unterbricht.  Die  physiologische  Wirkung  wird  dadurch 
nicht  im  geringsten  geschwächt,  und  hört  bei  immer  grösserer 
589  Verminderung  der  elektromagnetisch  zu  messenden  Zwischenzeit 
von  erster  Schliessung  und  zweiter  Lösung  erst  dann  auf,  wenn 
diese  der  Zwischenzeit  der  zweiten  Schliessung  und  zweiten  Lösung 
gleich  geworden  ist,  wenn  also  beide  Schliessungen  und  beide 
Lösungen  gleichzeitig  erfolgen.  Es  zeigt  sich  auch  hier  wie- 
der, dass  die  Wippe  nicht  schnell  genug  unterbrechen  kann, 
um  die  Unterbrechung  während  des  Ansteigens  des  Stromes 
auszuführen. 

Die  physiologische  Wirkung  verräth  uns  aber  noch  andere 
Eigenthiimlichkeiten  der  ansteigenden  Phase  des  Stromes.  Sie 
ist  nämlich  an  Stärke  verschieden  bei  verschiedenen  Oeffnungs- 
weisen.  Unterbricht  man  den  Strom  dadurch,  dass  man  einen 
amalgamirten  Draht  aus  Quecksilber  langsam  aushebt,  so  ist 
die  Wirkung  am  schwächsten,  bei  schnellerem  Ausheben  wird 
sie  stärker,  beträchtlich  stärker  aber,  wenn  man  zwischen  festen 
Metallen  unterbricht.  Bei  passender  Regulirung  der  Stromstärke 
kann  die  erstere  Wirkung  fast  unmerklich,  die  letztere  sehr  em- 
pfindlich sein.  Daraus  müssen  wir  wohl  schliessen,  dass  die 
Dauer  der  Ansteigung  des  inducirten  Stromes,  also  die  Dauer 
der  inducirenden  Kraft,  wesentlich  von  der  Zeit  abhängt,  wäh- 
rend welcher  sich  die  Metalle  an  der  Unterbrechungsstelle  von 
einander  lösen.  Dies  geschieht  wegen  der  Ueberfülirung  glühen- 
der Metalltheile,  welche  den  Funken  bilden,  stets  nur  allmählig, 
niemals  absolut  plötzlich,  und  wahrscheinlich  bei  lockeren  Me- 
tallen, deren  Theile  leicht  von  einander  gerissen  werden,  also 
namentlich  bei  Quecksilber,  langsamer  als  bei  festen.  Daraus 
erklärt  sich  dann  leicht  der  Unterschied  in  der  physiologischen 
Wirkung.  Fände  dagegen  eine  beträchtliche  Nachwirkung  statt. 
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so  würde  das  Ansteigen  des  inducirten  Stromes  hauptsächlich 
von  dieser  und  viel  weniger  von  der  Funkendauer  abhängen. 

Ganz  dieselben  Versuche  können  mit  einer  Spirale  ange- 
stellt werden,  in  deren  Nebenleitung  der  menschliche  Körper 
den  Extracurrent  empfängt,  wobei  letztere  unmittelbar  nach  der 
Unterbrech img  der  Leitung  zur  Batterie  ebenfalls  unterbrochen 
wird.  Man  findet  denselben  Erfolg,  dieselben  Unterschiede 
bei  verschiedenen  Oeffnungsweisen  und  kann  darauf  dieselben 
Schlussfolgen  bauen. 

Schliesslich  mache  ich  noch  darauf  aufmerksam,  dass  die 
liier  besprochenen  Verzögerungen  des  Anfanges  und  Endes  der 
elektrischen  Ströme  bei  den  Versuchen  über  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit derselben  von  dem  grössten  Einflüsse  sein 
müssen,  was  bisher  nicht  gehörig  beachtet  worden  ist.  Die 
dabei  gebrauchten  Leitungen  enthalten  stets  grosse  Spiralen, 
zum  Theil  selbst  Elektromagnete,  und  haben  wegen  der  un- 
vollkommenen Isolation  der  Telegraphendrähte  stets  Neben- 
leitungen, in  denen  sich  auch  bei  der  Ocffnung  der  Haupt- 
leitung Extracurrents  bilden  können.  Da  nun  Anfang  und 
Ende  des  Hauptstromes  dadurch  sehr  verschieden  verzögert 
werden,  je  nachdem  kleinere  oder  grössere  Drahtlängen  (Wider- 
stände) eingeschaltet  sind,  so  müssen  wahrscheinlich  säinmtliclie 
bis  jetzt  gewonnenen  Resultate  der  Art  beträchtlichen  Correc- 
tionen  unterliegen,  über  deren  Grösse  und  Sinn  bei  den  mangel- 
haften bisher  veröffentlichten  Beschreibungen  der  Versuche  man 
aber  noch  kein  Urtheil  bilden  kann.  Die  ersten  von  Walker1) 
angestellten  Versuche  sind  vielleicht  ganz  illusorisch,  weil, 
die  Extracurrents  gerade  dieselben  Wirkungen  hervorbringen 
konnten,  welche  der  Fortpflanzungszeit  der  Elektricität  zuge- 
schrieben  sind. 

Es  sind  dabei  die  zeichnenden  Telegraphen  von  Morse 
benutzt,  deren  Zeichenstift  so  lange  auf  einem  bewegten  Papier- 
streifen zeichnet,  als  der  Strom  kreiset.  Wird  dieser  an  irgend 
einer  Stelle  unterbrochen,  so  entfernen  sich  augenblicklich  die 
zeichnenden  Spitzen  auf  sämmtlichen  Stationen  von  dem  Papier. 

1)  Sckuhmacher’s  Astron.  Nachrichten  Nr.  679.  — Astrononiical 
Journal  (Cambridge,  America)  Nr.  7. 
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Da  nun  den  Extracurrents  der  Elektromagnete  desto  mehr 
[Nebenleitungen  zu  Gebote  stehen,  je  weiter  sie  von  der  Unter- 
brechungsstelle entfernt  sind,  so  schwindet  auch  ihr  Magnetis- 
mus und  heben  sich  die  Zeichenstifte  in  demselben  Verhält- 
640  nisse  später,  ohne  dass  die  Fortpflanzungszeit  der  Elektricität 
dabei  in  Betracht  zu  kommen  braucht.  Bei  den  Versuchen 
von  Mitchel1)  gehört  der  Elektromagnet,  welcher  den  zeich- 
nenden Stift  andrückt,  entweder  einem  kurzen  oder  einem  sehr 
langen  Kreise  von  gleicher  Stromintensität  an,  und  es  werden 
die  Zwischenzeiten  zwischen  Schliessung  des  Kreises  imd  An- 
schlägen des  Stiftes  gemessen.  Diese  können  aber  auch,  ab- 
gesehen von  der  Fortpflanzungszeit  der  Elektricität,  nur  dann 
gleich  sein,  wenn  nicht  nur  die  Intensitäten,  sondern  auch  die 
Geschwindigkeiten  der  Stromansteigungen,  d.  h.  die  Grössen 
j P/  fV,  in  beiden  Kreisen  gleich  sind.  Darüber  finden  sich 
aber  gar  keine  Angaben.  Falls  in  dem  grossen  Kreise  die  Elektro- 
magnete der  einzelnen  Zwischenstationen  eingeschaltet  blieben, 
was  wohl  der  Fall  gewesen  zu  sein  scheint,  konnte  Pf  W für 
den  grossen  Kreis  sehr  viel  grösser  als  für  den  kleinen  sein, 
und  die  Verspätung  der  Wirkung  ganz  allein  davon  herrühren. 
Die  Geschwindigkeit  der  Elektricität  ist  in  beiden  Versuchs- 
reihen dem  entsprechend  auch  viel  geringer  gefunden  worden 
als  von  Fizeau  und  Gounelle.  Bei  der  Methode  der  letz- 
teren kann  wenigstens  durch  die  besprochenen  Verhältnisse 
keine  vollständige  Täuschung  hervorgebracht  sein;  ob  und  wie 
grosse  Correctionen  nöthig  werden  sollten,  lässt  sich  noch  nicht 
übersehen. 


1)  Astron.  Journ.  Nr.  2.  (Poggendorff’s  Ami.  Bd.  LXXX,  S.  161.) 
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Telephon  und  Klangfarbe. 

Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  1878,  11.  Juli,  S.  488 — 500.  — 
Wiedeinann’s  Annalen  Bd.  V.  S.  448—460. 


Hr.  E.  du  Bois-Reymond  hat,  kurz  nach  Bekanntwerden 
des  Telephons1),  eine  Erklärung  der  Wirkungen  des  neuen 
Apparates  aufgestellt,  namentlich  der  Bewahrung  der  Klang- 
farbe, bei  der  er  sich  jeden  Klang  in  seine  Partialtöne  zerlegt 
denkt  und  sich  darauf  stützt,  dass  jeder  dieser  Partialtöne  zwar 
in  veränderter  Phase,  aber  mit  derselben  Schwingungszahl  und 
verhältnissmässiger  Amplitude  durch  die  elektrischen  sinusoiden 
Schwingungen  des  Leitungsdrahtes  auf  das  Telephon  des  Hörers 
übertragen  werde.  Da  die  Verschiebung  der  Phase  nach  meinen 
Untersuchungen  gleichgültig  für  die  Klangfarbe  sei,  könne  auf 
diese  Weise  die  Klangfarbe  der  gesprochenen  Klänge  bewahrt 
bleiben. 

Gegen  diese  Erklärung  hat  Hr.  L.  Hermann2)  Versuche 
geltend  gemacht , welche  nach  seiner  Ansicht  die  genannte  *49 
Theorie  der  Wirkung  des  Telephons  widerlegen  und  mit  der 
von  mir  gegebenen  Theorie  der  Klangfarbe  nur  unter  der  Vor- 
aussetzung vereinbar  sein  sollen,  dass  das  Grundgesetz  der  In- 
duction  für  oscillatorische  Potentialänderungen  nicht  stattfinde, 
was  soviel  heisst  wie,  dass  meine  Theorie  falsch  ist.  Diese 
Versuche  bestehen  darin,  dass  die  Leitung  des  stromerregen- 


1)  Du  Bois-Reymond,  Arch.  f.  Physiol.  1877.  S.  573.  582.  — Arch. 
de  Gen6ve  1878.  LXI.  p.  120.  LXII.  p.  76. 

2)  Pfliiger’s  Archiv.  XVI.  1878.  S.  264.  314. 
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den  Telephons  durch  den  einen  Draht  einer  aus  zwei  neben- 
einander liegenden  Drähten  gewundenen  Spirale  geschlossen 
wird,  der  zweite  von  jenem  ersten  vollkommen  isolirte  Draht 
dagegen  entweder  direct  mit  dem  Telephon  des  Beobachters, 
oder  auch  wohl  wieder  mit  einem  Drahte  einer  anderen  doppel- 
drähtigen  Spirale  verbunden  wird,  deren  zweiter  Draht  dann 
zu  dem  Telephon  des  Beobachters  geht.  In  diesem  Falle  werden 
die  elektrischen  Bewegungen  im  zweiten  und  eventualiter  dritten 
Stromkreise  durch  elektrodynamische  Induction  zwischen  den 
Drahtpaaren  der  angewendeten  Spiralen  erregt.  Man  kann 
alsdann  die  Worte,  die  in  das  erste  Telephon  gesprochen 
werden  auch  im  letzten  ohne  auffallende  Aenderung  der  Klang- 
farbe hören  und  verstehen.  Da  nun  nach  dem  bekannten  und 
wohl  geprüften  Gesetze  der  elektrodynamischen  Induction  deren 
elektromotorische  Kraft  dem  Differentialquotienten  der  Strom- 
intensität proportional  ist,  und  beim  Differentiiren  einer  Sinus- 
function : 

J = A sin  (2  7i  n t 4*  c) , 

die  Schwingungszahl  n als  Factor  zur  Amplitude  tritt: 

~ — 2 n nA  cos  (2  7i  nt  + c), 

so  würden  nach  Hrn.  Hermann’s  Meinung  bei  dieser  Ueber- 
tragung  der  elektrischen  Oscillationen  durch  Induction  in  jeder 
der  Doppelspiralen  die  Amplituden  der  den  höheren  Partial- 
tönen jedes  Klanges  entsprechenden  elektrischen  Oscillationen 
im  Verhältnisse  ihrer  grösseren  Schwingungszahlen  gegen  die 
der  tieferen  zunehmen,  und  so  würde  das  Verhältniss  der  In- 
45o  tensitäten  der  aus  dem  zweiten  Telephon  herausdringeuden 
Partialtöne  erheblich  verändert  werden  müssen. 

Die  Erklärung  der  Her  manischen  Versuche  aus  den 
bekannten  Gesetzen  ergiebt  sich  aber  leicht,  wenn  man  nicht 
blos  die  Induction  jedes  Stromkreises  auf  den  benachbarten, 
sondern  auch  die  jedes  Stromkreises  auf  sich  selbst  berück- 
sichtigt. 

L Beginnen  wir  mit  dem  Falle  zweier  Stromkreise,  die 
ich  durch  die  Indices  1 und  2 bezeichnen  will.  Jl  und  J2  seien 
die  Intensitäten,  tCj  und  w2  die  Widerstände,  P sei  das  elektro- 
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dynamische  Potential  der  beiden  verflochtenen  Spiralen  auf- 
einander für  die  Stromeinheit  berechnet,  dagegen  und  Q2 
die  Potentiale  jeder  Spirale  auf  sich  selbst  genommen  mit  Ein- 
schluss des  Potentials  der  von  jeder  Spirale  magnetisirten 
Eisenstücke  auf  diese  Spirale  selbst, d agen  M das  elektromag- 
netische Potential  des  von  aussen  erregten  Magnetismus  auf 
die  erste  Spirale  im  Telephon  des  Sprechers.  Dann  sind  nach 
den  bekannten  Gesetzen  der  Induction  folgende  beide  Gleichun- 
gen aufzustellen: 


J\  “’i  = ä7  - Qi 


8J , 
dt 


dJ, 

dt 


QdJ'l  rj  dJ [ 

2'  ~di  ~ ' dt  ' 


(la) 


Ist  nun  M von  der  Form  einer  einfachen  harmonischen 
Schwingung,  so  können  wir  setzen: 

M — A eZnint . 

wobei  sich  auch  die  Werthe  von  und  J2  in  imaginäre  und 
reelle  Theile  scheiden,  von  Jenen  die  ersteren  dem  imaginären, 
<lie  letzteren  dem  reellen  Theile  von  M angeboren  werden. 
Setzen  wir  dem  entsprechend : 

= Bl  e2nint , J2  = B2  e2  *>*, 

so  werden  die  obigen  Gleichungen: 

Bl  [tCj  + Ql  . 2 7i  in]  + B2  F.  2 nin  = 2rtinA  (2) 

BlP.  2n  in  + B2  [to2  + Q2  2 tt  in]  = 0,  (2  a) 

woraus  sich  ergiebt: 

Bj  flnrn2/72  4-  [?c,  + 2n in]  [ie2  -f  Q22nin]}  = 4ti2 n2  AF, 


oder : 


u ___  J ±n*n*P /O  > 

2 * ir.  Wo  + 2n  in(wl  Q2  -j-  i c.t  Q, ) 4*  4 nin^{Fi  - Q,  Q ,)  ' 


Den  entsprechenden  Fall  von  nur  einem  Kreise,  der  beide 
Telephone  enthält,  vom  Widerstande  w und  Potentiale  Q er- 
halten wir,  wenn  wir  in  Gleichung  (1)  V = o setzen.  In  diesem 
Falle  ist: 


71  = 


2ninA 


ic  -f-  2 in  Q 


(3  a) 


Die  Gleichungen  (3)  und  (3  a)  zeigen  zunächst,  dass  für 
sehr  grosse  Werthe  von  w,  d.  h.  für  selir  hohe  Töne,  die 

Helmholtz,  wiss«n»ch.  Abhandlungen.  30 
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Werthe  von  D und  von  unabhängig  von  n werden,  da 
die  höchste  Dimension  des  n in  Zähler  und  Nenner  beider 
Ausdrücke  dieselbe  ist.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  die 
Grösse : 

Q,Q2- P\ 


welche  in  (3)  vorkommt,  immer  positive  Werthe  haben  muss, 
selbst  wenn  keine  weiteren  Spiralen  in  den  beiden  Strom- 
kreisen Vorkommen,  als  die  ineinander  gewundenen.  Dies  er- 
giebt  sich  aus  der  Bildungsweise  der  Werthe  von  P und  Q. 
P wird  um  so  grösser,  je  näher  sich  die  beiden  Spiralen  rücken. 
Den  grössten  Werth  erhält  es  also,  wenn  beide  zusammen- 
fallen.  Dann  wird  es  aber  Q , falls  beide  gleiche  Zahl  von 
Windungen  haben. 

Bei  der  Bildung  von: 


ds  . da  . cos (ds  . d a) 
r 


wird  hierbei  jede  Combination  ds.da  zweimal  gerechnet,  näm- 
lich so  oft  sie  vorkommt,  wenn  man,  wie  bei  der  Bildung  von 
jP,  unabhängig  voneinander  sowohl  ds  als  da  seinen  ganzen 
Stromkreis  durchlaufen  lässt. 

Wird  die  Zahl  der  Windungen  aber  in  der  ersten  Spirale 
auf  das  m fache,  in  der  zweiten  auf  das  n fache  gebracht,  so 
452  wächst  P auf  das  w.  mfache,  Qj  auf  das  m2fache,  Q»  auf  das 
n2 fache,  also  P2  ebenso  gut  wie  Ql . Q2  auf  das  »2 . m 2 fache. 

In  unserem  Falle  wird  nun  P2  im  allgemeinen  ziemlich 
klein  gegen  Ql  Q2  sein,  weil  die  letzteren  Grössen  durch  die 
Spiralen  und  Eisenmassen  der  Telephone  erheblich  vergrössert 
werden. 

Was  die  Grössenbeziehungen  zwischen  den  Q und  den  tr 
betrifft,  so  bekommen  diese  im  Fall  eines  einfachen  Kreises, 
auf  den  keine  äusseren  Kräfte  wirken,  für  den  also  M — P=0 
ist,  folgende  Bedeutung:  In  einem  solchen  ist: 

wt 


welches  den  Verlauf  eines  in  dem  betreffenden  Kreise  erlöschen- 
den Stromes  darstellt.  Das  heisst,  Qjw  ist  diejenige  Zeit 
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innerhalb  deren  die  Stärke  des  Stromes  auf  die  Grösse  i/e 
= 0,36788  ihrer  früheren  Stärke  liinabsinkt,  wenn  die  elektro- 
motorische Kraft  zu  wirken  aufgehört  hat.  In  Stromkreisen, 
welche  Elektromagnete  enthalten,  ist  diese  Zeit  kein  sehr  kleiner 
Bmehtheil  einer  Secunde.  Ich  habe  sie  in  einem  Falle  an 
einer  Drahtspirale  bestimmt,  welche  nur  eine  kleine  Menge 
dünner  Eisendrähte,  also  viel  weniger  Eisen,  aber  allerdings 
mehr  Kupferdraht  (1  kg)  enthielt,  als  die  Telephonwindungen 
zu  haben  pflegen.  Der  Werth  von  Qjio  für  die  leere  Spirale 
ohne  Eisen  war  etwa  Sec.,  mit  dem  kleinen  Eisenkern  da- 
gegen etwa  ^ Sec. !)  Da  nun  Eiseneinlagen  ausserordentlich 
viel  wirksamer  zu  sein  pflegen  als  Vermehrung  des  Kupfer- 
drahtes, so  werden  wir  schliessen  dürfen,  dass  die  Grösse 
2 nQnjw,  welche  in  unseren  Formeln  eine  Rolle  spielt,  auch 
bei  den  tiefsten  Tönen  der  menschlichen  Stimme  schon  grösser 
als  1 sein  wird,  bei  den  höheren  dagegen  erheblich  viel  grösser, 
sodass  wir  die  Quadrate  und  Producte  der  w gegen  die  Qua-  m 
drate  und  Producte  von  Qn,  beziehlich  gegen  n 3 (2QX  Q>  — P1  2) 
vernachlässigen  können. 

Um  die  Intensität  des  Stromes  im  Kreise  des  empfangen- 
den Telephons  zu  finden,  müssen  wir,  da  B2  und  B complexe 
Grössen  sind,  deren  Modul  suchen.  Wir  setzen: 


An2  AP 

R, 


(3  b) 


ß _ ~ A 
R 


wonn : 


R2  cos  o — 4/7-  (Qj  Q2  — P2)  - 
R2  sin  o = 27 


tt\  n'j 

n 2 


und : 

R cos  a — 2/7  Q, 

Daraus  ergiebt  sich: 

fc'-ssa* 


Ä.  tc 

Sill  (7  = - • 
n 


(3  c) 


1)  Pogg.  Ann.  LXXXIII.  S.  523—536.  (Voriger  Aufsatz.) 

30* 
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also  als  eine  kleine  Grösse,  deren  Quadrat  zu  vemaclilässigen 
ist,  sodass  eben  deshalb  auch  cos  o nicht  merklich  von  1 unter- 
schieden ist.  Daher  kann  der  von  n unabhängige  Werth  von 
R cos  g auch  für  R selbst  gesetzt  werden. 

Ebenso  zeigt  es  sich,  dass  auch  tg  o eine  kleine  Grösse 
ist,  dass  cos  o nicht  von  1 unterschieden  zu  werden  braucht, 
und  dass  also  ein  genügend  angenäherter  Werth  von  R2  ist: 

J?2  =*  4 jr2  (4  Ql  Q,  — P-) 

unabhängig  von  w. 

Danach  ergeben  sich  schliesslich  die  Werthe  von  J.,  und  J : 

f ^71  A.J?  i (2  n nt  + q)  J — />?  .t  int  + ia 

j,~  « '>  J ~ k e 

Die  Verschiebung  der  Phase  ist  hierbei  proportional  der  ersten 
Potenz  der  kleinen  Grösse  w/2^nQ,  die  Aenderung  der  Inten- 
sität dem  Quadrate  derselben.  Beide  Aenderungen  verschwin- 
den für  sehr  hohe  Töne. 

454  Die  genauere  Berechnung  der  Werthe  von  R und  R. 
zeigt  dagegen,  dass  beide  für  tiefe  Töne  etwas  grösser,  also 
die  entsprechenden  Ströme  im  Telephon  etwas  schwächer  wer- 
den müssen,  als  sie  bei  Vernachlässigung  der  w/nQ,  erscheinen 
würden.  Dies  entspricht  in  der  That  der  Erfahrung.  Die 
tiefen  Töne  der  Männerstimmen  erscheinen  im  allgemeinen 
in  den  gebräuchlichen  Telephonen  verhältnissmässig  zu  schwach. 
Dabei  ist  aber  freilich  auch  noch  zu  beachten,  dass  die  Reso- 
nanz in  den  vibrirenden  Eisenplatten  der  Telephone,  welche 
angeschlagen  ziemlich  hohe  Geräusche  geben,  einen  ähnlichen 
Einfluss  auf  die  Intensitäten  der  hohen  Töne  haben  muss. 

II.  Was  wir  hier  für  zwei  Kreise  gefunden  haben,  gilt 
nun  auch  für  beliebig  viele  Stromkreise,  zwischen  denen  in 
beliebiger  Weise  inducirende  und  inducirte  Spiralen  vertheilt 
sind.  Bezeichnen  wir  mit  Ja  die  Stromstärke  in  dem  durch 
den  Index  a bezeichneten  Kreise,  mit  ?ca  seinen  Widerstand, 
mit  Qa  sein  elektrodynamisches  Potential  auf  ihn  selbst  ge- 
nommen mit  Einrechnung  der  von  ihm  magnetisirten  Eisen- 
stücke, mit  Pa(,  dasselbe  des  aten  auf  den  öten  Stromkreis 
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und  mit  Ma  den  Einfluss  des  von  aussen  erregten  Magnetis- 
mus, so  gilt  für  den  aten  Kreis  die  Gleichung: 


i ■ n dJ*  . v 
•Ai  • wa  ~r  Qa  ~qJ'  + — b 


dJu 


a’b  dt  _ 


dMc 

dt 


(4) 


Solcher  Gleichungen  giebt  es  so  viel,  als  Stromkreise  da  sind; 
bei  den  telephonischen  Versuchen  wird  nur  in  einem  dieser 
Kreise,  in  dem  des  erregten  Telephons,  Ma  von  Null  verschie- 
den sein.  Die  Gleichungen  können  wir  auflösen  für  den  Fall 
eines  einfachen  harmonischen  Tones,  indem  wir  setzen: 

Ala  = Ae3"int,  Ja  = Bae2nint. 

Das  System  der  Gleichungen  (4)  verwandelt  sich  dann  in  fol- 
gendes System  von  Gleichungen: 

Ba  («.  ■ + + St  [Prt  1hl  = A-  (5) 

Aus  diesem  lassen  sich  die  Constanten  Ba  finden,  falls  nicht 
die  Determinante  ihrer  Coefficienten  gleich  Null  ist.  Dass  dies 
für  keinen  reellen  Werth  der  Zahl  n und  auch  nicht  für 
n = 0 der  Fall  ist,  lässt  sich  zeigen,  wie  gleich  nachher  ge- 
schehen soll. 

Dann  ist  also  aus  dem  Systeme  der  Gleichungen  (5)  der 
Werth  des  Bq,  welches  dem  Kreise  des  empfangenden  Tele- 
phons angehört,  zu  finden.  Wenn  der  Index  des  erregenden 
Kreises  mit  o bezeichnet  wird,  ist  der  Werth: 

B*=  A-~jr'  (5a) 

worin  D die  Determinante  der  Coefficienten  der  B in  den 
Gleichungen  (5)  bezeichnet,  und  D0,q  diejenige,  welche  entsteht, 
wenn  man  die  Horizontalreihe  mit  dem  Index  o,  und  die  Vertical- 
reilie  mit  dem  Index  q weglässt. 

Beide  Determinanten  sind  ganze  Functionen  von  1 jn  und 
lassen  sich  nach  Potenzen  dieser  Grösse  ordnen.  Wenn  in 
beiden  das  erste  von  1/?*  unabhängige  Glied  nicht  gleich 
Null  ist,  wird  das  Verhältniss  B/A  für  hinreichend  hohe 
Werthe  von  n unabhängig  von  n.  Dass  der  Modul  der  Grösse 
B/A  sogar  nur  nach  Potenzen  von  1 jn2  sich  entwickelt, 
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ergiebt  sich  dann  aus  ähnlichen  Betrachtungen,  wie  sie  oben  für 
je  zwei  Stromkreise  angestellt  sind. 

Dass  zunächst,  wie  schon  angeführt,  die  Determinante 
D im  Nenner  nur  für  imaginäre  Wertlie  von  n,  oder,  wenn 
wir  2nni  = — 1 j X setzen,  nur  für  reelle  positive  Werthe  von 
/.  gleich  Null  werden  kann,  ergiebt  sich  daraus,  dass  zwei 
Spiralen  mit  den  Indices  a und  b,  von  denen  die  eine  «,  die 
andere  ß Windungen  hat,  einen  Beitrag  zur  Grösse  Qa  liefern, 
welcher  grösser  ist  als  aPa,f,/ß , und  einen  solchen  zu  Q &,  der 
4M  grösser  ist  als  ßP^ja.  Wenn  wir  also  das  Verhältnis  ßja 
für  die  einzelnen  Spiralen  des  aten  Kreises  mit  «fl,b  bezeichnen, 
wobei : 

l 

^ab  — ~ 
fba 

und  beide  Grössen  auch  negativ  sein  können,  so  ist  allgemein : 

Qa  — aa  “b  ^ [fa,b  • -^o.b]  ? 

worin  aa  eine  positive  Grösse  bezeichnet.  Wenn  wir  nun  die 
quadratischen  homogenen  Functionen  bilden: 

cp  = 2[Qa  BJ\  + 2 2J£[Pa,f) . Ba  Bb]  (6) 

a ab 

und: 

y>  = 2[waB*],  (6  a) 

so  sind  die  Werthe  beider  für  reelle  Werthe  der  B noth- 
wendig  immer  positiv.  Für  i/>,  welches  eine  Summe  von  Qua- 
draten mit  den,  ihrem  physikalischen  Sinne  nach  immer  posi- 
tiven Coefficienten  tra  bildet,  ist  dies  von  selbst  klar.  Für 
cp  ergiebt  es  sich  dadurch,  dass  man  es  in  die  Form  bringen 
kann : 

cp  = 2b  [aa Ba*]  + 2 [Fab (1  ^ Ba  + VeTa  Bf, )*] , (6 b) 

welcher  Ausdruck  ebenfalls  eine  Summe  von  Quadraten  mit 
positiven  Coefficienten  ist.  Sucht  man  nun  nach  bekannten 
Methoden  diejenigen  Werthe  der  B,  welche  bei  constant 
bleibendem  i fj  das  cp  zu  einem  Maximum  oder  Minimum 
machen,  so  erhält  man  das  System  von  Gleichungen: 

XujaBa  = Qa  Ba  -f-  ^ [Fü&  ( < ) 

worin  X eine  Constante  ist,  deren  Werth  sich  ergiebt,  wenn 
man  berücksichtigt,  dass  die  Determinante  der  Gleichungen 
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(7)  gleich  Null  sein  muss.  Man  erhält  so  viel  Werthe  von  A, 
als  verschiedene  Ba  (d.  h.  Stromkreise)  existiren,  welche  Werthe 
alle  positiv  sein  müssen.  Denn  wenn  man  die  Gleichung  (7) 
mit  Ba  multiplicirt  und  alle  ähnlich  gebildeten  Gleichungen 
ähnlich  behandelt  und  addirt,  so  erhält  man: 

X\p  = (p.  (7  a) 

Ist  A reell,  so  sind,  wie  gezeigt,  i p und  (p  positiv,  also  A 
positiv. 

Wäre  X complex,  so  würden  auch  die  Verhältnisse  zwischen 
den  B complex  sein. 

Dies  ist  unmöglich,  denn  wenn  man  die  Reihe  der  Gleichungen 
(7)  mit  der  Reihe  der  conjugirten  Ba  (d.  i.  mit  geänderten 
Vorzeichen  der  V — 1)  multiplicirte,  und  alle  addirte,  erhielte 
man  das  complexe  A,  multiplicirt  mit  einer  positiven  reellen 
Grösse  gleich  einer  anderen  solchen  Grösse,  was  nicht  mög- 
lich ist. 

Folglich  kann  die  Determinante  der  Gleichungen  (7)  [be- 
ziehlieh (5)]  nur  für  positive  Werthe  X (beziehlich  des  —ij2nn) 
gleich  Null  werden.  Sie  kann  auch  nicht  für  X = 0 (d.  h. 
n — oo)  gleich  Null  werden,  wemi  nicht  sämmtliche  Coefficienten 
und  Pa & bis  auf  (p  — 1)  derselben  [p  ist  liier  wieder  An- 
zahl der  Stromkreise)  gleich  Null  gesetzt  werden. 

Was  die  Determinante  7A/>0  im  Zähler  der  rechten 
•Seite  von  (5a)  betrifft,  so  kann  deren  constantes  Glied  aller- 
dings gleich  Null  werden,  wenn  die  Grössen  Q , P und  w eine 
bestimmte  Beziehung  gegeneinander  einhalten.  In  diesen  Falle 
würde  die  Amplitude  sehr  hoher  Partialtöne  im  hörenden 
Telephon  bei  steigender  Schwingungszahl  unendlich  klein,  wie 
1/«  werden.  Für  den  einen  Fall,  der  in  den  oben  erwähnten 
Versuchen  von  L.  Hermann  eingehalten  ist,  wo  nur  die 
Pa.a+1  von  Null  verschieden  sind,  reducirt  sich  die  Deter- 
minante D,{t o auf  ihr  constantes  Glied,  welches  einfach  das 
Product  aller  dieser  Potentiale  P zwischen  den  aufeinander 
folgenden  Stromkreisen  ist,  und  dasselbe  könnte  also  Null  nur 
dann  werden,  wenn  eines  dieser  Potentiale  gleich  Null  wird, 
und  also  überhaupt  kein  Zusammenhang  zwischen  den  beiden 
Telephonen  mehr  stattfindet. 
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Uebrigens  lässt  sich  auch  noch  die  vorher  an  die  Glei- 
chungen (3  b)  und  (3  c)  angeknüpfte  Betrachtung  auf  beliebig 
458  viele  Stromkreise  übertragen.  Wenn  wir  die  Determinante 
der  Gleichungen  (7)  nach  Potenzen  der  Unbekannten  X ordnen, 
so  sind  die  ersten  beiden  Glieder: 

D — A-5‘[M7aZ>a,a]  etc., 

1—0  a 1=0 


wo  die  Determinanten  für  X — 0 zu  bilden  sind.  Wenn  nun 
unter  Xi  die  dem  System  der  Gleichungen  (7)  entsprechenden 
Werthe  verstanden  werden,  so  ist  nach  den  bekannten  Eigen- 
schaften der  Gleichungen: 


B 


(8) 


Für  den  Fall  aber,  dass  in  den  Gleichungen  (4)  alle  M = 0 
gesetzt  werden,  wir  also  den  Ablauf  von  aussen  nicht  beein- 
flusster Inductionsströme  in  dem  System  untersuchen,  ist  da* 
Integral  dieses  Systems  von  Differentialgleichungen: 


Ja  = 2 


B 


a.t 


t 

h 


Das  heisst:  die  X\  sind  die  Zeiten,  in  denen  die  hier  vor- 
kommenden Exponentialfunctionen  auf  den  Bruchtheil  1 * 
herabsinken. 

Wir  können  also  die  Determinante  D der  Gleichung  (5a) 
in  ihren  ersten  Gliedern  schreiben: 


(8  a) 


Nun  sind  che  Grössen  X durch  die  Gleichung  (7  a)  be- 
stimmt : 

Xu>  = cp , 


worin  yj  und  cp  die  immer  positiven  Functionen  sind,  die 
durch  die  Gleichungen  (6  a)  und  (6  b)  gegeben  sind.  Da  für 
jeden  Werth  Xi  von  X nur  die  Verhältnisse  der  Ba t zu  einem 
von  ihnen  durch  die  Gleichungen  (7)  bestimmt  sind,  so  kann 
man  diesem  einen  immer  den  Werth  geben,  dass: 

i/.»  = 1 und  X = (p 

wird.  Die  Grösse  cp  kann  alsdann  verschwindend  klein  nach 
Gleichung  (6b)  nur  unter  der  Bedingung  werden,  dass: 
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1)  von  den  Grössen  Ba t und  na  in  jedem  Stromkreise 
mindestens  eine  verschwindet,  also  namentlich  in  den  Kreisen 
der  beiden  Telephone,  wo  das  aa  erheblich  grossen  Werth  hat, 
der  Strom  von  Anfang  an  klein  ist; 

2)  auch  gleichzeitig  in  jedem  Paare  aufeinander  inducirend 
wirkender  Stromkreise  entweder  Pa&  oder  (V ea\)  Ba  + ]/£ba  ß&) 
verschwindet.  Wenn  also  die  Verhältnisse  der  Windungszahlen 
*ab  in  den  einzelnen  Paaren  aufeinander  wirkender  Spiralen 
endlich  sind,  und  man  vom  Kreise  des  ersten  zu  dem  des 
letzten  Telephons  durch  eine  Reihenfolge  von  Kreisen  fort- 
schreiten kann,  zwischen  denen  Pa&  immer  endlich  ist,  so  müs- 
sen sämmtliche  Baj  endlich  sein,  auch  die  in  den  Telephon- 
kreisen, und  folglich  kann  die  Function  cp  — Af  nicht  ver- 
schwindend klein  werden.  Folglich  kann  die  Summe  2(1 /Xj), 
die  in  den  Gleichungen  (8)  und  (8  a)  vorkommt,  nicht  sehr 
gross  werden,  und  bei  hinreichend  grossem  Werthe  von  n 
wird  das  Quadrat  des  1 / n enthaltenden  Gliedes  der  Deter- 
minante  D gegen  das  von  1 / n unabhängige  Glied  zu  vernach- 
lässigen sein. 

So  weit  der  hier  geführte  Beweis  sich  auf  die  Voraus- 
setzung beliebig  vieler  durch  beliebig  angeordnete  Spiralen 
verbundener  Stromkreise  bezieht,  kann  er  auch  auf  den  in  den 
Versuchen  vorkommenden  Fall  ausgedehnt  werden,  >vo  in  körper- 
lich ausgedehnten  Eiseumassen  continuirlich  gelagerte  geschlos- 
sene Ströme  entstehen. 

Die  Rückwirkung,  welche  von  der  schwingenden  Eisen- 
platte  im  Telephon  des  Hörers  ausgeht,  habe  ich  in  dieser 
ganzen  Auseinandersetzung  nicht  berücksichtigt,  weil  deren 
Oscillationen  jedenfalls  eine  sehr  viel  geringere  Amplitude 
haben  als  die  der  entsprechenden  Platte  im  Telephon  des 
Sprechers. 

Wenn  also  in  den  Telephonen,  wie  das  bisher  wohl  meistens 
thatsächiich  der  Fall  gewesen  ist,  die  Bedingungen  eingehalten 
sind,  welche  bewirken,  dass  die  Dauer  der  ohne  äussere  Störung 
ablaufenden  Inductionsströme  0,01  Secunde  übertrifft,  werden 
wir  zu  envarten  haben,  dass  die  den  höchsten  Tönen  und  Ge- 
räuschen entsprechenden  elektrischen  Oscillationen  weder  in 
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ihrer  Phase,  noch  in  ihrer  relativen  Stärke  wesentlich  von 
denen  des  erregenden  Magnetismus  abweichen,  ob  nun  die 
Verbindung  beider  Telephone  direct  oder  durch  mehrere 
zwischengeschaltete  Spiralen  hergestellt  ist.  Dagegen  können 
die  tieferen  Töne  in  der  Phase  merklich  verschoben  und  in 
der  Stärke  etwas  benachtheiligt  sein.  Durch  die  Vermittelung 
der  elektrischen  Bewegungen  wird  also  die  Klangfarbe  immer 
nur  sehr  unerheblich  beeinflusst  werden  können.  Viel  mehr 
geschieht  dies  offenbar  durch  die  mitschwingenden  Eisenplatten, 
wie  denn  überhaupt  die  Klangfarbe  durch  die  Telephone  doch 
so  weit  verändert  ist,  dass  man  sich  erst  daran  gewöhnen  muss, 
ehe  man  die  gesprochenen  Worte  gut  versteht. 
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Ucber  einige  Gesetze  der  Vertheilung  elektrischer 
Ströme  in  körperlichen  Leitern  mit  Anwendung  auf 
die  thierisch-elektrischen  Versuche. 

Poggendorff’s  Annalen  Bd.  89,  S.  211—233;  S.  353—377.  (1853.) 


Die  Grundsätze  für  die  Lösung  solcher  Aufgaben,  in  denen 
die  Vertheilung  elektrischer  Ströme  in  körperlichen  Leitern  in 
Betracht  kommt,  sind  durch  Smaasen  und  Kirchhoff  hinge- 
stellt worden.  Indessen  reichen  unsere  mathematischen  Hülfs- 
mittel  nur  in  wenigen  der  einfachsten  Fälle  aus,  um  mittels 
jener  Grundsätze  die  Lösung  der  genannten  Aufgaben  wirklich 
vollständig  durchfuhren  zu  können.  Es  stellen  sich  hier  die- 
selben Schwierigkeiten  in  den  Weg  wie  bei  den  Problemen 
der  V ertheilung  statischer  Elektricität  auf  der  Oberfläche  leiten- 
der Körper,  Problemen,  welche  in  mathematischer  Beziehung 
die  nächste  Verwandtschaft  mit  denen  der  Stromvertheilung 
haben.  Dazu  kommt,  dass  wir  bisher  noch  nicht  im  Stande 
sind,  die  Stromintensitäten  in  anderen  als  linearen  Leitern  212 
praktisch  zu  messen,  daher  würden  wir  Ergebnisse  der  Theorie 
fiir  das  Innere  der  durchströmten  körperlichen  Leiter  nicht 
einmal  mit  der  Wirklichkeit  vergleichen  können.  Desto  grössere 
praktische  Wichtigkeit  haben  in  neuerer  Zeit  solche  Aufgaben, 
bei  denen  die  Stromintensität  in  Verbindungen  von  körper- 
lichen und  linearen  Leitern  zu  bestimmen  ist,  namentlich  durch 
die  thierisch-elektrischen  Versuche  erhalten.  Für  sie  lassen 
dch,  auch  wo  die  Vertheilung  der  Ströme  im  Innern  des  körper- 
lichen Leiters  unbekannt  ist,  mehrere  sehr  einfache  Gesetze 
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nach  weisen,  die  eine  grosse  Zahl  der  bei  Versuchen  in  Betracht 
kommenden  Fragen  zu  lösen  geeignet  sind.  Ich  werde  im 
Folgenden  zuerst  die  hierher  gehörigen  Theoreme,  welche  ich 
gefunden  habe,  erweisen,  dann  die  Versuche  berichten,  durch 
welche  ich  sie,  so  weit  es  anging,  zu  bestätigen  suchte,  und 
endlich  die  Art  ihrer  Anwendung  auf  die  thierisch-elektrischeu 
Versuche  kurz  auseinander  setzen. 

L Ich  beginne  mit  einem  Satze,  den  wir  mit  du  Bois- 
Beymond  das  Princip  der  Superposition  der  elektri- 
schen Ströme  nennen  können.  Er  ist  nicht  ganz  neu;  denn 
für  lineare  Leitersysteme  kann  man  ihn  unmittelbar  aus  Kircli- 
hoff’s  allgemeinen  Formeln  herauslesen;  für  körperliche  Leiter, 
in  welche  die  Elektricität  aus  linearen  einströmt,  hat  ihn 
Smaasen1)  ausgesprochen,  und  du  Bois-Reymond  2)  baut 
einige  seiner  Schlüsse  auf  die  Einsicht,  dass  es  ein  solches 
Princip  geben  müsse.  Aber  da  ich  es  nirgends  in  ganz  all- 
gemeiner Form  bewiesen  fand,  und  es  in  dem  Folgenden  viel- 
fach gebrauchen  werde,  so  hielt  ich  für  nöthig,  es  hier  zu- 
vörderst in  voller  Allgemeinheit  hinzustellen. 

Man  kann  es  folgendermassen  aussprechen: 

Wenn  in  einem  beliebigen  Systeme  von  Leitern 
elektromotorische  Kräfte  an  verschiedenen  Stellen 
Vorkommen,  so  ist  die  elektrische  Spannung  in  jedem 
Punkte  des  durchströmten  Systems  gleich  der  alge- 
213  braischen  Summe  derjenigen  Spannungen,  welche 
jede  einzelne  der  elektromotorischen  Kräfte  unab- 
hängig von  den  anderen  hervorbringen  würde.  Und 
ebenso  sind  die  mit  drei  rechtwinkeligen  Axen  pa- 
rallelen Componenten  der  Stromintensität  gleich  der 
Summe  der  entsprechenden  Componenten,  welche  den 
einzelnen  Kräften  zugehören. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  sehr  leicht  aus  den  drei  Be- 
dingungen, welche  Kirchhoff3)  für  die  Strom vertheilung  in 
Systemen  körperlicher  Leiter  als  notkwendig  und  ausreichend 


1)  Pogg.  Ami.  Bd.  69,  S.  161. 

2)  Unters,  über  thier.  Elektr.  Bd.  I,  S.  647. 

o)  Pogg.  Ann.  Bd.  75,  S.  189. 
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erwiesen  hat.  Wir  nehmen  an,  dass  das  System  aus  Stücken 
von  verschiedenem  Material  zusammengesetzt  sei,  und  bezeichnen 
innerhalb  eines  solchen  Stückes  die  elektrische  Spannung  in 
dem  Punkte,  dessen  Coordinaten  .r,  y,  z sind,  mit  w,  die  nach 
innen  gerichtete  Normale  eines  Punktes  der  Oberfläche  oder 
der  Berührungsfläche  mit  einem  anderen  Stücke  des  Systems 
mit  w,  die  Leitungsfähigkeit  mit  £,  und  dieselben  Grössen  für 
ein  anstossendes  Stück  von  anderem  Material  mit  nv  k]r 
so  sind  die  drei  Bedingungen  für  das  dynamische  Gleich- 
gewicht der  Elektricität: 

1)  für  jeden  Punkt  im  Innern: 

(Pu  d-u  d-u  _ .. 

dx 2 "h  ~df  + äT2  u* 


2)  für  jeden  Punkt  der  Berührungsfläche  zweier  Stücke 
von  verschiedenem  Material: 


+ ä 


dux 
1 dnt 


Darin  liegt  gleichzeitig,  dass  an  der  freien  Oberfläche, 
jenseits  welcher  wir  — o setzen  müssen, 


3)  für  jeden  Punkt  einer  Fläche,  in  welcher  eine  elektro- 
motorische Kraft  ihren  Sitz  hat: 

u — u — u ; 

wo  U die  constante  Spannungsdifferenz  bezeichnet. 

Denken  wir  uns  nun  die  elektromotorischen  Kräfte  in  zwei  3ii 
Gruppen  A und  B gesondert,  und  nennen  die  Spannungen, 
welche  unter  dem  Einflüsse  der  gleichzeitigen  Wirkung  der 
Kräfte  aus  der  Gruppe  A und  derer  aus  B eintreten,  wie  bis- 
her ?/,  die  von  den  Kräften  A allein  hervorgerufenen  a,  die 
von  den  Kräften  B allein  hervorgerufenen  to,  so  behauptet  unser 
Princip,  dass: 

u — v -f-  u\ 

Ich  will  zunächst  nach  weisen,  dass  die  Function  (t>  + a*) 
statt  u in  die  obigen  drei  Bedingungsgleichungen  gesetzt,  die- 
selben identisch  macht. 
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Da  v und  w die  elektrischen  Spannungen  sein  sollen,  welche 
bei  der  Durchströmung  des  Systems  unter  dem  Einflüsse  der 
betreffenden  elektrischen  Kräfte  aus  der  Gruppe  A oder  B 
eintreten,  so  muss  ein  jedes  von  ihnen  einzeln  genommen  die 
drei  obigen  Bedingungen  erfüllen.  Wir  haben  also  für  jeden 
Punkt  im  Innern: 


d2v  d-v  d~v  n 

I? + äj>+  dV  = ü’ 

(la) 

d*to  d 1 iv  d2io  n 

rf?  + iy  +ä?=U; 

(lb) 

für  jeden  Punkt  der  Trennungsfläche  zweier  Stücke 
schiedenem  Widerstande : 

von  ver- 

h dJ-  + k,  = 0, 

an  1 dnY  1 

(2  a) 

t d io  , , dir.  n 

h -j — b h.  -7—-  =0; 
dn  1 (//;, 

(2  b) 

für  jeden  Punkt  einer  elektromotorischen  Fläche,  dessen  Kräfte 
der  Gruppe  A angehören: 


v -i\  = U. 
xc  — — o; 

oder  für  jeden,  dessen  Kräfte  der  Gruppe  B angehören : 


(3  a) 
(3  b) 


v — Vj  = o,  (4  a) 

xv  — = U.  (4  b) 


515 


Berücksichtigt  man  nun,  dass  wenn  u — v 

die 

äT 

d2tr 
da r* 


= + 


d u 

d (v  -f-  io) 

d v 

dn 

dn 

dn 

d~u 

d2( v 4-  ir) 

d2v 

d.  r* 

dx2 

dx 3 

11.  s.  W., 

w ist: 


so  erhält  man  sogleich  durch  Addition  der  Gleichungen  (la) 
und  (lb)  die  Gleichung  (1),  durch  Addition  von  (2  a)  und  (2  b) 
die  Gleichung  (2),  durch  Addition  von  (3  a)  und  (3  b)  oder  (4  a) 
und  (4  b)  die  Gleichung  (3).  Somit  sind  alle  Bedingungen  der 
Stromvertheilung  erfüllt,  wenn  wir  xi  = v + xc  setzen,  und  da 
Kirchhoff  nachgewiesen  hat,  dass  nur  eine  Function  existiren 
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kann,  welche  alle  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  folgt,  dass 
u s=  v + w diese  Function  sei. 

Wie  wir  nun  die  Gesammtzahl  der  vorhandenen  elektro- 
motorischen Kräfte  in  zwei  beliebige  Gruppen  A und  B zer- 
legt haben,  so  können  wir  auch  wieder  A in  zwei  kleinere 
Gruppen  C und  D theilen,  B in  E und  F.  Durch  die  Kräfte 
der  Gruppe  C allein  möge  die  Spannung  q hervorgebraclit 
werden,  durch  D oder  E oder  F beziehlich  die  Spannungen  r 
oder  s oder  t Wir  haben  dann  entsprechend  dem  vorigen  Falle: 

V = q + r 
W — s t 

u = v -f-  w = q + r + s + £ 

So  können  wdr  die  Theilung  der  Kräfte  offenbar  beliebig  weit 
fortsetzen. 

Auch  braucht  man  die  elektromotorische  Kraft  U irgend 
eines  Punktes  in  einer  elektromotorischen  Fläche  nicht  ganz 
in  die  eine  oder  andere  Gruppe  hineinzunehmen,  sondern  kann 
sie  selbst  in  zwei  Theile  V und  IV  theilen,  sodass: 

U=  V+  YV 

und  V in  die  Gruppe  A , YV  in  die  Gruppe  B kommt.  Die 
dritte  Bedingungsgleicliung  wird  dann  an  dieser  Stelle  folgende: 

v — Vj  = V 
w — w]  = YV, 

daraus  folgt: 

u — ul  = {y  + 16)  — (»;,  + tCj)  — V + YV  — U, 

wie  es  die  Gleichung  (3)  verlangt. 

Somit  ist  das  Princip  der  Superposition  für  die  elektrischen 
Spannungen  vollständig  erwiesen.  Es  darf  natürlich  nur  bei 
constanten  elektromotorischen  Kräften  angewendet  werden. 
Hängen  diese  Kräfte  dagegen  von  der  Stromesdichtigkeit  ab. 
so  bekommt  die  dritte  Bedingungsgleichung  eine  andere  Form, 
welche  die  einfache  Addition  nicht  mehr  zulässt. 

Ich  bemerke  noch,  dass  es  zuweilen  vortheilhaft  ist  zu 
den  vorhandenen  elektromotorischen  Kräften  eines  leitenden 
Systems  noch  andere  hinzuzudenken,  und  die  vorhandenen 
Spannungen  als  die  Differenz  der  den  gesammten  und  der  den 
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hinzuge8etzten  Kräften  zugehörigen  Spannungen  zu  betrachten, 
ein  Verfahren,  welches  nach  dem  bewiesenen  Principe  offenbar 
erlaubt  ist. 

Aus  dem  für  die  Spannungen  bewiesenen  Satze  folgt  so- 
gleich der  entsprechende  für  die  Componenten  der  Strominten- 
sität. Sind  erstere  u oder  v oder  w , so  sind  letztere  nach  der 
Axe  der  x beziehlich: 

j du  t j dv  j * die 

— k -7—  > oder  — k , oder  ~ k — 

d x dx  d x y 

und  aus: 
folgt: 


u = v -f*  w 


du  i dv  , j dw 

dx  “ dx  ^ dx 


und  ebenso  nach  den  beiden  anderen  Axen: 


, du  , dv  , r dto 

hTy=h2y+k^ 


dio 

dV 


II.  Die  folgenden  Sätze  beziehen  sich  auf  den  Fall,  wo 
constante  elektromotorische  Kräfte  von  beliebiger  Zahl  und 
Vertheilung  im  Innern  eines  beliebig  zusammengesetzten  Leiter- 
17  Systems  A wirksam  sind,  und  an  die  Oberfläche  von  A ein 
anderer  Leiter  B angelegt  wird,  in  welchen  ein  Theil  der  A 
durchkreisenden  Ströme  abgeleitet  wird.  Wir  können  daher 
A den  abgeleiteten  und  B den  ableitenden  Leiter  nennen. 
Wir  setzen  zunächst  voraus,  dass  in  B und  an  seinen  Be- 
rührungsstellen mit  A keine  elektromotorischen  Kräfte  Vor- 
kommen. Es  wird  dadurch  die  allgemeine  Brauchbarkeit  der 
folgenden  Sätze  für  beliebige  Fälle  der  Anwendung  nicht  be- 
schränkt, da  man  nach  dem  Principe  der  Superposition  die 
Ströme,  welche  von  den  inneren  Kräften  des  Leiters  A in  dem 
Systeme  erregt  werden,  erst  mit  Anwendung  der  folgenden 
Theoreme  gesondert  bestimmen,  und  nachher  die  liinzufügen 
kann,  welche  Kräften  im  Innern  von  B oder  an  den  Berüh- 
rungsstellen von  A und  B,  wenn  dort  solche  Vorkommen,  an- 
geboren. 
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1)  Ich  lasse  zunächst  einen  Satz  folgen,  welchen  wir  wohl 
passeiul  das  Pr  in  cip  von  der  elektromotorischen  Ober- 
fläche nennen  können: 

Für  jeden  Leiter  A,  in  dessen  Innerem  elektro- 
motorische Kräfte  beliebig  vertheilt  sind,  lässt 
sich  eine  bestimmte  Vertheilung  elektromotorischer 
Kräfte  in  seiner  Oberfläche  angeben,  welche  in 
jedem  angelegten  Leiter  B dieselben  abgeleiteten 
Ströme  wie  die  inneren  Kräfte  von  A hervorbringen 
würde. 

Diese  Vertheilung  wird  folgendermassen  gefunden.  Man 
nehme  den  Leiter  A isolirt,  ohne  Verbindung  mit  anderen 
Leitern,  bestimme  die  elektrische  Spannung,  welche  ein  jeder 
Punkt  seiner  Oberfläche  bei  den  durch  seine  inneren  Kräfte 
erregten  Strömen  annimmt,  und  setze  die  gesuchte  elektro- 
motorische Kraft  der  Oberfläche,  in  der  Richtung  von  innen 
nach  aussen  genommen,  gleich  dieser  elektrischen  Spannung, 
indem  man  nach  Ohm’s  Weise  die  elektromotorischen  Kräfte 
durch  die  zugehörigen  Spannungsunterschiede  gemessen  denkt. 

Ich  werde  im  Folgenden  die  Oberfläche  des  Leiters  A,  wenn 
sie  in  der  angegebenen  Weise  elektromotorisch  wirksam  ge- 
dacht wird,  die  positiv  wirksame  Oberfläche  nennen, 
negativ  wirksam  dagegen,  wenn  ihren  Kräften  die  entgegen-  21s 
gesetzte  Richtung  bei  derselben  absoluten  Grösse  beigelegt 
werden  soll. 

Der  Beweis  des  vorstehenden  Satzes  ergiebt  sich  am 
leichtesten  in  folgender  Weise.  Man  denke  die  Oberfläche 
des  Leiters  A negativ  wirksam  gemacht,  und  dann  einen  un- 
wirksamen zweiten  Leiter  B angebracht.  Aus  den  von  Kirch- 
hoff  gegebenen  drei  Bedingungen  der  Stromvertheilung  in  dem 
Systeme  A + B ergiebt  sich  leicht,  dass  bei  dieser  Anordnung 
gar  keine  Ströme  in  B entstehen,  die  elektrische  Spannung 
in  seinem  Innern  überall  gleich  Null  bleibt,  und  die  Ströme 
und  Spannungen,  welche  vorher  in  A bestanden,  unverändert 
fortbestehen.  Im  Innern  von  A und  im  Innern  von  B sind 
natürlich  jene  drei  Bedingungen  nach  wie  vor  erfüllt,  da  da- 
selbst alles  unverändert  bleiben  soll.  An  der  Berührungsfläche 

He  Irrt  holt*,  wiseeosch.  Abhandlungen.  31 
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von  A und  B müssen  die  beiden  Grenzbedingungen  2 und  3 
des  vorigen  Paragraphen  erfüllt  sein,  nämlich: 


du. 


d Ui 


K p + h p = 0. 

dn„  dn. 


«a  — Ub  = U, 


wo  ua , na , ä0  die  Werthe  der  betreffenden  Grössen  in  Af  und 
ub,  nb,  dieselben  in  B bezeichnen.  Berücksichtigen  wir  nun. 
dass  ub,  also  auch  dubjdnb^  überall  gleich  Null  sein  soll,  dass 
duaj dna  ebenfalls  gleich  Null  sein  muss,  weil  der  betreffende 
Theil  der  Oberfläche  von  A vorher  zu  der  freien  äusseren 
Oberfläche  gehörte,  und  dass  U nach  der  Definition  der 
negativ  wirksamen  Oberfläche  gleich  ua  sein  muss,  so  werden 
beide  Gleichungen  identisch,  und  es  sind  also  in  der  That  unter 
den  angegebenen  Umständen  alle  Bedingungen  der  Strom  ver- 
theilung  erfüllt.  Die  negativ  wirksame  Oberfläche  verhindert 
vollständig,  dass  die  Ströme,  welche  im  Innern  des  Leiters  A 
erregt  sind,  und  die  zugehörige  elektrische  Spannung  auf  andere 
Leiter  übergehen. 

Nach  dem  Principe  der  Superposition  können  wir  aber 
die  Spannungen  und  Stromcomponenten  im  Inneren  von  B 
2i9  (deren  Grösse,  wie  eben  bewiesen,  überall  gleich  Null  ist)  an- 
sehen,  als  die  algebraische  Summe  deijenigen  Spannungen  und 
Stromcomponenten,  welche  einmal  die  inneren  Kräfte  von  A 
für  sich  allein  und  dann  die  negativ  wirksame  Oberfläche 
für  sich  allein  hervorbringen  würde.  Da  nun  jene  Summe  im 
Innern  von  B überall  gleich  Null  sein  soll,  so  müssen  ihre 
beiden  Summanden  dort  überall  gleiche  absolute  Grösse  und 
entgegengesetztes  Zeichen  haben.  Es  bringt  also  die  negativ 
wirksame  Oberfläche  für  sich  allein  genau  die  entgegengesetzten 
Spannungen  und  Strömungen  hervor,  wie  die  inneren  Kräfte 
von  A.  Kehren  wir  nun  das  Zeichen  der  elektromotorischen 
Kräfte  in  der  Oberfläche  um,  so  geschieht  dasselbe  mit  den 
von  ihnen  abhängigen  Spannungen  und  Strömungen  in  A und 
B.  Daraus  folgt,  dass  die  positiv  wirksame  Oberfläche  für 
sich  allein  genau  dieselben  Spannungen  und  Strömungen  in 
B hervorbringt,  wie  die  inneren  Kräfte  von  A?  was  zu  be- 
weisen war. 
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2)  Die  Spannungen  und  Stromcomponenten  im 
Innern  des  abgeleiteten  Leiters  A während  der  Ab- 
leitung sind  gleich  der  Summe  der  ohne  Ableitung 
in  ihm  stattfindenden  Spannungen  und  Stromcom- 
ponenten, und  derer,  welche  die  positiv  wirksame 
Oberfläche  hervorbringt. 

Es  trete  in  dem  durch  die  Coordinaten  #,  y,  z im  Innern 
von  A gegebenen  Punkte  die  Spannung  W0  ein,  wenn  die 
inneren  Kräfte  von  A in  diesem  Leiter  allein  ohne  Ableitung 
Ströme  erregen,  fVx , wenn  sie  es  in  dem  verbundenen  Leiter- 
system A + B thun,  ferner  + P,  wenn  die  positiv  wirksame  Ober- 
fläche, — P,  wenn  die  negative  Ströme  in  dem  verbundenen 
Leitersystem  erregt.  In  der  vorangegangenen  Beweisführung 
ist  gezeigt  worden,  dass  die  negativ  wirksame  Oberfläche  und 
die  inneren  Kräfte  von  A gleichzeitig  wirkend,  den  inneren 
Zustand  von  A bestehen  lassen,  welcher  vor  der  Ableitung 
bestand,  also  seine  Spannimgen  gleich  machen.  Betrachten 
wir  diese  nun  nach  dem  Princip  der  Superposition  als  die 
Summe  derer,  welche  die  inneren  Kräfte  von  A für  sich,  und 
die  negativ  wirksame  Oberfläche  für  sich  in  dem  System  A+B  220 
hervorbringt,  so  haben  wir: 

= Wx  - P, 

was  sich  sogleich  umschreiben  lässt  in: 

Wx  = W,  + P. 

Diese  Gleichung  ist  aber  gerade  das,  was  der  obige  Satz 
für  die  Spannungen  aussagt.  Differenziren  wir  sie  nachein- 
ander nach  den  drei  Coordinataxen,  so  erhalten  wir  die  ent- 
sprechenden Gleichungen  für  die  Stromcomponenten. 

3)  Verschiedene  Vertheilungsweisen  elektromo- 
torischer Kräfte  in  der  Oberfläche  des  Leiters  A, 
welche  dieselben  abgeleiteten  Ströme  wie  seine 
inneren  Kräfte  geben  sollen,  können  sich  nur  um 
eine,  in  allen  Punkten  der  Oberfläche  denselben  con- 
stanten  Werth  habende  Differenz  unterscheiden. 

Die  Strömungen  im  Lmem  eines  Leitersystems  bleiben 
bekanntlich  unverändert,  wenn  man  die  Spannungen  in  allen 
Punkten  um  eine  constante  Grösse  C grösser  oder  kleiner 
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macht.  Führt  man  dies  in  dem  Leiter  A aus  vor  der  An- 
legung des  Leiters  B , und  bestimmt  dann  nach  der  oben  ge- 
gebenen Regel  die  Intensität  der  elektromotorischen  Ober- 
fläche, so  findet  man  auch  für  diese,  welche  den  oberfläch- 
lichen Spannungen  gleich  sein  soll , überall  einen  um  C 
grösseren  oder  kleineren  Werth.  Die  Grösse  der  elektromo- 
torischen Kraft  in  den  einzelnen  Punkten  der  Oberfläche, 
welche  die  Wirkung  der  inneren  Ströme  nach  aussen  ersetzen 
soll,  ist  also  auszudrücken  durch  eine  gewisse  Function  der 
Coordinaten,  welcher  eine  willkürliche  Constante  hinzuaddirt 
ist.  Es  lässt  sich  aber  auch  leicht  einsehen,  dass  es  weiter 
keine  Vertheilung  elektromotorischer  Kräfte  an  der  Oberfläche 
giebt,  welche  dasselbe  leisten  könnte.  Gäbe  es  nämlich  zwei 
verschiedene  Vertheilungsarten,  welche  in  dem  angelegten  Lei- 
ter B dieselben  Ströme  hervorbrächten,  so  könnte  man  nach 
Entfernung  der  inneren  Kräfte  von  A die  eine  positiv,  die 
andere  negativ  anbringen;  dann  würde  jeder  Punkt  von  B 
221  von  gleichen  und  entgegengesetzten  Strömen  durchflossen  wer- 
den, d.  h.  in  B würde  gar  keine  Strömung  stattfinden.  Daraus 
folgt  weiter,  dass  auch  in  A keine  stattfinden  kann.  Denn 
jede  Stromcurve  muss  durch  eine  elektromotorische  Fläche 
hindurchgehen,  hier  wäre  aber  die  einzige  solche  die  Be- 
rührungsfläche von  A und  B.  Wenn  aber  weder  in  A noch 
in  B eine  Strömung  stattfindet,  muss  die  Spannung  innerhalb 
jedes  dieser  Leiter  constant  sein,  und  da  die  elektromotorische 
Kraft  der  Grenzflächen  gleich  dem  Spannungsunterschiede  ihrer 
beiden  Seiten  ist,  so  muss  diese  Kraft,  welche  in  diesem  Falle 
die  Differenz  der  beiden  verglichenen  Vertheilungsarten  ist,  in 
allen  Punkten  der  Oberfläche  dieselbe  sein.  Es  unterscheiden 
sich  also  die  beiden  Vertheilungsarten  wieder  nur  durch  eine 
willkürliche  Constante. 

Dagegen  kann  ein  und  dieselbe  elektromotorische  Ober- 
fläche unendlich  viele  Vertheilungsarten  elektromotorischer 
Kräfte  im  Innern  des  Leiters  entsprechen,  welche  nur  das 
Gemeinsame  haben,  dass  sie  in  den  Punkten  der  Oberfläche 
dieselben  Spannungen  hervorbringen. 

Ich  bemerke  noch,  dass  man  den  Leiter  A auch  in  ver- 
schiedene Theile  Alf  A3  u.  s.  w.  zerlegt,  jeden  dieser  Theile 
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isolirt  und  für  seine  inneren  Kräfte  nach  der  oben  gegebenen 
Regel  eine  elektromotorische  Oberfläche  gesetzt  denken  kann. 
Es  werden  daim  die  elektromotorischen  Oberflächen  der  Theile 
zusammen  genommen  dieselben  Ströme  in  B hervorbringen,  wie 
die  inneren  Kräfte.  Denn  wir  können  nach  der  gegebenen  Be- 
weisführung die  inneren  Kräfte  jedes  einzelnen  Theiles  durch 
die  ihn  umschliessende  elektromotorische  Fläche  ersetzen,  wenn 
wir  uns  die  Kräfte  aller  anderen  Theile  wegdenken,  und  kön- 
nen nachher  nach  dem  Principe  der  Superposition  die  Wirkung 
des  ganzen  Leiters  A als  die  Summe  der  Wirkungen  seiner 
einzelnen  Theile  ansehen. 

4.  Schliesslich  mache  ich  noch  darauf  aufmerksam,  dass 
mit  Hülfe  unseres  Theorems  folgender  Satz  ohne  Einschrän- 
kung bewiesen  werden  kann: 

Wenn  ein  körperlicher  Leiter  mit  constanten 
elektromotorischen  Kräften  in  zwei  bestimmten 
Punkten  seiner  Oberfläche  mit  beliebigen  linearen 
Leitern  verbunden  wird,  so  kann  man  an  seiner 
Stelle  immer  einen  linearen  Leiter  von  bestimmter 
elektromotorischer  Kraft  und  bestimmtem  Wider- 
stande substituiren,  welcher  in  allen  angelegten  line- 
aren Leitern  genau  dieselben  Ströme  erregen  würde, 
wie  jener  körperliche. 

G.  Kirchhoff  hat  diesen  Satz  nur  für  den  Fall  erwiesen, 
dass  wie  in  den  hydroelektrischen  Batterien  jede  elektromotorisch 
wirksame  Trennungsfläche  zweier  Stücke  von  verschiedenem 
Material  auch  den  ganzen  körperlichen  Leiter  in  zwei  voll- 
kommen gesonderte  Stücke  trennt,  so  dass  in  seinem  Innern 
nirgends  vollständig  geschlossene  Stromescurven  Vorkommen, 
sondern  diese  Curven  alle  auch  den  linearen  Leiter  durchlaufen. 
Ersetzen  wir  aber  die  inneren  Kräfte  des  körperlichen  Leiters 
durch  solche  seiner  Oberfläche,  w’obei  hier  nur  die  beiden 
Punkte  derselben  zu  berücksichtigen  sind,  welche  mit  dem 
linearen  in  Verbindung  stehen,  so  führen  wir  den  allgemeinen 
Fall  auf  den  von  Kirchhoff  behandelten  zurück,  und  der  Be- 
weis des  speciellen  Falles  wird  dadurch  auch  für  den  allge- 
meinen gültig.  Der  Widerstand  des  zu  substituirenden  line- 
aren Leiters  ist  gleich  dem  des  Körpers,  wenn  ein  Strom  von 
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den  beiden  Eintrittspunkten  der  linearen  Leitung  aus  durch 
ihn  hindurchgeleitet  wird. 

Was  für  jeden  körperlichen  Leiter  gilt,  gilt  auch  ftir  den 
speciellen  Fall  eines  verzweigten  linearen  Stromsystems.  Auch 
ein  solches,  wenn  zwei  bestimmte  Punkte  desselben  mit  be- 
liebigen anderen  linearen  Leitern  verbunden  werden,  verhält 
sich  diesen  gegenüber  wie  ein  linearer  Leiter  von  bestimmtem 
Widerstande,  dessen  Grösse  man  nach  den  bekannten  Regeln 
für  verzweigte  Leitungen  findet,  und  von  bestimmter  elektro- 
motorischer Kraft,  welche  durch  den  Spannungsuuterschied  der 
abgeleiteten  Punkte,  wie  er  vor  der  Ableitung  bestand,  gegeben 
223  wird.  An  Beispielen  bestätigt  es  sich  sehr  leicht,  dass  man 
nach  dieser  Regel  die  von  verzweigten  Leitungen  abgeleiteten 
Ströme  ebenso  gross  findet,  wie  nach  den  früher  bekannten 
Regeln.  Wählen  wir  das  einfachste  dieser  Beispiele.  Ein  ein- 
facher Stromeskreis  werde  durch  zwei  beliebig  angenommene 
Punkte  a und  b,  in  denen  später  noch  andere  lineare  Leitungen 
mit  ihm  verbunden  werden  sollen,  in  zwei  Theile  getheilt  ge- 
dacht, deren  einer  den  Widerstand  tc0,  der  andere  den  Wider- 
stand w1  habe , jener  enthalte  auch  die  elektromotorische 
Kraft  A,  deren  Grösse  dem  Spannungsunterschiede  an  der  er- 
regenden Stelle  gleich  ist.  Nach  Ohm ’s  Spannungsprincipien 
nimmt  die  Spannung  von  der  positiven  Seite  der  erregenden 
Stelle  längs  dem  Leitungsdrahte  auf  Stücken  von  gleichem 
Widerstande  um  ein  Gleiches  ab  bis  zur  negativen  Seite  der 
erregenden  Stelle.  Der  Spannungsunterschied  s der  Punkte  a 
und  b)  welche  um  ein  Stück  von  dem  Widerstande  rcj  von  ein- 
ander entfernt  sind,  ergiebt  sich  danach: 

Aio , 

s — . 

K'j  + tc0 

Diese  Grösse  s ist  die  elektromotorische  Kraft  des  zu 
substituirenden  linearen  Leiters.  Dessen  Widerstand  muss 
dem  Widerstande  der  beiden  Stücke  w0  und  tcl  gleich  sein, 
wenn  sie  nebeneinander  von  a nach  b durchströmt  werden; 
also : 
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Verbinden  wir  also  die  bestehende  Leitung  in  den  Punkten 
a und  b mit  einem  dritten  linearen  Leiter  vom  AViderstande  u?2, 
und  nennen  die  Intensitäten,  von  a nach  b gerechnet,  in  den 
drei  Leiterstücken  w?ft,  to1  und  icv  beziehlich  i0,  iv  it,  so  ist  nach 
unserem  Theorem: 

. s Axcl 

2 ~ W + wi  ~~  tcQ  ic,  -f  tr0  + tct  w2  * 

Die  Intensitäten  i0  und  finden  sich  nach  dem  zweiten 
Satze  dieses  Abschnittes: 

. _ A stcx 

0 ~~  trö  + ir,  trQ  w2  + w0  tr,  + tr,  ic2 

_ A (u\  4-  w2)  

tC0  ICX  + M'q  W2  + UJj  Wo 

j . A s tr0 

1 t r0  + wx  ft’o  tot  + «’0  io2  + u\2 

AiVj 

~ tc0  fPt  + «0, o W*  + U'l  W‘i 

Genau  so,  wie  es  aus  der  Elimination  der  gewöhnlich  ge- 
brauchten Gleichungen: 

*ü  + *i  +«3  = 0 

*i  W1  - h W2  — *o  wo  + A 

gefunden  wird. 

III.  Ich  muss  hier  zunächst  die  Beziehungen  erörtern,  in 
welchen  die  aufgestellten  Sätze  zu  gewissen  anderen  aus  der 
Theorie  der  statischen  Elektricität  und  des  Magnetismus  stehen. 

In  einer  früheren  Abhandlung1)  habe  ich  schon  die  That- 
sache,  dass  elektromotorisch  differente  Körper,  welche  sich  be- 
rühren, eine  constante  Spannungsdifferenz  zeigen,  mathematisch 
so  ausgesprochen,  dass  die  Potentialfunction  aller  freien  Elek- 
tricität in  ihnen  um  eine  constante  Differenz  verschieden  sein 
müsse,  unabhängig  von  der  Gestalt  und  Grösse  der  beiden 
Leiter.  Zwar  ist  in  der  angeführten  Stelle  nicht  das  Wort 
„Potentialfunction“,  sondern  „freie  Spannung“  gebraucht, 
aber  auf  Seite  41  und  42  derselben  Schrift  findet  sich  die 
Definition  des  Begriffes  der  freien  Spannung,  welche  identisch 


1)  Ueber  die  Erhaltung  der  Kraft.  Berlin  1847,  S.  47  (oben  S.  48). 
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ist  mit  dem,  was  Grauss  Potential,  Green  Potentialfunction 
genannt  hat.1) 

225  Später  hat  Kirchhoff  dasselbe  auf  die  elektromotorisch 
differenten  Körper  in  geschlossenen  galvanischen  Kreisen  aus- 
gedehnt, und  nachgewiesen,  dass  dasjenige,  was  man  bisher 
als  verschiedene  Spannung  oder  Dichtigkeit  der  Elektricität  in 
durchströmten  Körpern  bezeichnet  hatte,  der  verschiedene  Werth 
der  Potentialfunction  sei,  und  dass  in  constant  durchströmten 
homogenen  Leitern  diese  Function  nur  solcher  freier  Elektrici- 
tät angehören  könne,  welche  auf  der  Oberfläche  und  ausser- 
halb der  Leiter  vertheilt  sei. 


1)  Ich  benutzte  diese  Gelegenheit,  auf  einige  von  Clausius  be- 
sprochene Punkte  der  erwähnten  Schrift  folgendes  zu  erwidern.  Die  Ab- 
weichung, welche  er  in  diesen  Annalen  Bd.  LXXXVT,  S.  343,  Aum  2 
berührt,  beruht  nur  auf  einem  Unterschiede  des  Namens,  nicht  der  Sache. 
Definirt  man  das  Potential  zweier  Massen  aufeinander  als  die  Summe  der 
Potentiale  aller  Massenelemente  der  einen  auf  alle  der  andern,  so  kann 
man  bei  der  Bildung  des  Potentials  einer  Masse  auf  sich  selbst,  entweder 
die  Potentiale  aller  Combinationen  oder  aller  Variationen  je  zweier  Elemente 
summiren.  Im  letzteren  Falle  wird  die  Summe  doppelt  so  gross  als  im 
ersten.  Da  ich  bei  der  Abfassung  jener  Schrift  in  der  mir  zu  Gebote 
stehenden  Literatur  nichts  über  einen  etwa  schon  feststehenden  Gebrauch 
dieses  Begriffes  ermitteln  konnte,  zog  ich  es  vor  in  der  Consequenz  «1er 
von  mir  vorausgeschickten  Definitionen  zu  bleiben,  welche  den  Variatio- 
nen den  Vorzug  gab.  Uebrigens  gebe  ich  cs  gern  zu,  dass  die  andere 
Definition  von  dem  Begriffe  des  Potentials  einer  Masse  auf  sich  selbst, 
welche  bei  der  Summirung  nur  die  Combinationen  wählt,  für  die  übrigen 
Beziehungen  des  Potentialbegriffes  angemessener  ist,  so  wie  sie  denn 
auch  allein  der  Definition  dieses  Begriffes  von  Neumann  entspricht.  Meine 
Formeln  sind  also  streng  richtig,  wenn  man  meine  Definition  zu  Grunde 
legt,  und  lassen  sich  in  die  von  Clausius  unmittelbar  übertragen,  wenn 
man  jedem  Potential  einer  Masse  auf  sich  selbst  den  Factor  2 hinzusetzt. 
— Zu  8.  362  Anm.  bemerke  ich,  dass  der  Begriff  „Ableitungsgrösse**  für 
Leidener  Flaschen  schon  von  anderen  Physikern  gebraucht  ist,  und  da 
es  an  einer  mathematischen  Definition  fehlte,  ich  als  solche  die  Gleichung 
CS  — Q auf  Seite  43  meiner  Schrift  hingesetzt  habe.  — Wenn  Herrn 
Clausius  auf  S.  343  Anm.  1 einige  Stellen  jener  Schrift  „ungenau“  erschei- 
nen, so  werden  sie  hoffentlich  von  diesem  Vorwurfe  nur  in  dem  Sinne 
getroffen  werden,  in  welchem  jede  Anwendung  eines  mathematischen 
Gesetzes  auf  die  Wirklichkeit  ungenau  ist,  weil  stets  eine  Reihe  von 
Nebeneinflüssen  unberücksichtigt  bleibt.  (Fortsetzung  dieser  Discussion 
oben  Nr.  III.) 
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Gau ss  hat  gezeigt1),  dass,  wenn  Elektricität,  (oder  Magne- 
tismus) in  einer  Fläche  verbreitet  ist,  und  zwar  die  Menge  k 
auf  der  Flächeneinheit,  die  Potentialfunction  auf  beiden  Seiten 
einer  solchen  Fläche  keine  verschiedenen  Werthe  habe,  wohl 
aber  ihr  Differentialquotient,  in  der  Richtung  senkrecht  gegen 
die  Fläche  genommen.  Nennen  wir  diesen  dujdn 1 auf  der 
einen,  und  dujdn2  auf  der  anderen  Seite  der  Fläche,  wobei 
vorausgesetzt  wird,  dass  die  Normalen  der  Fläche  von  ihrem 
Fusspunkte  in  dieser  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin 
gemessen  werden,  so  ist  nach  Gauss: 


C tu 
dnx 


du 

+ dn*  ~ 


— 4ttä. 


Ein  solcher  Fall  kommt  gemäss  Kirchhoff’s  zweiter  Be- 
dingung für  das  dynamische  Gleichgewicht  der  Elektricität  in 
durchströmten  Leitersystemen  an  den  Berührungsflächen  zweier 
Leiter  von  verschiedenem  Widerstande  und  gleicher  elektro- 
motorischer Kraft  vor.  Hier  ist  die  Potentialfunction  auf  beiden 
Seiten  der  Fläche  von  gleichem  Werthe,  aber  ihr  Differential- 
quotient verschieden. 

Denken  wir  uns  dagegen  eine  Fläche  auf  einer  Seite  mit 
positiver  Elektricität,  auf  der  anderen  mit  einer  gleichen  Quan- 
tität negativer  belegt,  beide  Schichten  in  verschwindend  kleiner 
Entfernung  von  einander,  so  werden,  der  Gleichung  (1)  ent- 
sprechend, die  Differentialquotienten  der  Potentialfunction  auf 
beiden  Seiten  der  belegten  Fläche  gleich,  die  Werthe  dieser 
Function  selbst  aber  verschieden  sein.  Nehmen  wir  an,  um  die 
Grösse  ihres  Unterschiedes  zu  bestimmen,  dass  zunächst  nur 
eine  solche  Scliicht  da  sei,  welche  in  der  Fläche  Q selbst  liege. 
Ihre  Potentialfunction  in  einem  Punkte  der  Oberfläche  von  der 
Dichtigkeit  x sei  w,  deren  Differentialquotienten  nach  der  einen 
Seite  du/dn j,  nach  der  anderen  du/dn2.  Verlegen  wir  nun 
die  elektrische  Schicht  in  die  verschwindend  kleine  Entfernung  e 
von  der  Fläche  Sl  nach  der  Seite  der  Normale  nx  hin,  so  ent- 
steht dadurch  eine  verschwindend  kleine  Variation  der  Potential- 
function. Der  Werth  dieser  Function  in  der  elektrischen 


1)  Result.  d.  magnet.  Vereins,  1830,  S.  27. 
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Schicht  selbst  wird  also  nun  u + Edu,  und  in  einer  unendlich 
kleinen  Entfernung  4w,  von  der  Fläche  Si  (oder  An^  — t von 
der  elektrischen  Schicht): 

227  Ul  = u + edn  + (JKj  - «)  + ^ ' UK  ~ «) 

+ J älf“  (^"1  — f)2  + etc-> 

in  der  unendlich  kleinen  Entfernung  An2  nach  der  anderen 
Seite  von  Si  dagegen: 

U2  = U + €<y?/  + ~ (A ii2  + e)  4*  € (z//^2  + «) 

+ 1 3^  + «)*  + etc- 

Nehmen  wir  nun  die  gleichzeitige  Existenz  von  zwei 
Schichten  an,  eine  von  der  Dichtigkeit  + x in  der  Entfernung 
+ die  andere  von  der  Dichtigkeit  — x in  der  Entfernung  — € 
von  der  Fläche  12,  so  wird  mit  Weglassung  der  unendlich 
kleinen  Glieder  höherer  Ordnung: 

U,  = 2e  du  — 2e 

1 a », 

U„  = 2 säte-  2s 

d n2 

also : 

U1-U2  = -2s  (-5-  + = 82t*  t, 

und  wenn  wir  nach  Analogie  der  Magneten  die  Grösse  2ex  = m 
das  elektrische  Moment  der  Flächeneinheit  nennen,  wird: 

U}  - L\  = 4nm.  (2) 

Ist  also  der  Unterschied  der  Potentialfunctionen  gegeben, 
so  ist  dadurch  auch  das  elektrische  Moment  des  betreffenden 
Theiles  der  Fläche  gegeben. 

Ein  entsprechender  Fall  tritt  in  durchströmten  Leiter- 
systemen an  solchen  Flächen  ein,  wo  sich  Leiter  von  gleichem 
Widerstande  und  verschiedener  elektromotorischer  Kraft  be- 
rühren. Hier  hat  die  Potentialfunction  nach  Kirchhof  fs 
dritter  Bedingungsgleichung  auf  beiden  Seiten  verschiedene 
Werthe,  und  die  Grösse  ihres  Unterschiedes  ist  gleich  der 
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elektromotorischen  Kraft  der  betreffenden  Stelle.  Diese  letztere 
muss  also  gleich  4nr  m sein.  Dagegen  ist  der  Differential- 
quotient der  Spannung,  nach  beliebiger  Richtung  genommen, 
auf  beiden  Seiten  gleich. 

Wo  sich  Leiter  von  ungleicher  elektromotorischer  Kraft 
und  ungleichem  Leitungsvermögen  berühren,  müssen  dagegen 
sowohl  die  ganze  Function  als  ilir  Differentialquotient  auf  beiden 
Seiten  der  Fläche  verschiedene  Werthe  haben,  was  sich  er- 
reichen lässt,  wenn  an  die  entgegengesetzten  Seiten  der  Fläche 
Schichten  von  entgegengesetzten  Elektricitäten  und  ungleicher 
Dichtigkeit  angelagert  werden. 

Ich  werde  im  Folgenden  unter  einer  elektrischen  Dop- 
pelschicht stets  nur  solche  zwei  Schichten  verstehen,  welche 
an  den  entgegengesetzten  Seiten  einer  Fläche  in  unendlich 
kleiner  Entfernung  vor  ihr  hegen,  und  deren  eine  ebenso  viel 
positive  Elektricität  enthält,  als  die  andere  negative. 

Li  durchströmten  zusammengesetzten  Leitersystemen  sind 
also  alle  Grenzflächen  zwischen  Theilen  von  verschiedenem 
Widerstande  und  alle  zwischen  ihnen  und  dem  äusseren  nicht 
leitenden  Raume  mit  einer  einfachen  Schicht  Elektricität,  ausser- 
dem alle  elektromotorischen  Flächen  mit  einer  Doppelschicht 
belegt.  Hat  man  die  Aufgabe  zu  lösen,  die  Stromvertheilung 
zu  finden,  wenn  die  elektromotorischen  Kräfte  P gegeben  sind, 
so  giebt  die  Gleichung: 

P = 4 7i  in 

sogleich  das  Moment  m der  Doppelschichten,  welche  den  elektro- 
motorischen Flächen  entsprechen,  und  die  Aufgabe  reducirt 
sich  darauf,  zu  diesen  Doppelschichten  die  einfachen  zu  finden, 
sodass  die  Potentialfunctionen  von  ihnen  allen  zusammenge- 
nommen den  Bedingungsgleichungen  Kirchhoff’s  genügen. 

Betrifft  die  Aufgabe  Verbindungen  von  linearen  körper- 
lichen Leitern,  so  kann  man  für  die  Aufsuchung  der  Potential- 
functionen die  Einströmungspunkte  der  Elektricität  in  den 
körperlichen  Leiter  als  einfache  elektrische  Massenpunkte  be- 
trachten; man  erhält  bei  dieser  Substitution  rings  um  sie  her 
dieselbe  Gestalt  der  Potentialfunction,  wie  sie  Sm aasen  in 
seiner  Untersuchung  über  die  Stromvertheilung  im  Raume 
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229  gefunden  hat.  Es  sei  A die  elektrische  Masse  eines  solchen 
Punktes,  r seine  Entfernung  von  dem  Punkte,  dessen  Potential- 
function zu  bestimmen  ist,  V der  Theil  der  Potentialfunction, 
welcher  von  anderen  entfernten  Massen  eben  daselbst  hervor- 
gebracht wird,  so  ist  die  ganze  Potentialfunction: 


A 

r 


+ v. 


Ist  nun  d w ein  Element  einer  beliebigen  Oberfläche,  welche 
den  Punkt  A , ausser  ihm  aber  keinen  anderen  elektrischen 
Massenpunkt  einschliesst,  und  n die  nach  innen  gekehrte  Nor- 
male von  d o),  so  ist  nach  einem  Satze  von  Gauss:1) 


du)  — 4 7t  A, 


wo  das  Integral  über  die  ganze  Fläche  auszudehnen  ist.  Be- 
zeichnen wir  die  Leitungsfähigkeit  des  körperlichen  Leiters 
mit  ä,  so  ist  die  gegen  d(o  normale  Stromcomponente  gleich: 


V + 


— k 


d n 


folglich  die  ganze  durch  die  geschlossene  Oberfläche  von  innen 
nach  aussen  strömende  Elektricität: 

4-  4n  Ak. 

Da  diese  Elektricitätsmenge  der  aus  dem  linearen  Leiter  ein- 
strömenden gleich  sein  muss,  bezeichnet  sie  zugleich  die  Strom- 
intensität in  dem  letzteren.  Dadurch  bestimmt  sich  die  Grösse 
der  hypothetischen  elektrischen  Masse  A. 

Durch  diese  Umformung  der  Aufgaben  über  Stromver- 
theilung  erlangt  man  den  grossen  Vortheil,  ihre  Lösungen  auf 
die  Betrachtung  von  Functionen  zu  reduciren,  welche  schon 
mannigfach  bearbeitet  und  in  Reihen  entwickelt  sind,  nämlich 
auf  die  Potentialiunctionen  elektrischer  Körper  imd  Flächen. 
Ebenso  kann  man  auch  wiederum  rückwärts  aus  jedem  Theorem 
über  Stromvertheilung  entsprechende  und  zum  Theil  neue 
230  Theoreme  über  die  Potentialfunctionen  der  Elektricität  und 


1)  1.  c.  § 6. 
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des  Magnetismus  herleiten,  doch  würde  uns  das  hier  zu  weit 
von  unserem  Wege  abführen. 

In  Verbindung  mit  diesen  Betrachtungen  eröffnet  der  Satz 
von  der  elektromotorischen  Oberfläche  uns  einen  neuen  Weg 
zur  Lösung  der  Aufgabe,  die  Stromvertheilung  in  einem  be- 
grenzten Leiter  A von  constantem  Widerstande  zu  finden. 
Statt  der  elektromotorischen  Kräfte  in  A substituiren  wir 
nach  den  angegebenen  Regeln  elektrische  Massen,  und  nehmen 
dann  an,  dass  A mit  einem  ableitenden  Leiter  verbunden  werde, 
und  zwar  sei  B der  unendliche  äussere  Raum  mit  derselben 
leitenden  Masse  wie  A gefüllt.  Da  nun  das  zusammengesetzte 
System  A B nirgend  freie  Oberflächen,  oder  Begrenzungs- 
flächen von  Theilen  verschiedenen  Widerstandes  darbietet, 
können  die  elektrischen  Massen,  von  denen  die  Potentialfunction 
der  es  durchströmenden  Elektricität  abhängt,  nur  die  inneren 
von  A sein.  Daher  ist  die  Spannung  in  dem  zusammenge- 
setzten Systeme  A + B gleich  der  Potentialfunction  der  inneren 
Massen  von  A , und  somit  gegeben.  Nun  soll  auch  die  elektro- 
motorische Oberfläche  von  A allein  in  B dieselben  Spannungen 
hervorbringen,  wie  die  inneren  Kräfte  von  A;  es  muss  also 
ihre  elektrische  Potentialfunction  (wenn  sie  als  Doppelschicht 
betrachtet  wird)  im  äusseren  Raume  B der  der  inneren  Massen 
von  A gleich  sein.  Kennen  wir  die  elektromotorische  Ober- 
fläche von  A , so  kennen  wir  in  diesem  Falle  also  auch  die 
Spannungen  und  Ströme,  welche  sie  in  dem  Systeme  A + B 
hervorbringt.  Nun  sind  aber  nach  dem  Satze  II.  2)  die  Ströme, 
welche  in  dem  Leiter  A ohne  Ableitung  kreisen,  gleich  der 
Differenz  derjenigen,  welche  einmal  die  inneren  Kräfte  von  A , 
dann  die  elektromotorische  Oberfläche  in  dem  abgeleiteten 
System  A + B hervorbringen  würden.  Daher  reducirt  sich 
die  Aufgabe,  in  dem  Leiter  von  constantem  Widerstande  A 
die  Vertheilung  der  Ströme  zu  finden,  auf  die  andere:  die- 
jenige elektrische  Doppelschicht  an  seiner  Ober- 
fläche zu  finden,  welche  nach  aussen  dieselbe  Po-  231 
tentialfunction  giebt,  welche  seine  inneren  elek- 
trischen Massen  geben.  Diese  Umformung  der  Aufgabe 
ist  wesentlich  verschieden  von  der,  welche  aus  Kirchhoff’s 
Theoremen  herfliesst.  Nach  der  letzteren  würden  wir  eine 
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einfache  elektrische  Schicht  zu  suchen  haben,  welche  an  der 
Grenze  des  Körpers  denselben  Differentialquotienten  der  Po- 
tentialfunction, senkrecht  gegen  die  Oberfläche  genommen,  gäbe 
wie  die  inneren  elektrischen  Massen.  Jene  Umformung  leitete 
mich  in  der  That  in  einigen  Fällen  zur  vollständigen  Lösung, 
wo  ich  diese  aus  Kirchhof f’s  Theoremen  nicht  herzuleiten 
wusste.  Als  Beispiel  will  ich  hier  die  Stromvertheilung  in  einer 
gleichmässig  leitenden  Kugel  behandeln. 

Wir  wenden  Polarcoordinaten  an,  die  sich  auf  den  Mittel- 
punkt der  Kugel  beziehen,  und  setzen: 

.v  — g cos  cu , y = g sin  co  cos  cp,  z — g sin  co  sin  cf , 

bezeichnen  den  Radius  der  Kugel  mit  R,  und  setzen  R/g  — u 
und  gjR  = v.  Alsdann  findet  bekanntlich  folgende  Beziehung 
zwischen  der  Potentialfunction  Va  einer  auf  der  Kugelober- 
fläche verbreiteten  elektrischen  Schicht  für  die  Punkte  des 
äusseren  Raumes  genommen,  und  der  anderen  Vx  für  den 
inneren  Raum  der  Kugel  statt: 


Um  nun  den  allgemeinen  Ausdruck  für  die  inneren  und 
äusseren  Potentialfunctionen  einer  elektrischen  Doppelschicht 
zu  finden,  nehmen  wir  an,  auf  einer  Kugelfläche  vom  Radius 
R 4-  J R befinde  sich  die  eine  als  positiv  betrachtete  Schicht, 
und  auf  einer  mit  der  ersten  concentrischen  vom  Radius  R—  AR 
die  negative.  A R wird  natürlich  als  eine  verschwindend  kleine 
Grösse  angesehen.  Die  äussere  Potentialfunction  der  ersten 
232  Schicht  ist  dann  Va  + (d  Va  / dR)  AR,  die  der  zweiten 
Va  -(dVajclR)  AR;  folglich  ist  die  äussere  Potentialfunction  der 
elektrischen  Doppelschicht : 


wenn  Va  = — F[Ut  ^ u) 
Q 

so  ist  Vi  — -g  F Ut 


(3) 


(4) 


und  ähnlich  die  innere  Potentialfunction: 


Das  Zeichen  F\u)  ist  hier  für  dF(u)jdit  gesetzt. 
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Ist  uns  nun  die  Aufgabe  gestellt  eine  bestimmte  Doppel- 
schicht zu  suchen,  welche  die  gewissen  in  der  Kugel  verbreiteten 
elektromotorischen  Kräften  entsprechende  elektromotorische 
Fläche  darstellt,  so  setzen  wir  zunächst  die  diesen  Kräften 
entsprechenden  elektrischen  Massen  hin,  und  bestimmen  deren 
Potentialfunction  W.  Ausserhalb  der  Kugel  muss  sein: 


W=  Pa  = 
h <M>  “ 2J  R 

pf  1 

(u)  ” 2 AR 


2AR  jy 

~r  * («)> 


also: 


W 


2 wdtu  + c. 


Bei  der  Integration  ist  zu  bemerken,  dass  p eine  Function 
von  u ist,  nämlich  gleich  R/it.  Die  Constante  C ist  ganz  be- 
liebig. Nachdem  man  F(tt)  gefunden  hat,  ergiebt  sich  sogleich 
aus  Gleichung  (5)  die  Function  P„  und  endlich  die  elektrische 
Spannung  S in  der  durchströmten  Kugel: 


S = ff  — Pi,  oder: 
s=2[jpF(l)+±F\u)  + fm 


AR. 


Somit  ist  das  Problem  ganz  allgemein  auf  Quadraturen 
zurückgeführt. 

Als  besonderen  Fall  will  ich  den  behandeln,  wro  die  Elek- 
tricität  durch  Punkte  der  Oberfläche  in  die  Kugel  einströmt. 
Der  eine  von  der  elektrischen  Masse  4-  A habe  die  Winkel- 
coordinaten  co  = a1  und  cp  — o,  der  andere  von  der  Masse  — A 
dagegen  w = u2  und  cp  — o.  Die  Entfernungen  rY  und  r2  dieser 
beiden  Punkte  von  demjenigen,  dessen  Coordinaten  p,  w und  cp 
sind,  finden  sich  aus  den  Gleichungen: 

7*j 2 = (p  cos  co  — R cos  aY)2  4-  (p  sin  co  cos  cp  — R sin 

4-  p2sin2w  sin3<5r 

= p2  4-  R2  — 2 Ro  (cos  co  cosc^  4-  sin«  sinc^  cos  cp) 
r22  = p2  4-  R2  — 2 R p (cos  co  cos  ci2  4-  sin  co  sin  «2  cos  (f ). 


Setzen  wir: 


y1  — cos«  cos  «j  4-  sin  w sin  «j  cos  cp 
y2  = cos  co  cos  ct.,  4-  sin  w sin  ct2  cos  cp, 
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so  ist: 


IV  = — —^====== --  - 

>V  + Ä*  - 2n  W + ü*-  2yf  Jß? 


daher  nach  Gleichung  (6): 

*W  = 27ä / f * + C 


oder  wenn  man  p durch  u ausdrückt: 

l 


V) 


r 


m V 1 4-  w3  — 2y,  « w Vl  4*  if  - — 2ys« 


r/M  + C 


F„ o = //.  log.  nat  I1  + Y-Lt 

~ d .R  [1  — ■ yx  u 4-  y\  4-  U2  — 2 yiuj 


VC. 


Substituirt  man  die  liier  gefundene  Function  jF(u)  in  die  Glei- 
chung (7),  so  giebt  sie: 


S 


A 

ii 


log.  nat. 


R — y3(J  +J  R‘  4-  Q 3 — 2 y»  R q { 
R — y,  q 4- V R*  4-  (J2  — 2 y,  7?  pj 


, M 

Vä*  + **  - 2y; 


2.4 


Vä*4-  ()s  _ 2r,Äo 


==  + c 


Diese  Gleichung  ist  zugleich  auch  die  der  Spannungs- 
fiächen,  deren  Gesetz  hiernach  ein  ziemlich  verwickeltes  ist. 
Dasselbe  ist  für  die  Strömungscurven  der  Fall,  sodass  es  zu 
weitläufig  sein  würde,  es  hier  weiter  auszufuliren. 


853  ]V.  Theorem  von  der  gleichen  gegenseitigen  Wirkung  zweier 

elektromotorischen  Flächenelemente. 

Wählt  man  im  Innern  eines  zusammengesetzten, 
aber  nicht  elektromotorisch  wirksamen  Leiter- 
systems zwei  beliebig  gelegene  Flächenelemente  a 
und  b,  und  ertheilt  erst  dem  n , später  dem  b eine 
gleiche  elektromotorische  Kraft,  so  fliesst  im 
ersten  Falle  durch  b so  viel  Elektricität , wie  im 
zweiten  durch  «. 

Zum  Beweise  dieses  Theorems  gebrauche  ich  einen  Satz, 
den  Green1)  gefunden,  und  zum  Beweise  eines  ähnlichen 


1)  On  the  Theoriea  of  Electr.  and  Magnetism.  Art.  3.  Gleichung  (2), 

abgedruckt  in  Crclle’ß  Journal  Bd.  44. 
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Theorems  für  statische  Elektricität  angewendet  hat,  und  dem 
man  leicht  eine  etwas  andere  Form  geben  kann.  Sind  nämlich 
U und  V zwei  continuirlicke  Functionen  der  Coordinaten  x, 
y,  z,  deren  erste  Difierentialcoefficienten  im  Innern  eines  ge- 
schlossenen Raumes  S nirgends  unendlich  werden,  und  ist  dco 
ein  Element  der  Oberfläche  dieses  Raumes,  n die  nach  Innen 
gerichtete  Normale  desselben,  so  ist: 


wo  die  dreifachen  Integrale  über  den  ganzen  Raum  S und  die  351 
einfachen  über  seine  ganze  Oberfläche  auszudehnen  sind. 

Nun  sei  die  Function  U die  Potentialfunction  einer  Masse, 
die  theils  mit  der  veränderlichen  Dichtigkeit  y im  Innern  von 
theils  ausserhalb  verbreitet  ist,  dann  ist  nach  einem  bekann- 
ten Satze  von  Gauss  und  Green: 

d*U  , d*U  , d'-U  , 

d?  + df  + d? 


Und  ebenso  sei  V die  Potentialfunction  einer  Masse,  die 
mit  der  veränderlichen  Dichtigkeit  v theils  in  theils  ausser- 
halb verbreitet  ist,  so  dass: 


d*v  ,d*v  d*-y 

dx * d y2  dz1 


4 71 V. 


Die  Gleichung  (1)  verwandelt  sich  dann  in  folgende1): 
jU~~n  dco  — 4 71 ffj v U dx  dy  dz  — 

J ~ V dx  dy  dz. 


(2) 


Um  mit  Hülfe  dieser  Gleichung  das  oben  ausgesprochene 
Theorem  zu  beweisen,  unterscheiden  wir  folgende  Fälle: 


1)  Aus  dieser  Gleichung  folgt  als  ein  besonderer  Fall  die  Nr.  (3) 
in  der  angeführten  Stelle  von  Green,  welche  entsteht,  wenn  ein  end- 
licher Theil  der  Masse  y in  einen  Punkt  vereinigt  wird,  in  welchem  dann 
auch  die  Differentialcoöfticienten , ebenso  wie  die  Dichtigkeit  der  Masse 
unendlich  werden. 

Helmholtz,  wiMensch.  Abhandlungen.  32 
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1)  wenn  der  Leiter  S in  allen  seinen  Theilen  die- 
selbe Leitungsfähigkeit  k besitzt. 

Wir  machen  in  diesem  Falle  das  U der  Gleichung  (2; 
gleich  der  Potentialfunction  der  Elektricität,  welche  entsteht, 
wenn  das  Flächenelement  a elektromotorisch  wirkt,  V gleich 
der  anderen,  welche  entsteht,  wenn  b wirksam  ist.  Dann  ist 
H überall  gleich  Null,  ausser  in  der  elektrischen  Doppelschicht 
des  Flächenelements  «,  imd  v überall  gleich  Null,  ausser  in 
der  Doppelschicht  von  b.  Bezeichnen  wir  mit  Uh  und  Va  den 
Werth  dieser  Functionen  in  den  betreffenden  Orten  b uud  o. 

355  den  Abstand  der  elektrischen  Schichten  von  den  Flächenele- 
menten mit  «,  imd  die  Normale  auf  a nach  Seite  der  positiven 
Belegung  positiv  gerechnet  mit  a,  ebenso  die  auf  b mit  ß , so 
ist  der  Werth  von  U innerhalb  der  positiv  elektrischen  Be- 
legung von  b gleich: 


Ub  - h £ 


dU 

dß' 


innerhalb  der  negativen: 


d U 
dß  ’ 


der  Werth  von  V innerhalb  der  positiven  Belegung  von  n 
gleich: 

jr  , dV 
1 a 4*  £ — > 

a n 

innerhalb  der  negativen: 


Ist  die  Dichtigkeit  der  positiv  elektrischen  Belegung  auf  a wie 
auf  b gleich  4-  A , die  der  negativen  gleich  — A , und  bezeichnen 
wir  in  den  folgenden  Gleichungen  mit  a und  b die  Grösse  der 
Flächenelemente,  so  reduciren  sich  die  dreifachen  Integrale 
der  Gleichung  (2)  respectiv  auf: 


und: 


2 Atb 


dU 

dß 


2 Aea 


dV 
d n 


Die  Oberfiächen-Integrale  jener  Gleichung  werden  gleich  Null, 
weil  nach  Kirchhoff  s zweiter  Bedingung  für  die  Strom ver- 
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theilung  an  der  freien  Oberfläche  die  Werthe  von  dU/dn 
und  dVjdn  überall  gleich  Null  sein  müssen.  Die  Gleichung  (2) 
reducirt  sich  also  in  diesem  Falle  auf: 

— 8 n Aib • = — SnAea  • 

. dp  an 

Daher  ist  auch:  — kb^j  — — kn 

dp  an 


Diese  beiden  Grössen  sind  aber  die  durch  n und  b in  der 
Zeiteinheit  fliessenden  Elektricitätsmengen , deren  Gleichheit 
bewiesen  werden  sollte. 

2)  Wenn  der  Leiter  aus  zwei  Theilen  6'  und  8 
besteht,  deren  einer  die  Leitungsfähigkeit  A , der 
andere  k hat.  und  beide  Flächenelemente  a und  h in 

/ J • 

St  liegen. 

U und  1'  behalten  ihre  Bedeutung  wie  im  vorigen  Falle 
für  das  Leiterstück  »$,  die  entsprechenden  Potentialfunctionen 
in  Sa  bezeichnen  wir  mit  u und  v.  Wie  im  vorigen  Falle 
reduciren  sich  die  dreifachen  Integrale  der  Gleichung  (2) 
innerhalb  5 auf : 

2 Atb^ 
dp 


und: 


2 Aea 


dV 

d n 


Innerhalb  6'  , welches  gar  keine  elektromotorischen  Kräfte, 
also  auch  keine  elektrischen  Massen  enthält,  werden  sie  gleich 
Null.  Die  einfachen  Integrale  jener  Gleichung  werden  aber 
nicht  mehr  gleich  Null,  da  an  dem  Theile  der  Grenzober- 
flächen. wo  sich  S und  S berühren,  die  Grössen  dUldn. 
d V j dn  , tinj  du  und  dvjdn  nicht  mehr  gleich  Null  werden, 
wie  an  der  freien  Oberfläche  der  Fall  ist.  Zwischen  diesen 
Grössen  bestehen  aber  in  sämmtlichen  Punkten  der  Grenz- 
fläche folgende  Beziehungen: 


h™+k 

' dn  ' 


du 

du 


= 0. 


'dn  + "dn 

i »i 


U = n und 


V 


32* 


356 
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Daraus  folgt,  dass  auch: 


k'Sv%dw’=~k"f 

d U j 

ud-»;,du>" 

k'fü<£d“'=-k"f 

dv  j 

u -j — a G)„ 
dn„ 

► 

(3) 

wobei  die  Integrale  über  die  ganze 

Grenzfläche , oder , 

was 

367  damit  einerlei  ist,  über  die  ganze  Oberfläche  der  betreffenden 
Leiterstücke  S,  und  S„  auszudehnen  sind. 


Die  Gleichung  (2)  verwandelt  sich  demgemäss  für  S,  und 
beziehlich  in: 


Multiplicirt  man  die  erstere  dieser  Gleichungen  mit  kn  die 
zweite  mit  k,n  addirt  sie  und  berücksichtigt  dabei  die  Glei- 
chungen (3),  so  erhält  man  wieder: 


dV 
d « * 


d.  h.  die  beziehlich  durch  a und  b fliessenden  Elektricitäts- 
mengen  sind  sich  gleich,  was  zu  beweisen  war. 

8)  Wenn  der  Leiter  aus  zwei  Stücken  S,  und  S„ 
von  verschiedener  Leitungsfähigkeit  k,  und  k„ 
besteht,  und  das  Flächenelement  a in  5,,  A in 
S„  liegt. 

In  diesem  Falle  ist  die  Grösse  n der  Gleichung  (2)  über- 
all gleich  Null,  ausser  in  der  Belegung  von  a im  Leiter  S, 
die  Grösse  v überall  gleich  Null,  ausser  in  der  Belegung  von 
b im  Leiter  S„.  Von  den  dreifachen  Integralen  bleibt  also 
im  Leiter  S,  nur  eins  bestehen  mit  dem  Werthe: 

o / dV 
lAia 

d « 


im  Leiter  S„  auch  eins  mit  dem  Werthe: 


2 Aeb 


du 

dfi' 


Die  Gleichungen  (3)  des  vorigen  Falles  bestehen  auch  in  die- 
sem unverändert. 
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Die  Gleichung  (2)  für  S,  und  S„  reducirt  sich  betref- 
fend auf: 


Multiplicirt  man  die  erstere  dieser  Gleichungen  mit  kn  die 
zweite  mit  kn1  und  addirt  sie  mit  Berücksichtigung  der  Glei- 
chungen (3),  so  erhält  man: 


du 

dß 


— — k,a 


dV 

da  * 


Die  beiden  letzteren  Grössen  sind  wieder  die  durch  b und  a 
fliessenden  Elektricitätsmengen. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  dieselbe  Art  des  Beweises  auf 
drei  oder  mehr  Stücke  von  verschiedener  Leitungsfähigkeit  an- 
zuwenden sein  würde,  so  dass  das  oben  hingestellte  Theorem 
als  allgemein  gültig  betrachtet  werden  kann. 

Seine  hauptsächlichste  Anwendung  erhält  dieses  Theorem 
bei  solchen  Aufgaben,  wo  das  körperlich  ausgedehnte  Leiter- 
system mit  einem  Galvanometer  in  Verbindung  gesetzt  ist,  in 
dessen  linearer  Leitung  man  die  Stromstärke  bestimmen  will. 
Ist  man  nämlich  im  Stande  zu  bestimmen,  in  welcher  Weise 
ein  im  Galvanometerdraht  erregter  Strom  sich  in  dem  körper- 
lichen Leiter  vertheilt,  so  kann  man  mit  Hülfe  unseres  Satzes 
auch  die  Stärke  des  Galvanometerstromes  bestimmen,  welcher 
durch  jede  beliebige  Vertheilung  von  elektromotorischen  Kräf- 
ten im  körperlichen  Leiter  hervorgebracht  wird,  ohne  dass  man 
nothig  hat,  die  Vertheilung  der  Ströme  in  dem  letzteren  zu 
kennen.  Jedes  einzelne  Element  a einer  elektromotorischen 
Fläche  lässt  so  viel  Elektricität  durch  den  Galvanometerdraht 
fliessen,  als  durch  es  selbst  fliessen  würde,  wenn  seine  elektro- 
motorische Kraft  in  diesem  Drahte  angebracht  wäre.  Summirt 
man  die  Wirkungen  sämmtlicher  elektromotorischen  Flächen- 
elemente, deren  jede  einzelne  in  der  angegebenen  Weise  zu 
finden  ist,  so  bekommt  man  den  ganzen  Strom  im  Galvano- 
meter. 

Das  besprochene  Theorem  ergänzt  die  Anwendbarkeit  des 
Princips  von  der  elektromotorischen  Oberfläche.  Bei  der  Ver- 
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bindung  eines  elektromotorisch  wirksamen  körperlichen,  und 
eines  linearen  Leiters  können  wir  uns  die  den  ersteren  durch- 
kreisenden Ströme  zusammengesetzt  denken  aus  einem  System 
A,  wie  es  die  elektromotorischen  Kräfte  vor  Anlegung  des  Gal- 
aßö  vanometerdrahtes  erregen,  und  aus  einem  System  B , welches 
der  Vertheilung  eines  den  Draht  durchkreisenden  Stromes  ent- 
spricht. Mittels  des  Princips  von  der  elektromotorischen  Ober- 
fläche können  wir  die  elektromotorische  Kraft  des  Galvano- 
meterstromes ermitteln,  wenn  wir  A,  aber  nicht  B kennen, 
und  mittels  des  zuletzt  bewiesenen  Satzes  die  Intensität  des 
Galvanometerstromes,  wenn  wir  B kennen,  aber  nicht  A. 

V.  Experimentelle  Prüfung. 

Die  bisher  theoretisch  abgeleiteten  Sätze  lassen  sich  in  so 
weit  durch  Versuche  bestätigen,  als  dabei  nur  Stromstärken  in 
linearen  Leitern  zu  messen  sind.  Als  körperlichen  Leiter 
wählte  ich  für  diese  Versuche  einen  soliden  Cylinder  von 
ßunsen’scher  Kohle,  3}  Zoll  lang  und  2 Zoll  dick,  von  nicht 
ganz  regelmässiger  Form  und , wie  die  Versuche  ergaben,  von 
sehr  ungleichmässigem  Widerstande  in  verschiedenen  Theilen. 
Derselbe  wurde  horizontal  auf  einem  Brettchen  befestigt,  und 
auf  dem  nach  oben  gekehrten  Theile  seiner  cylindrischen  Fläche 
kittete  ich  vier  kleine  Pappringe  fest,  so  dass  dadurch  vier 
Näpfchen  zrn*  Aufnahme  von  Quecksilber  gebildet  wurden, 
deren  Boden  aus  Kohle,  und  deren  Seitenwände  aus  Pappe 
bestanden.  Die  Näpfchen  standen  nahe  liin  in  einer  geraden 
Linie,  und  in  gleichen  Abständen  von  einander,  sie  sind  im 
Folgenden  der  Reihe  nach  mit  Buchstaben  a,  b , c und  d be- 
zeichnet. Durch  sie  geschah  die  Zuleitung  und  Ableitung  der 
Ströme.  Der  Versuch,  Kupfervitriollösung  in  Glasgefässen  mit 
kupfernen  Elektroden  als  körperlichen  Leiter  zu  benutzen,  miss- 
glückte, weil  die  Polarisation  der  Elektroden,  die  zwar  gering 
genug  ist,  um  bei  anderen  Versuchen  vernachlässigt  zu  werden, 
bei  den  hier  vorkommenden  schwachen  abgeleiteten  Strömen 
sehr  störend  sich  bemerklich  machte.  Metallstücke,  welche 
nach  drei  Dimensionen  beträchtliche  Ausdehnungen  haben, 
leiten  wiederum  zu  gut  im  Vergleich  mit  den  Drahtleitungen 
der  Batterie  und  des  Galvanometers,  so  dass  die  Unterschiede 
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der  elektrischen  Spannungen  in  ihnen,  und  demgemäss  auch  die 
abgeleiteten  Ströme,  zu  schwach  werden.  Die  Bunsen’sche  300 
Kohle  war  von  beiden  Uebelständen  frei. 

Die  Messung  der  Stromintensitäten  im  Galvanometerdrahte 
geschah  mit  Hülle  eines  magnetisirten  Stahlspiegelchens , wie 
es  W.  Weber  vorgeschlagen  hat.  Dasselbe  hing  innerhalb 
eines  dicken  kupfernen  Gehäuses,  so  dass  seine  Schwingungen 
sein*  stark  gedämpft  wurden,  und  seine  Ablenkungen  wurden 
in  bekannter  Weise  durch  Beobachtung  der  scheinbaren  Be- 
wegung des  Spiegelbildes  einer  2,4  m entfernten  Scale  ge- 
messen. Die  Ablenkungen  überstiegen  nicht  vier  Winkelgrade, 
so  dass  ihre  Tangenten  den  Stromintensitäten  proportional  zu 
setzen  waren. 

Die  erste  Beobachtungsreihe  ist  bestimmt  das  Theorem 
Abschnitt  IL  Nr.  4 zu  prüfen,  wonach  ein  körperlicher  zu- 
sammengesetzter Leiter,  der  in  zwei  bestimmten  Punkten 
seiner  Oberfläche  abgeleitet  wird,  bei  verschiedenem  Wider- 
stande des  Ableitungskreises  genau  ebenso  starke  abgeleitete 
Ströme  giebt,  als  ein  linearer  Leiter  von  einem  gewissen  con- 
stanten  Widerstande  und  einer  constanten  elektromotorischen 
Kiuft  geben  würde. 

Die  Pole  eines  DanielPschen  Elementes  von  grosser 
Oberfläche  wurden  mit  den  Quecksilbernäpfen  a und  d der 
Kohle  verbunden,  und  in  diesen  Kreis  ein  mässiger  Draht- 
widerstand eingeschaltet,  um  zu  verhindern,  dass  der  Zustand 
des  galvanischen  Elementes  unter  dem  Einflüsse  sehr  starker 
Ströme  sich  zu  schnell  ändere.  Diese  Verbindung  des  Da- 
niel Eschen  Elementes  mit  der  Kohle  stellte  den  abgeleiteten 
und  elektromotorisch  wirksamen  Leiter  A der  obigen  Theo- 
reme dar.  Die  Leitung  des  abgeleiteten  Kreises  bestand  aus 
einem  bleibenden  Drahtstücke  m und  drei  einzuschaltenden 
Stücken,  die  wir  p,  q und  r nennen  wollen.  I11  den  folgenden 
Versuchen  wird  p als  die  willkürliche  Einheit  des  Wider- 
standes gebraucht  werden.  Der  sehr  lange  und  feine  Galvano- 
meterdraht  war  als  Nebenleitung  des  Stückes  m eingefügt. 
Die  Enden  des  abgeleiteten  Kreises  wurden  in  dieser  Ver- 
suchsreihe stets  mit  den  Näpfen  b und  d verbunden,  in  welchen 
letzteren  Napf  auch  der  eine  Zuleitungsdraht  der  Batterie  3ei 


504 


Elektrodynamik. 


tauchte.  Das  in  b tauchende  Ende  des  abgeleiteten  Kreises 
empfing  dagegen  die  Strömungen  nur  aus  dem  Kohlen- 
cylinder. 

Die  hier  folgende  Tafel  enthält  die  Beobachtungen  der 
Stromstärke  im  abgeleiteten  Kreise,  welche  bei  verschiedenen 
Einschaltungen  gemacht  wurden.  Die  letzteren  sind  in  der 
zweiten  Columne  bezeichnet;  o bedeutet,  dass  keine  Einschal- 
tung vorhanden  war,  der  abgeleitete  Kreis  also  nur  aus  dem 
Stücke  m mit  dem  als  Nebenleitung  eingeschalteten  Galvano- 
meterdrahte bestand;  p -f  q bezeichnet,  dass  die  beiden  Stücke 
hinter  einander  eingeschaltet  waren,  so  dass  sie  der  Strom  nach 
einander  durchlief,  p<^q,  dass  sie  neben  einander  sich  befanden, 
und  der  Strom  sich  zwischen  sie  theilte.  Die  Stromintensitäten 
sind  durch  die  der  Ablenkung  des  Magneten  entsprechenden 
Scalentheile  angegeben.  Die  Correctionen,  welche  nöthig  sind, 
um  die  abgelesenen  Tangenten  des  doppelten  Ablenkungs- 
winkels in  die  doppelten  Tangenten  des  einfachen  Winkels 
zu  verwandeln,  sind  angebracht. 


Beobacktungsreihe  I. 


Nr. 

Einschal- 
tung des  ab- 
geleiteten 
Kreises 

Stromstärke 

Elektro- 
motorische 
Kraft  A 

Wesent- 
licher 
Wider- 
stand W 

Be- 
rechnete 
Strom- 
stärke J 

Differenz 

0 

300,26 

1 

P 

159,82 

341,49 

1,1367 

0 

300,56 

2 

q 

240,49 

240,50 

- 0,01 

0 

298,48 

3 

p 

159,18 

341,82 

1,1474 

0 

297,35 

4 

V + <1 

139,78 

139,98 

-0,20 

0 

294.78 

5 

P 

157,08 

337,85 

1,1503 

0 

292,40 

I 

6 

p~q 

245,30 

245,59 

- 0,29 

0 

292,01 

1 

r* 

( 

p 

155,09 

332,09 

1,1413 

f 

0 

289,93 

l 
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Xr. 

Einschal- 
tung des  ab- 
geleiteten 
Kreises 

Stromstärke 

Elektro- 
motorische 
Kraft  A 

Wesent- 
licher 
Wider- 
stand W 

Be- 
rechnete 
Strom- 
stärke J 

Differenz 

8 

r j 

74,18 

74,02 

+ 0,16 

0 

288,90 

9 

V 

151,35 

321,07 

1,1214 

0 

283,75 

10 

169,59 

169,69 

-0,10 

0 

282,66 

11 

P 

150,85 

323,62 

1,1453 

0 

282,47 

12 

P + r 

59,49 

59,37 

+ 0,12 

1 

0 

280,54 

13  1 

V 

149,56 

320,40 

1,1423 

i 

o 

280,44 

Die  Rechnung  ist  in  folgender  Weise  ausgeführt  'worden. 
Der  abgeleitete  Kreis  wurde  unserem  Theorem  gemäss  be- 
trachtet, als  wäre  er  aus  lauter  linearen  Leitern  mit  einer  con- 
stanten  elektromotorischen  Kraft  gebildet.  Letztere  nennen 
wir  A , den  Widerstand  des  supponirten  linearen  Kreises  ohne 
Einschaltung  W.  Die  mit  o bezeichneten  Beobachtungen  geben 
den  Werth  von  Aj  die  mit  p bezeichneten  von  AftJV  + /)). 
Aus  je  drei  solcher  Beobachtungen,  welche  unter  einer  Nummer 
vereinigt  sind,  wurden  die  in  der  vierten  und  fünften  Columne 
obiger  Tafel  stehenden  Werthe  von  A und  W berechnet.  Aus 
den  beiden  mit  o bezeichneten  Beobachtungen  wurde  zu  diesem 
Zwecke  das  Mittel  genommen.  Die  gewonnenen  Werthe  von  A 
und  W dienten  nun  dazu,  die  Stromstärke  bei  Einschaltungen 
anderer  Widerstände  zu  berechnen.  So  ist  zum  Beispiel  in 
Versuch  2 obiger  Tafel  hei  der  Einschaltung  q die  Strom- 
stärke A\{W+  <?)•  Kür  A und  W wurden  die  Mittel  der  Werthe 
genommen,  welche  aus  den  Versuchen  Nr.  1 und  Nr.  3 be- 
rechnet waren,  und  so  der  als  berechnete  Stromstärke  auf-  363 
geführte  Werth  in  der  sechsten  Columne  gewonnen.  Die  Werthe 
von  q und  r waren  durch  andere  Beobachtungen  bestimmt  worden : 

q — 0,2786/) 

r = 3,2801/?. 
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Daraus  ergiebt  sich  nach  bekannten  Regeln: 

p~q  — 0,2179/> 

— 0,7663 p. 


Die  Differenzen  zwischen  Rechnung  und  Beobachtung  sind 
überall  kleiner  als  ^ der  gemessenen  Grösse,  und  kleiner  als 
$ eines  Scalent heiles,  eine  Uebereinstimmung,  die  wohl  nicht 
grösser  erwartet  werden  kann. 

Bisher  waren  die  Enden  des  abgeleiteten  Kreises  stets  mit 
denselben  zwei  Näpfen  b und  d verbunden.  Die  nun  folgende 
zweite  Beobachtungsreihe  hat  zum  Zwecke,  die  elektromoto- 
rischen Kräfte  zu  vergleichen,  welche  bei  der  Ableitung  ver- 
schiedener Punkte  der  äusseren  Oberfläche  des  körperlichen 
Leiters  auf  den  ableitenden  Bogen  wirken.  Das  Princip  von 
der  elektromotorischen  Oberfläche  verlangt,  dass  die  abgelei- 
teten Ströme  solche  seien,  wie  sie  durch  constante  auf  der 
Oberfläche  der  Kohle  verbreitete  elektromotorische  Krähe 
entstehen  würden,  und  zwar  können  wir  an  einem  beliebigen 
Punkte,  z.  B.  im  Napfe  a,  die  Kraft  der  elektromotorischen 
Oberfläche  (sowie  die  elektrische  Spannung)  gleich  Null  setzen. 
In  einem  durch  die  Näpfe  a und  b abgeleiteten  Strome  wirkt 
dann  nur  die  elektromotorische  Kraft  von  £,  die  wir  mit  sb  be- 
zeichnen wollen  und  in  ähnlicher  Weise  bestimmen  können, 
wie  es  in  der  ersten  Beobachtungsreihe  geschehen  ist.  Ebenso 
ist  die  Grösse  dieser  Kraft  im  Punkte  c und  </,  d.  h.  sc  und 
sd  zu  bestimmen.  Nennen  wir  nun  Abc  die  elektromotorische 
Kraft  im  abgeleiteten  Kreise,  wenn  dessen  Enden  mit  den 
Näpfen  b und  c verbunden  sind,  und  die  Intensität  eines  von 
b durch  den  Bogen  nach  c gehenden  Stromes  positiv  gerech- 
net wird,  Aid  und  ACd  die  entsprechenden  elektromotorischen 
364  Kräfte  bei  Verbindung  von  b mit  d und  von  c mit  d1  so  ist 
nach  dem  Princip  von  der  elektromotorischen  Oberfläche  : 


also: 


A(d  — 

Aid  Ä $b  $d 

Abc  Sb  Sc 


Aie  -b  Acd  — Aid • 
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Diese  Form  des  Theorems  lässt  sieh  durch  den  Versuch  be- 
stätigen. Die  Zusammensetzung  des  Kreises  der  Batterie  und 
des  abgeleiteten  Kreises  blieb  dieselbe  wie  in  der  ersten  Ver- 
suchsreihe, und  es  wurden  die  Stromstärken  theils  ohne  Ein- 
schaltung (bezeichnet  mit  u),  theils  mit  Einschaltung  des  Stückes 
/>  beobachtet.  In  der  zweiten  Columne  der  folgenden  Tafel 
sind  die  Quecksilbernäpfchen  bezeichnet,  mit  denen  die  Enden 
des  ableitenden  Kreises  in  Verbindung  gesetzt  waren.  Aus  je 
drei  unter  einer  Nummer  zusammengestellten  Beobachtungen 
wurde  wieder  die  entsprechende  elektromotorische  Kraft  be- 
rechnet, indem  ich  aus  den  beiden  mit  o bezeichneten  Beob- 
achtungen das  Mittel  nahm,  ganz  wie  bei  der  vorigen  Ver- 
suchsreihe. Die  gefundenen  Werthe  der  elektromotorischen 
Kraft  sind  in  der  letzten  Columne  der  Tafel  verzeichnet. 


lJeobaehtungsreihe  II. 


Nr. 

Quecksilber- 

näpfe 

Ein- 

Schaltung 

Stromstärke 

Elektromo- 
tor i. sei  io  Kraft 

0 

297,94 

1 

h d 

V 

1 58.88 

340,86 

o 

297,25 

0 

207,01 

2 

C d 

p 

110,24 

236,51 

0 

205,97 

0 

296,10 

3 

h d 

p 

157,98 

338,46 

0 

296,36 

V 

89,81 

4 

b c 

p 

48,00 

102,97 

0 

90,01 

0 

296,01 

5 

h d 

p 

158,08 

339,74 

0 

295,27 

0 

204,98 

6 

c d 

p 

109,09 

233,62 

0 

204,33 

O 

294,68 

r+ 

4 

b d 

p 

156,88 

335,78 

0 

294,28 
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Die  Reihe  ist  so  geordnet,  dass  man  nur  das  Mittel  der 
entsprechenden  Beobachtungen  zn  nehmen  hat.  um  sie  alle  aut' 
einen  Zeitpunkt  gleicher  Stromstärke  zu  reduciren.  Die  Mittel 
für  die  Werthe  der  elektromotorischen  Kräfte  sind: 

Am  = 338,71 
AC(\  — 235,06; 

addirt  man  zu  der  letzteren  Grösse  den  Werth  von: 

Ate  = 102,97. 

so  erhält  man: 

A],c  -f-  Acd  — 338,03 , 

fast  genau  übereinstimmend  mit  dem  Werthe  von  Ahd<  wie  es 
das  Theorem  verlangt. 

Ist  bei  diesen  Versuchen  der  ableitende  lineare  Zweig  von 
einem  so  grossen  Widerstande,  dass  dagegen  der  des  körper- 
lichen Leiters  verschwindet,  so  kann  man  die  Beobachtungs- 
methode  sehr  vereinfachen.  Da  sich  dann  nämlich  bei  der  An- 
legung an  verschiedenen  Stellen  der  Widerstand  des  ableiten- 
den Bogens  nicht  merklich  ändert,  so  ist  seine  Stromstärke 
direct  proportional  der  gesuchten  elektromotorischen  Kraft, 
mit  welcher  der  körperliche  Leiter  auf  ihn  wirkt.  Aendert 
sich  der  Zustand  der  Batterie,  so  kann  sich  wohl  der  absolute 
Werth  der  gesuchten  elektromotorischen  Kräfte  ändern,  muss 
dabei  aber  stets  der  Intensität  des  Batteriestromes  proportional 
bleiben.  Sucht  man  also  das  Verhältniss  je  zweier  solcher 
elektromotorischen  Kräfte,  so  muss  dies  eine  constante,  von 
den  Veränderungen  der  Batterie  unabhängige  Zahl  sein. 

3ß«  Ich  stellte  deshalb  noch  eine  Beobachtungsreihe  nach  fol- 
gender Methode  an.  Die  Widerstände  des  ableitenden  Drahtes 
und  des  Batteriezweiges  wurden  noch  grösser  gemacht  als  in 
der  vorigen  Reihe,  obgleich  schon  dort  die  Unterschiede  des 
Widerstandes  im  ableitenden  Kreise  bei  verschiedenen  Ver- 
bindungen desselben  verschwinden.  Aus  den  Zahlen  der  zwei- 
ten Tafel  berechnet  sich  derselbe  nämlich  im  Mittel: 

für  die  Verbindung  bd  = 1,1443 
„ ,,  „ cd  = 1,1434 

,,  ,,  ,,  bc  = 1,1453. 


\ 
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Die  Poldrahte  des  Daniell’schen  Elementes  wurden  mit 
den  Näpfen  a und  d in  Verbindung  gebracht,  und  der  Span- 
nungsunterschied oder  die  elektromotorische  Kraft  dieser  bei- 
den Punkte  gleich  100  gesetzt,  die  übrigen  elektromotorischen 
Kräfte  mussten  sich  zu  dieser  dann  wie  die  entsprechenden 
Stromstärken  verhalten. 

Ich  lasse  hier  zunächst  die  Bestimmung  eines  einzelnen 
solchen  Verhältnisses  folgen,  um  die  Anordnung  des  Versuches 
daran  zu  zeigen;  von  den  übrigen  werde  ich  nur  die  Resultate 
hersetzen. 

Beobachtungsreihe  III. 

Ruhestand  des  Magneten  501,1 

Strom  ad 871,1 

Ruhestand 501,1 

Strom  ab  752,9 

Ruhestand 500,5 

Strom  ad 870,5 

Ruhestand 500,0 

Daraus  finden  wir  die  erste  Ablenkung: 
durch  den  Strom  ad  gleich  370,0,  corrigirt  367,80 
die  zweite  gleich  370,25,  corrigirt  369,05 

Mittel  367,92. 

Ablenkung  durch  den  Strom  ab  252,1,  corrigirt  251,41. 

Also  die  elektromotorische  Kraft  für  ab  gleich: 

251)41 . 100  = 68,335. 

367,92  * 

Ganz  in  derselben  Weise  sind  die  elektromotorischen  Kräfte  367 
verschiedener  Verbindungsstellen  bestimmt  worden,  welche  ich 
hier  folgen  lasse. 


__  Quecksilber- 

M'  ■ nSpfo 

Elektromo- 
torische Kraft, 
beobachtet 

Mittel 

Elektromo- 
torische Kraft, 
berechnet 

Differenz 

.. 

4 » 

5 i d 

78,61 

78,36 

78,59 

78,87 

, - 0,28 

78,81 

20,98 

21,00 

20,89 

21,13 

- 0,24 

12  | 

20,70 
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Nr. 

Quecksilber- 

näpfe 

Elektromo- 
torische Kraft 

Mittel 

Elektromo- 
torische Kraft 

Differenz 

beobachtet 

berechnet 

2 

8 

' 

a,  h 

68,33 

68,42 

68,37 

68,29 

-f-  0,08 

f+ 

i 

11 

b,  d 

31,73 

31,75 

31,77 

31,71 

4-  0,04 

3 

10,59 

6 

b,  c 

10.75 

10,61 

10,53 

4-  0,03. 

13 

| 10,51 

Die  Ziffern  der  ersten  Oolumne  bezeichnen  die  Reihenfolge, 
in  welcher  die  Versuche  angestellt  worden  sind.  In  der  zweiten 
sind  die  Quecksilbernäpfe  bezeichnet,  mit  denen  die  Enden  des 
ableitenden  Zweiges  verbunden  waren.  Die  dritte  Columne  ent- 
hält unter  der  Bezeichnung  von  beobachteten  elektromotorischen 
Kräften  diejenigen,  welche  unmittelbar  aus  den  Versuchen  in 
der  oben  ausgerührten  Weise  berechnet  waren,  die  vierte  deren 
Mittel.  Der  fünften  liegt  folgende  Rechnung  zum  Grunde. 
Die  fünf  gemessenen  Grössen  müssen  folgende  Gleichungen 
erfüllen : 

Aal,  + Alf  -f-  AC(1  — 100 

A(th  ~f*  Aic  = Aac 

Aic  Arf  — — Ajhi  . 

Sind  also  beüebige  zwei  von  ihnen  bekannt,  so  sind  da- 
durch auch  die  anderen  drei  zu  berechnen.  Die  Mittel  der 
Beobachtungen  erfüllen  diese  Gleichungen  fast , aber  nicht 
vollkommen  genau,  denn  substituirt  man  sie  in  denselben,  so 
geben  sie: 

in  der  ersten  links:  99,87,  rechts:  100 
in  der  zweiten  links:  78,98,  rechts:  78,59 
in  der  dritten  links:  31,50,  rechts:  31,75. 

Doch  sind  die  Unterschiede  so  klein,  dass  sie  Beobachtungs- 
fehlern zugeschrieben  werden  können.  Ich  habe  nun  nach  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  diejenigen  Werthe  der  fünf 
Grössen  bestimmt,  welche  jene  drei  Gleichungen  streng  erfüllen, 
und  sich  am  nächsten  an  die  Beobachtungen  anschliessen,  und 
diese  als  die  berechneten  Werthe  der  elektromotorischen  Kraft 
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in  die  Tafel  aufgenommen.  Man  sieht,  dass  ilire  Abweichungen 
von  den  Mittelwerthen  gering  sind. 

Somit  ist  der  Satz  von  der  elektromotorischen  Oberfläche, 
wenigstens  für  angelegte  lineare  Leiter,  auch  durch  die  Ver- 
suche bestätigt  worden.  Ich  schliesse  endlich  noch  eine  Be- 
obachtungsreihe an  zur  Prüfung  des  Theorems  von  der  gleichen 
gegenseitigen  Wirkung  elektromotorischer  Flächenelemente. 

Um  das  Problem  zu  prüfen,  müssen  wir  die  Stromstärke 
in  beiden  Elementen  bestimmen  können , und  dies  ist  nur 
möglich,  wenn  beide  in  linearen  Leitern  liegen.  Wir  werden 
also  den  Fall  untersuchen,  wo  an  einen  körperlichen  Leiter 
zwei  lineare  B und  C angelegt  sind.  Nach  dem  aufgestellten 
Theorem  muss  eine  elektromotorische  Kraft,  welche  in  B an- 
gebracht wird,  in  C dieselbe  Stromstärke  hervorbringen,  welche 
in  B eintreten  würde,  wenn  jene  Kraft  in  C angebracht  wäre. 
Um  die  beiden  Stromstärken  vergleichen  zu  können,  muss  man 
also  einmal  die  Batterie  in  B und  das  Galvanometer  in  C. 
dann  wieder  erstere  in  C,  letzteres  in  B anbringen,  und  da 
sich  dabei  der  Widerstand  der  betreffenden  Stromeszweige 
nicht  ändern  darf,  so  müssten  Batterie  und  Galvanometer  den- 
selben Widerstand  haben.  Diese  Bedingung  würde  wegen  des 
wechselnden  Zustandes  der  Batterie  ziemlich  schwer  zu  erfüllen 
sein.  Glücklicherweise  können  wir  uns  ihrer  Erfüllung  un- 
gestraft entziehen,  wenn  wir  den  Widerstand  beider  zu  ver- 
tauschenden Leitungen  so  gross  machen,  dass  die  Widerstände  m 
des  übrigen  Theiles  der  Leitung  dagegen  verschwinden.  Wäh- 
rend nämlich  im  Allgemeinen  der  obige  Satz  nur  gilt,  wenn 
die  beiden  vertauschten  Zweige  denselben  Widerstand  IV 
haben,  so  bleibt  er  bei  sehr  grossen  Widerständen  der  beiden 
Zweige  doch  auch  bestehen,  wenn  der  des  Galvanometers  ge- 
ändert, und  gleich  w gemacht  wird.  Dabei  ändert  sich  bei 
verschiedenen  Verbindungsweisen  des  Galvanometerzweiges  mit 
dem  körperlichen  Leiter  seine  Strom intensität  stets  in  dem- 
selben Verhältnisse  JV/w,  und  hatte  sie  also  beim  Widerstande 
fV  gleiche  Werthe,  so  wird  sie  solche  auch  noch  beim  Wider- 
stande w haben. 

Als  körperlicher  Leiter  diente  wieder  der  bisher  gebrauchte 
Kohlencylinder.  Der  Galvanometerzweig  bestand  nur  aus  dem 
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sehr  langen  und  feinen  Galvanometerdrahte,  der  Batteriezweig 
aus  vier  Daniel Tschen  Elementen,  säulenartig  verbunden,  mit 
Einschaltung  einer  Drahtspirale,  deren  Widerstand  den  des  in 
der  dritten  Beobachtungsreihe  gebrauchten  ableitenden  Zweiges 
noch  übertraf,  so  dass  jedenfalls  die  Widerstände  der  Kohle 
gegen  die  der  Zweige  verschwindend  klein  waren. 

Die  folgenden  Beobachtungen  beweisen,  dass  die  Strom- 
stärke im  Galvanometer  unverändert  bleibt,  wenn  seine  Ver- 
bindungsstellen und  die  des  Batteriezweiges  mit  der  Kohle  ver- 
wechselt werden.  In  der  zweiten  Columne  der  Tafel  sind  die 
Quecksilbernäpfe  bezeichnet,  in  welche  die  Enden  der  Batterie- 
drähte, in  der  dritten  die,  in  welche  die  Enden  des  Galvano- 
meterdrahtes tauchten.  In  der  fünften  bedeutet  die  Bezeich- 
nung Bai.Gct,  dass  die  Batterie  mit  den  Käpfen  a und  b , das 
Galvanometer  mit  denen  c und  d verbunden  war.  Es  sind 
nicht  alle  Oombinationen  erschöpft , welche  sich  hersteilen 
Hessen,  doch  glaube  ich  genug  beobachtet  zu  haben,  um  die 
Richtigkeit  des  zu  prüfenden  Satzes  ausser  Zweifel  zu  stellen. 

37o  Beobaehtuiigsmetliode  IV. 


| 

Galvano- 

\ 

Nr. 

Batterie 

meter 

Stromstärke 

Mittel 

a d 

b c 

90,25 

b c 

a d 

90,45 

S 

a d 

b c 

90,9 

1 

b c 

a d 

90,5 

Bad  (ybc  — 90.44 

a d 

b c 

90,5 

Bi*  Gad  — 90,28 

b c 

a d 

90,05 

a d 

b c 

90,1 

b c 

a d 

90,1 

a c 

b d 

83,15 

2 

b d 

a c 

83,0 

Bac  Gbd  — 83.10 

a c 

b d 

83,05 

BbdGac  = 83,17 

b d 

a c 

83,35 

c d 

a b 

7,1 

3 

a b 
c d 
a b 

c d 
a b 
c d 

6.4 

7jl 

7,75 

Bcd  Gab  — *,1 
Bab  Ged  — 6,95 

a b 

c d 

7,7 

a d 

b d 

102,8 

A 

b d 

a d 

102,9 

Bad  Gbd  — 103.15 

4 

a d 

b d 

103,5 

Bbd  Gad  = 103,20 

b d 

a d 

103,5 
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Nr. 

, i 

Batterie 

Galvano- 

meter 

Stromstärke 

Mittel 

c d 

a d 

73,0 

a d 

c d 

72,7 

Bcd  Gnu  ~ 73,05 

c d 

a d 

73,1 

Bad  Oed  — 72,6  ( 

a d 

c d 

72,65 

c d 

b d 

75,45 

ß 

b d 

c d 

75,4 

Bcd  Gm  = 75,67 

c d 

b d 

75,9 

Bbd  Ged  — 75,  iO 

b d 

c d 

76,0 

1 

b c 

a c 

93.45 

a c 

b c 

93,25 

Bt,c  Oac  =--  93,47 

1 

b c 

a c 

93,5 

Bac  Gbc  = 93,37 

i 

a c 

b c 

93,5 

d c 

a c 

65,1 

a 

a c 

d c 

65,5 

Bdc  Gac.  — 65,12 

1 

d c 

a c 

65,15 

Bac  Gdc  — 65,27 

a c 

d c 

65,05 

q 

b c 

d c 

62,55 

Bbc  Gdc  = 62,55 

i 

d c 

b c 

62,9 

Bdc  Gbc  = 62,9. 

VI.  Anwendung  auf  die  thierisch-elektrischen  Versuche. 

Die  thierischen  Theile,  Muskeln  und  Nerven,  stellen  körper- 
lich ausgedehnte  Leiter  dar,  in  deren  Innerem  überall  elektro- 
motorische Kräfte  verbreitet  sind;  denn  jeder  kleinste  noch 
reizbare  Theil  eines  Muskels  ist  nach  den  Untersuchungen  von 
E.  du  Bois-Reymond  fähig,  elektrische  Ströme  hervorzu- 
bringen. Bei  den  darüber  anzustellenden  Versuchen  werden 
«lie  thierischen  Theile  in  geeigneter  Weise  mit  einem  Galvano- 
meter verbunden,  und  der  in  den  Draht  dieses  Instrumentes 
abgeleitete  Stromzweig  ist  vorläufig  der  einzige  Theil  jener 
elektrischen  Wirkungen,  welcher  der  directen  Beobachtung  und 
Messung  zugänglich  ist.  Mit  den  empirisch  gefundenen  Ge- 
setzen seiner  Erscheinung  müssen  die  Folgerungen  aus  den 
theoretischen  Vorstellungen  verglichen  werden,  welche  wir  uns 
aber  die  Anordnung  elektromotorischer  Theile  im  Innern  des 
Muskels  oder  Nerven  gebildet  haben.  Dafür  waren  die  bis- 
herigen theoretischen  Kenntnisse  der  Stromvertheilung  in 
Körpern  nicht  ausreichend,  daher  du  Bois-Reymond  in  seinem 
ausgezeichneten  Werke  über  thierische  Elektricität  in  den  Ab- 
schnitten, welche  die  hypothetischen  Vertheilungsweisen  elektro- 

Helmholtz,  wiwwnBch.  Abhandlungen.  33 
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motorischer  Kräfte  im  Innern  der  Muskeln  behandeln,  sieb 
vielfältig  mit  scharfsinnig  combinirten  Analogien  und  Wahr- 
scheinlichkeitsgründen begnügen  musste,  um  zum  Ziele  zu  ge- 
langen. Unsere  Theoreme  setzen  ims  jetzt  in  den  Stand, 
strengere  und  kürzere  Ableitungen  für  die  Hauptpunkte  seiner 
theoretischen  Betrachtungen  zu  geben,  welche  in  allen  wesent- 
licheren Punkten  mit  den  von  ihm  aufgestellten  Sätzen  über- 
einstimmen. Dass  in  einigen  weniger  wesentlichen  Punkten 
Abweichungen  Vorkommen,  ist  unter  diesen  Umständen  nicht 
zu  verwundern,  und  kann  dem  Lobe,  welches  du  Bois’  Scharf- 
sinn gebührt,  keinen  Abbruch  thun,  um  so  weniger  als  diese 
Punkte  solche  sind,  in  denen  die  Versuche  an  den  Kupferzink  - 
schematen  seine  Schlüsse  zu  bestätigen  schienen. 

Die  Versuche  ergeben  unmittelbar,  dass  jedes  Stück  einer 
872  einzelnen  Muskelfaser  in  einem  angelegten  unwirksamen  leiten- 
den Bogen  Ströme  erregt,  welche  von  ihrer  prismatischen  oder 
cyiindrischen  Oberfläche  (ihrem  Längsschnitte)  zu  ihren  End- 
flächen (Querschnitten)  hingehen.  Denken  wir  uns  also  die 
elektromotorische  Oberfläche  eines  solchen  Faserstückes  an 
die  Stelle  seiner  inneren  Kräfte  gesetzt,  so  muss  diese  am 
Längsschnitt  nach  aussen  positiv,  an  den  Querschnitten  negativ 
sein.  Mit  einer  kleinen  Erweiterung  der  von  du  Bois  ange- 
wendeten Bezeiclmungsweise  wollen  wir  eine  solche  Anordnung 
elektromotorischer  Kräfte,  welche  eine  elektromotorische  Ober- 
fläche giebt,  an  der  zwei  unter  sich  gleichartige  Pole  der 
Aequatorialgegend  entgegengesetzt  sind,  die  peripolare  nen- 
nen. Die  Muskelprimitivfasern  sind  nun  allerdings  die  kleinsten 
Theile  des  Muskels,  welche  wir  mechanisch  abtrennen,  und 
allenfalls  noch  auf  ihr  elektromotorisches  Verhalten  untersuchen 
können,  auch  zeigt  selbst  das  Mikroskop  keine  weiteren  Unter- 
abtheilungen im  Innern  von  frischen  Fasern !) ; indessen  machen 
doch  andere  elektrische  Erscheinungen,  namentlich  die  unge- 
heure Schnelligkeit,  mit  der  in  der  negativen  Stromesschwan- 
kung und  im  elektrotonischen  Zustande  die  elektromotorischen 
Kräfte  der  Muskeln  und  Nerven  ihre  Stärke  und  Richtung 
wechseln  können,  es  wahrscheinlich,  dass  die  kleinsten  elektro- 


1)  Diese  sind  später  gefüudea  worden.  (1881.) 
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motorischen  Elemente  noch  viel  kleiner  als  der  Durchmesser 
der  Muskel-  und  Nervenfasern  sind,  und  eine  grosse  Beweg- 
lichkeit besitzen.  Deshalb  führt  du  Bois  die  elektrischen 
Wirkungen  der  thierischen  Theile  auf  peripolar  elektromoto- 
rische Molekeln  von  verschwindend  kleiner  Grösse  zurück, 
welche,  umgeben  von  einer  indifferenten  leitenden  Substanz,  im 
Inhalt  der  Fasern  in  gleichen  Abständen  regelmässig  vertheilt 
sind,  so  dass  ihre  Axe  der  Axe  der  Faser  parallel  ist.  Mögen 
wir  nun  bis  auf  die  Primitiv-Fasern  oder  bis  auf  die  hypo- 
thetischen elektromotorischen  Molekeln  zurückgehen,  jedenfalls 
müssen  wir  uns  den  ganzen  Muskel  aus  unzähligen,  sehr  kleinen, 
regelmässig  geordneten  Theilen  zusammengesetzt  denken,  deren  373 
innere  elektromotorische  Kräfte  wir  für  unseren  Zweck  durch 
eine  elektromotorische  Fläche  mit  peripolarer  Anordnung, 
positivem  Aequator  und  negativen  Polen  ersetzen  können.  Die 
elektrischen  Ströme,  welche  der  ganze  Muskel  erregt,  sind  nun 
aus  denWirkungen' dieser  elektromotorischen  Flächen  herzuleiten. 

Legen  wir  zwei  gleiche  peripolare  Elemente  mit  zweien 
ihrer  Polflächen  aneinander,  so  stossen  daselbst  zwei  gleich 
starke  elektromotorische  Flächen,  aber  in  entgegengesetzter 
Richtung,  die  negative  Seite  an  die  negative,  zusammen,  und 
heben  deshalb  ihre  Wirkungen  gegenseitig  auf.  Legen  wir 
zwei  solche  Elemente  mit  ihrem  Längsschnitt  aneinander,  so 
stossen  wieder  gleich  starke  Theile  der  elektromotorischen 
Oberflächen,  und  wieder  in  entgegengesetzter  Richtung,  dieses 
Mal  aber  mit  den  positiven  Seiten  zusammen,  und  heben  wieder- 
um ihre  Wirkungen  gegenseitig  auf.  Setzen  wir  also  einen 
ganzen  Muskel  oder  Nerven  regelmässig  aus  solchen  Elementen 
zusammen,  indem  wir  immer  Querschnitt  an  Querschnitt,  und 
Längsschnitt  an  Längsschnitt  fügen,  so  heben  sich  im  Innern 
des  Ganzen  alle  elektromotorischen  Flächen  gegenseitig  auf, 
und  es  bleiben  nur  diejenigen  bestehen,  welche  der  Aussen- 
fläclie  des  Ganzen  angehören.  Wir  bekommen  also  dadurch 
unmittelbar  die  elektromotorische  Oberfläche  des  Ganzen, 
welche  nach  aussen  hin  alle  Kräfte  der  inneren  Theile  ersetzt. 
Sie  ist  überall,  wo  nur  Querschnitte  der  Fasern  zu  Tage  liegen 
(am  natürlichen  und  künstlichen  Querschnitte  des  Ganzen)  aus 
den  negativen  Polarflächen  der  Elemente,  im  natürlichen  oder 

33* 
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künstlichen  Längsschnitt  des  Ganzen  dagegen  aus  den  posi- 
tiven Aequatorialfiächen  der  Elemente  zusammengesetzt  Des- 
halb muss,  wie  der  Versuch  bestätigt,  jede  Stelle  des  Längs- 
schnittes, durch  einen  angelegten  Bogen  mit  einer  des  Quer- 
schnittes verbunden,  im  Bogen  einen  Strom  geben,  der  von 
jener  zu  dieser  geht. 

So  ergiebt  sich  also  sehr  einfach  die  Erklärung  der  Ströme 
zwischen  Längsschnitt  und  Querschnitt.  Anders  ist  es  mit  den- 
jenigen, welche  du  Bois  zwischen  verschiedenen  Punkten  des 
37i  Querschnittes,  und  ebenso  zwischen  verschiedenen  Punkten  des 
Längsschnittes  gefunden  hat;  sie  erklären  sich  nicht  aus  den 
bisher  angenommenen  theoretischen  Grundlagen.  Diese  Ströme 
haben  dieselbe  Sichtung  wie  die  bisher  besprochenen,  d.  h.  sie 
sind  im  ableitenden  Bogen  von  der  Mitte  des  Längsschnittes 
zu  seinem  Rande  und  vom  Rande  des  Querschnittes  zu  seiner 
Mitte  gerichtet,  sind  aber  sehr  viel  schwächer  als  die  zwischen 
Längsschnitt  und  Querschnitt.  Wir  wollen  für  unsere  Erörterung 
annnehmen,  ein  cylindrisches  Bündel  paralleler  Fasern  habe 
durch  zwei  senkrecht  gegen  seine  Axe  geführte  Schnitte  zwei 
reine  Querschnitte  erhalten,  in  denen  nur  die  negativen  Polar- 
flächen der  Elemente  zu  Tage  liegen,  ebenso  wie  der  Cylinder- 
mantel  ganz  aus  den  positiven  Aequatorialfiächen  zusammen- 
gesetzt ist.  Jede  Polarfläche  eines  einzelnen  Elementes  kann 
mm  zwar  Flächenelemente  von  verschieden  intensiver  elektro- 
motorischer Kraft  darbieten,  muss  aber  in  jeder  Beziehung 
jeder  anderen  gleich  sein,  so  dass  die  mittlere  elektromo- 
torische Kraft  des  Gesammtquerschnittes  an  allen  Stellen  die- 
selbe sein  muss.  Ebenso  verhält  es  sich  mit  dem  Längsschnitt 
des  Ganzen.  Innerhalb  der  elementaren  Aequatorialfiächen 
können  wohl  verschiedene  Grössen  der  elektromotorischen 
Kraft  Vorkommen,  die  mittlere  Grösse  derselben  muss  aber 
überall  dieselbe  sein.  Ist  nun  die  Breite  der  an  den  Muskel 
gelegten  Endflächen  des  leitenden  Bogens  so  gross,  dass  sie 
eine  sehr  grosse  Menge  von  elementaren  Abtheilungen  des 
Muskels  gleichzeitig  berühren,  und  werden  sie  beide  entweder 
an  reinen  Querschnitt  oder  an  reinen  Längsschnitt  angelegt, 
so  kann  kein  Strom  entstehen,  weil  die  mittlere  elektromoto- 
rische Kraft  jeder  Berüluiingsfläche  gleich  gross  ist,  und 
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beide  entgegengesetzte  Ströme  im  Bogen  hervorzurufen  streben, 
sich  also  gegenseitig  vollständig  im  Gleichgewicht  halten  müssen. 

Es  könnte  hierbei  zweifelhaft  erscheinen,  ob  es  erlaubt  sei, 
die  mittlere  elektromotorische  Kraft  für  die  verschiedenen 
Grössen  dieser  Kraft  zu  substituiren,  welche  sich  in  jeder  ein- 
zelnen Elementarabtheilung  der  Begrenzungsfläche  vorfinden, 
selbst  wenn  diese  Elementarabtheilungen  gegen  die  Grösse  des 
ganzen  Muskels  verschwindend  klein  sind.  Deshalb  lasse  ich 
noch  eine  zweite  Ableitung  desselben  Resultates  folgen,  welche 
aus  dem  Theorem  von  der  gleichen  gegenseitigen  Wirkung 
elektromotorischer  Flächenelemente  hergenommen  ist,  imd  jenem 
Ein  würfe  nicht  unterliegt.  Man  denke  sich  wiederum  die  elek- 
tromotorische Oberfläche  des  ganzen  Faserbündels  construirt. 
A imd  B mögen  die  Berührungsflächen  der  Galvanometer- 
leitung mit  zwei  verschiedenen  Stellen  des  Längsschnittes  sein. 
Wir  denken  uns  diese  Flächen  so  breit,  wie  sie  es  in  der  Tliat 
bei  den  Versuchen  sind,  dass  sie  unzählbar  viele  von  den 
Aequatorialfeldern  der  Elementarabtheilungen  des  Muskels  um- 
fassen. Die  Begrenzungsfläche  eines  jeden  Elementes  sei  in 
zwei  Abtheilungen  getheilt,  deren  eine  alle  diejenigen  Punkte 
dieser  kleinen  Fläche  in  sich  begreift,  deren  elektromotorische 
Kraft  stärker  als  eine  gewisse  bestimmte  Grösse  ist,  die  andere  alle 
anderen  Punkte,  in  denen  das  Gegentheil  stattfindet.  Die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  ein  willkürlich  gewählter  Punkt  der  Fläche  A 
iu  eine  der  Abtheilungen  von  stärkerer  elektromotorischer  Kraft 
lalle,  ist  dannofienbarüberall  in  der  ganzen  Flächet,  auch  an  deren 
Rändern,  dieselbe,  und  genau  ebenso  gross  wie  dieselbe  Wahr- 
scheinlichkeit in  der  Fläche  B.  Nehmen  wir  nun  die  Wirkungen 
der  elektromotorischen  Kräfte  des  Muskels  suspendirt  an,  und  da- 
für in  dem  Galvanometerdrahte  eine  solche  Kraft  angebracht, 
welche  einen  durch  den  Muskel  sich  vertheilenden  Strom  er- 
regt, so  folgt  aus  dem  Theorem  des  Abschnittes  IV,  dass,  wenn 
hierbei  mehr  Elektricität  durch  die  Abtheilungen  stärkerer 
Kraft  in  der  Fläche  A,  als  durch  dieselben  der  Fläche  B 
Hiesst,  der  Muskel  im  Galvanometer  einen  Strom  von  A nach 
B geben  muss,  im  umgekehrten  Falle  umgekehrt.  Nun  hat 
aber  jeder  Stromesfaden,  durch  welche  Stelle  der  Fläche  A er 
auch  in  den  Muskel  eintreten,  und  durch  welche  von  B er 
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auch  austreten  mag,  in  der  einen  die  gleiche  Wahrscheinlichkeit 
376  eine  Abtheilung  stärkerer  Kraft  zu  treffen,  wie  in  der  anderen. 
Daraus  folgt,  dass  durch  die  Abtheilungen  stärkerer  Kraft 
in  A so  viel  Elektricität  fliessen  muss,  wie  in  B,  und  daraus 
wieder,  dass  der  Muskel  im  Galvanometerdrahte  keinen  Strom 
erregen  kann. 

Eine  Ausnahme  würde  nur  dann  eintreten,  wenn  in  einer 
der  Flächen  A oder  B die  Grenze  des  Längsschnittes  läge, 
weil  unmittelbar  an  dieser  auch  nur  Grenztheile  der  Elemen- 
tarfelder, d.  h.  Abtheilungen  geringerer  Kraft  liegen  würden, 
und  daher  die  Wahrscheinlichkeit,  in  ein  Feld  stärkerer  Kraft 
zu  fallen,  für  die  Punkte  der  Grenze  gleich  Null  wird.  Unter 
diesen  Umständen  muss,  gemäss  der  eben  gemachten  Ausein- 
andersetzung der  Muskel  im  Galvanometer  einen  Strom  er- 
regen, welcher  nach  dem  die  Grösse  des  Längsschnittes  be- 
rührenden Ende  hingeht,  ähnlich  als  wenn  dieses  schon  den 
Querschnitt  zu  berühren  anfinge. 

Da  diese  Folgerungen  mit  den  Versuchen  an  den  Muskeln 
selbst  in  Widerspruch  stehen,  so  ist  daraus  zu  schliessen,  dass 
noch  Einflüsse  hier  in  Betracht  kommen,  welche  bisher  nicht 
beachtet  sind.  Zwei  Fragen,  welche  sich  in  dieser  Hinsicht 
zunächst  aufdrängen,  sind  folgende:  Erstens  ob  die  oberfläch- 
lichen Tlieile  der  thierisehen  Gebilde,  wrelche  der  Eintrocknung, 
der  Berülming  der  Luft  und  fremdartiger  Flüssigkeiten  ausge- 
setzt sind,  ihre  elektromotorischen  Kräfte  wohl  ungeschwächt 
erhalten.  Zweitens  beziehen  sich  alle  in  dieser  Abhandlung 
aufgestellten  Theoreme  nur  auf  solche  elektromotorische  Kräfte, 
welche  von  der  Stromstärke  unabhängig  sind.  Es  fragt  sich, 
ob  dies  bei  denen  der  Muskeln  der  Fall  ist  Natürlich  können 
erst  für  diesen  Zweck  besonders  angestellte  Versuche  entschei- 
den, ob  eine  und  welche  von  diesen  Möglichkeiten  stattfinde. 
Ich  bemerke  noch,  dass  auch  die  aus  Kupfer  und  Zink  in 
Schwefelsäure  zusammengesetzten  schematischen  Nachahmungen 
der  Muskeln,  welche  du  Bois-Beymond  untersucht  hat, 
ähnliche  Abweichungen  von  der  Theorie  zeigten,  wie  die 
Muskeln.  Aber  (fiese  haben  inconstante  elektromotorische 
Kräfte,  und  entsprechen  deshalb  nicht  den  Voraussetzungen 
unserer  Theoreme. 
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Andere  Abweichungen  finden  sich  bei  der  Vergleichung  377 
der  Stromeswirkungen  von  verschieden  langen  und  dicken 
Muskeln.  Die  Kraft  der  elektromotorischen  Oberfläche  hängt 
ihrer  Grösse  nach  nicht  ab  von  der  Zahl  der  vereinigten  Ele- 
mentarabtheilungen;  der  Theorie  nach  muss  sie  deshalb  an 
grossen  und  kleinen  Muskeln  immer  dieselbe  sein.  Beim  Ver- 
suche hat  du  Bois-Reymond  dagegen  an  längeren  und  an 
dickeren  Muskeln  eine  grössere  elektromotorische  Kraft  ge- 
funden, was  wahrscheinlich  durch  dieselben  Umstände  bedingt 
«ein  wird,  welche  die  schwachen  Ströme  des  Längsschnittes 
für  sich,  und  des  Querschnittes  für  sich  hervorbringen. 


XXVIII. 


Ueber  eine  allgemeine  Transformationsmethode  der 
Probleme  über  elektrische  Verkeilung. 

Verhandlungen  des  naturhistorisch-medicinisehen  Vereins  zu  Heidelberg. 
Bd.  II.  S.  185 — 188  vom  8.  December  1801  und  S.  217  vom  30.  Mai  186 1 


Bei  den  Untersuchungen,  welche  sich  auf  die  Yertheilung 
der  Elektricität,  elektrischen  Ströme,  Wärmeströmung,  'des 
186  Magnetismus  u.  s.  w.  in  und  auf  Kugeln  beziehen,  spielt  eine 
besondere  Beziehung  je  zweier  Punkte  zur  Kugelfläche  eine 
besondere  Rolle.  Man  denke  sich  den  Mittelpunkt  einer  Kugel 
vom  Radius  R im  Mittelpunkte  der  Coordinaten  gelegen,  z,  y.  z 
seien  diejenigen  für  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes, 
r = V.r2  + y*  + z*  dessen  Entfernung  vom  Mittelpunkte.  Mai. 
bestimme  einen  zweiten  Punkt  £,  v , £ so,  dass  er  mit  dem 
Punkte  z,  ?/,  z und  dem  Kugelmittelpunkte  in  einer  geraden 
Linie  liege,  und  dass  sei: 


also: 


e = V|2  + t’2  + t2  = — . 


„ Ä1  B*  w B1  \ 

t = -r7>>  v = 


(1) 


Dann  sind  bekanntlich  die  Entfernungen  irgend  eines  be- 
liebigen Punktes  auf  der  Kugelfläche  von  den  beiden  Punkten 
x,  y z und  g,  u,  f im  constanten  Verhältnisse  wie  R:o  oder 
wie  r : /?,  und  wenn  im  Punkte  x,  y , z die  elektrische  Masse  M 
sich  befindet,  und  auf  der  Kugel  eine  solche  Yertheilung  der 
Elektricität  eintritt,  dass  längs  der  ganzen  Oberfläche  ihr  Po- 
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tential  gleich  dem  der  Masse  M wird,  so  wirkt  die  elektrische 
Vertheilung  auf  der  Kugelschale  nach  dem  inneren  und  äusseren 
Raume  hin  so,  als  wäre  alle  Elektricität  einmal  im  Punkte  x,  y,  z, 
das  andere  Mal  im  Punkte  £,  v,  £ concentrirt.  Man  hat  des- 
halb auch  den  einen  dieser  Punkte  als  das  elektrische  Ab- 
bild des  anderen  in  Bezug  auf  die  Kugelschale  bezeichnet. 

Diese  Beziehung  beider  Punkte  erlaubt  aber  noch  eine 
weitere  Verallgemeinerung.  Es  sei  FXf  y,  t eine  beliebige 
Function  der  Coordinaten  .r,  y , z,  man  setze  in  dieser  Function 
statt  jedes  Punktes  sein  elektrisches  Abbild,  sodass  man  eine 
neue  Function  v,  $ von  v und  £ gewinne,  und : 

■fix,  y,  z = V,  v 


sei,  so  oft  die  Gleichungen  (1)  erfüllt  sind,  so  zeigt  sich,  dass: 


r-F 

dx 2 


+ 


d-F  d*F~ 
dyi  + dz\ 


dj_ 
dz 2 


So  weit  also  die  Function  F die  linke  Seite  dieser  Gleichung 
gleich  Null  macht,  soweit  tliut  es  für  die  entsprechenden  Punkte 
|,  v,  £ auch  che  Function  (R/g)  Jedem  Theile  des  Raumes 
aber,  wo  es  durch  die  Function  F nicht  geschieht,  entspricht 
ein  anderer  Theil  des  Raumes,  wo  es  durch  die  Function  {R/g)  (l} 
nicht  geschieht.  Ist  also  F eine  Potentialfunction  elektrischer 
Massen,  so  ist  ( R jg)  eine  Potentialfunction  anderer  elektrischer 
Massen,  welche  die  Abbilder  der  vorigen  in  Bezug  auf  die 
Kugel  sind. 

Die  neue  Function  {R/g)  (I>  wird  discontinuirlich  1)  im  w 
Punkte  p = 0,  wenn  nicht  (p()  = Fm  = 0 ist;  2)  in  allen  solchen 
Punkten,  die  die  Abbilder  discontinuirlicher  Punkte  von  F sind. 

— Ebenso  verhält  es  sich  mit  den  ersten  Differentialquotienten, 
deim  es  ist: 


Die  Function  F ist  discontinuirlich  in  Punkten  und  Linien, 
welche  elektrische  Massen  enthalten,  ihr  Differentialquotient 
ist  discontinuirlich  in  Flächen,  welche  mit  einer  Schicht  Elek- 
tricität bedeckt  sind. 

Ist  also  F die  Potentialfunction  von  elektrischen  Massen, 
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die  in  begrenzten  Räumen,  in  Flächen,  Linien,  Punkten  ver- 
breitet sind,  so  ist  (R/g)  </>  die  Potentialfunction  von  elektrischen 
Massen,  welche  in  den  Abbildern  dieser  Räume,  Flächen, 
Linien,  Punkte  verbreitet  sind,  und  einer  Masse  im  Punkte  g = 0. 

Ist  in  einem  Theile  des  Raumes  oder  auf  einer  Fläche 
F — 0,  so  ist  in  dem  entsprechenden  Abbilde  dieses  Raumes 
oder  dieser  Fläche  = 0.  Wenn  also  die  Verkeilung  der 
Elektricität  im  Gleichgewichte  auf  einer  Fläche  gefunden  ist, 
unter  dem  Einflüsse  gewisser  anderer  Massen,  so  giebt  uns 
unsere  Transformation  die  Lösung  eines  anderen  Problems  für 
das  elektrische  Gleichgewicht  auf  dem  Abbilde  jener  Fläche. 

Die  Verkeilung  der  Elektricität  auf  einer  gewissen  Fläche  A 
kann  gefunden  werden  für  alle  beliebig  vertheilten  elektrischen 
Massen,  wenn  die  Verkeilung  gefunden  werden  kann,  welche 
unter  dem  Einflüsse  eines  jeden  beliebig  gelegenen  elektrischen 
Massenpunktes  das  Potential  F längs  der  Fläche  A gleich  Null 

macht.  Dann  ist  — 0. 

00 

Ist  diese  allgemeine  Aufgabe  gelöst  für  die  Fläche  A1 
so  kann  sie  vermöge  unseres  Problems  auch  für  die  Abbilder 
der  Fläche  A in  Bezug  auf  eine  beliebig  gelegene  Kugel  stets 
gelöst  werden. 

Ist  die  allgemeine  Aufgabe  nur  gelöst  für  eineu  Punkt,  der 
im  inneren  Raume  der  geschlossenen  Fläche  A liegt,  so  giebt 
die  Transformation  die  Lösung  für  den  äusseren  Raum  des 
Abbildes,  falls  der  Mittelpunkt  der  Kugel,  auf  die  sich  die 
Abbildungen  beziehen,  in  das  Innere  von  A verlegt  ist,  und 
umgekehrt. 

Die  allgemeine  Aufgabe  der  Verkeilung  ist  gelöst: 

1)  Für  unbegrenzte  Kugelflächen  und  Ebenen,  diese  geben 
bei  der  Transformation  wieder  unbegrenzte  Kugelflächen  und 
Ebenen,  also  nichts  Neues. 

2)  Für  Ellipsoide  und  andere  Flächen  zweiten  Grades. 
Diese  geben  bei  der  Transformation  eine  besondere  Art  von 
Flächen  vierten  Grades,  und  zwar  drei  Systeme  von  solchem 
welche  zu  einander  orthogonal  sind,  wie  die  drei  Systeme  der 
Flächen  zweiten  Grades,  welche  die  bekannten  elliptischen 
Coordinaten  bilden. 
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3)  Für  kreisförmig  begrenzte  Ebenen  und  Kugelstücke. 
Die  einen  werden  durch  unsere  Transformation  in  die  anderen 
übergeführt 

4)  Dem  Vortragenden  ist  es  gelungen,  das  Problem  zu 
lösen  für  Kanten,  in  denen  zwei  unendliche  Ebenen  unter  be- 
liebigem Winkel  zusammenstossen;  diese  geben  bei  der  Trans- 
formation linsenförmige  Körper,  von  zwei  sich  schneidenden 
Kugelflächen  begrenzt. 

5)  Das  Problem  ist  gelöst  für  den  inneren  Raum  recht- 
winkeliger Parallelepipeda,  regelmässiger  Tetraeder  und  Oc- 
taeder;  diese  verwandeln  sich  bei  der  Transformation  in  Räume, 
welche  von  sich  schneidenden  Kugelflächen  begrenzt  sind,  und 
an  denen  es  entweder  für  den  inneren  oder  äusseren  Raum 
gelöst  werden  kann. 

Die  wesentlichen  Resultate  dieses  Aufsatzes  waren  schon 
1845  durch  Sir  W.  Thomson  gefunden  und  in  zwei  Briefen 
an  Herrn  Lionville  (S.  dessen  Journal  de  Mathömatiques. 
1845  und  1847)  veröffentlicht.  Ich  habe  dies  bald  nach  Ver- 
öffentlichung des  vorhergehenden  Aufsatzes  gefunden  und  in 
der  zweiten  oben  citirten  Stelle  der  Heidelberger  Verhand- 
lungen vom  30.  Mai  1862  anerkannt 


Zusatz  (1881,  noch  nicht  veröffentlicht). 


Ich  erlaube  mir  hier  noch  auf  eine  andere,  sehr  frucht- 
bare und  bequeme  Transfonnationsmethode  aufmerksam  zu 
machen,  die  ich  in  meinen  Vorlesungen  oft  anzuwenden  pflege. 

Wenn  cp  eine  Function  von  xy  ?/,  z ist,  die  mit  Ausnahme 
gewisser  Punkte  oder  Linien  der  Differentialgleichung: 


d*q r>  . d'2  qp  . d2 
dx* 


identisch  genügt,  so  wird  derselben  Differentialgleichung  auch 
der  reelle  und  imaginäre  Theil  einer  anderen  Function  ge- 
nügen, die  man  aus  cp  erhält,  indem  man  (£  + ai)  statt  x setzt. 
Dabei  ist: 
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Man  kann  also  für  l!;  die  Differentialgleichung  auch 
schreiben : 


d2V  . 


-d?  + 


Wenn  cp  in  einem  Punkte  unendlich  wird,  zum  Beispiel 
in  demjenigen,  wo  # = €y  = 2 = 0,  so  wird  der  Werth  von  r. 
der  gegeben  ist  durch  die  Gleichung: 

r2  = x2  4-  y2  -f-  22, 


nach  der  Transformation: 

r2  — £2  +y2  + *2  - ö2  + 2|ai, 

und  setzen  wir  also: 

r = u + ßi, 

so  wird  zu  setzen  sein: 

|2  + y2  + z2  — ß2  = «2  — /?2  und  a | = # $ 

woraus  folgt: 

, v3  + t i £2  , v2  + s3  * 

- + -s- — ö = 1?  und  — ^ = 1 • 

„a  a-  + o‘  p* 


Es  hat  also  « in  der  Oberfläche  eines  Systems  von  ab- 
geplatteten Rotationsellipsoiden  von  gleichem  Brennkreise  con- 
stante  Werthe,  und  ist  gleich  der  halben  kleinen  Axe  jedes 
dieser  Ellipsoide,  während  ß die  imaginäre  Axe  eines  Systems 
confocaler  Rotations-Hyperboloide  darstellt,  die  auch  mit  jenen 
Ellipsoiden  confocal  sind.  Der  Radius  des  focalen  Kreises  ist 
die  Constante  a\  und  die  grosse  Halb- Axe  der  Ellipsoide,  so- 
wie die  reelle  der  Hyperboloide  sind  beziehlich: 

Va2  + «2  und  Va2  — ß2. 

Es  sind  also  a und  ß die  bekaimten  elliptischen  Coordinateu. 

Die  Bedingung  r — 0 zerf  allt  liier  in : 

u — 0 und  ß — 0. 

Beide  zusammen  sind  nur  erfüllt  in  dem  Foealkreise.  Wenn 
also  (p  im  Punkte  r = 0 unendlich  wird,  wird  in  dem  Foeal- 
kreise unendlich  wrerden.  Führen  wir  im  Meridianschnitt  Polar- 
coordiuaten  o,  & ein,  die  vom  Foealkreise  als  Anfangspunkte 
aus  gerechnet  sind,  d.  h.  setzen  wir: 

x ss  o sin  & und  o — Y y2  z2  — a - 4-  <x  cos  #, 

so  werden  für  sehr  kleine  Werthe  von  a bei  Vernachlässigung 


Digitized  by  Google 


Transformation  durch  Kugel. 


525 


der  Quadrate  dieser  Grösse  die  Gleichungen  der  Ellipse  und 
Hyperbel  ergeben: 


r = a+  ßi  = y 2 a(j.e+ ** 3. 


Wird  also  <f  im  Punkte  r unendlich  wie  r~n , so  wird  4* 
am  focalen  Kreise  unendlich  wie  a~n2. 

Die  Function  dagegen: 


welche  das  Potential  einer  auf  der  positiven  #-Axe  in  gleich- 
massiger  Dichtigkeit  verbreiteten  positiven,  auf  der  negativen 
Axenhälfte  negativen  Masse  darstellt,  verwandelt  sich  in: 


Der  imaginäre  Theil  dieser  Function  ist  längs  der  Kreisfläche 
constant  = | ;r,  und  in  unendlicher  Entfernung,  wo  a sein’  klein 
ist,  gleich  a ja.  Dieser  imaginäre  Theil  stellt  also  die  Poten- 
tialfunction einer  auf  der  Kreisscheibe  im  Gleichgewicht  ver- 
breiteten elektrischen  Masse  a dar. 
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Ueber  die  physiologische  Wirkung  kurz  dauernder 
elektrischer  Schläge  im  Innern  von  ausgedehnten 

leitenden  Massen. 

Aus:  Verhandlungen  des  naturhistorisch-medicinischen  Vereins  zu  Heidel- 
berg. Bd.  V.  S.  14  — 17  vom  12.  Februar  1869. 


Bei  neueren  Versuchen  über  die  Fortpflanzung  der  Reizung 
in  den  Nerven,  welche  im  Physiologischen  Laboratorium  an- 
gestellt worden  sind,  wurde  der  Vortragende  aufmerksam  ge- 
macht auf  die,  übrigens  auch  schon  von  den  Elektrotherapeuten 
bemerkte  geringe  Wirksamkeit,  welche  elektrische  Inductions- 
schläge  auf  die  tiefer  gelegenen  Nerven  des  menschlichen 
Körpers  ausüben,  während  es  andererseits  verhältnissmässig 
leicht  ist,  selbst  tief  liegende  Nerven  durch  die  constanten 
Ströme  einer  Batterie  von  zehn  bis  zwanzig  Platinzinkelementeu 
zur  Erregung  von  Zuckungen  oder  selbst  von  Tetanus  zu  ver- 
anlassen. Die  elektromotorische  Kraft  eines  Inductionsappa- 
rates , der  zwischen  den  genäherten  Enden  der  inducirten 
Spirale  kleine  Funken  hervorbringt,  ist  aber  jedenfalls  viel 
grösser,  als  die  einer  Batterie  der  genannten  Grösse,  welche 
nie  einen  sichtbaren  Schliessungsfunken  giebt.  Es  gehören  im 
Gegentheil  nach  den  Versuchen  von  Gassiot  gegen  vier- 
hundert Platinzinkelemente  dazu,  um  kleine  sichtbare  Funken 
beim  Schluss  der  Kette  zu  geben.  Dagegen  ist  die  grosse 
elektromotorische  Kraft  eines  Inductionsapparates  nur  wäh- 
rend eines  ausserordentlich  kurzen  Bruchtheiles  einer  Secunde 
wirksam,  während  man  die  der  Batterie  beliebig  lange  Zeit 
hindurch  auf  die  reizbaren  Tlieile  wirken  lassen  kann. 


Digitized  by  Google 


Verbreitung  elektrischer  Schläge. 


527 


/ 

Um  zunächst  die  Thatsache  rein  fest  zu  stellen,  hat  der 
Vortragende  Versuche  angestellt  am  stromprüfenden  Frosch- 
schenkel, dessen  Nerv  auf  ein  feuchtes  Fliesspapier  gelegt 
wurde,  welches  letztere  die  Oberfläche  eines  mit  Kochsalzlösung 
von  y,  Procent  gefüllten  Gelasses  bedeckte,  sodass  der  Nerv 
dadurch  zu  einem  nur  kleinen  Theile  einer  grösseren  leitenden 
Flüssigkeitsmasse  gemacht  wurde.  Die  Elektroden  für  den 
erregenden  Strom  waren  zwei  an  Platindrähten  angeschmolzene 
Platinkügelchen  von  1 mm  Durchmesser,  welche,  unverrückbar 
neben  einander  in  3 mm  Abstand  befestigt,  mit  der  Oberfläche 
des  genannten  feuchten  Leiters  in  Berührung  gesetzt  wurden, 
sodass  Stromesschlingen  bald  von  grösserer,  bald  von  geringerer 
Länge  durch  den  bald  ferner,  bald  näher  liegenden  Nerven 
geleitet  wurden.  Die  Ströme,  welche  durch  diese  Elektroden 
zugeleitet  wurden,  waren  meistens  erzeugt  durch  die  secundäre 
Spirale  eines  Inductionsschlitten,  und  zwar  wurden  bei  einem 
Theile  der  Versuche  in  gewöhnlicher  Weise  die  bei  der  Oeff- 
nung  oder  Schliessung  der  primären  Spirale  entstehenden  indu- 
cirten  Ströme  einfach  durch  den  feuchten  Leiter  geleitet.  Ich 
will  diese  als  Oeffnungsschläge  und  Schliessungsschläge  be- 
zeichnen. Die  letzteren  sind  bekanntlich  von  geringerer  Inten- 
sität und  relativ  längerer  Dauer,  sodass  sie  der  Regel  nach 
physiologisch  viel  weniger  wirksam  sind,  als  die  viel  inten- 
siveren, aber  in  demselben  Verhältniss  kürzeren  Oeffnungs- 
schläge desselben  Apparates,  welche  bei  derselben  Stellung 
des  Schlittens  durch  die  Unterbrechung  des  primären  Stromes 
erzeugt  werden.  In  einem  anderen  Theile  der  Versuche  brachte 
ich  dagegen  eine  noch  grössere  Verkürzung  der  Dauer  dieser 
Oeffnungsschläge  hervor,  indem  ich  ausser  dem  feuchten  Leiter 
und  seinen  zuluhrenden  Platinkügelchen,  auch  noch  eine  bis 
drei  kleine  Leydener  Flaschen  einfügte,  deren  jede  aus  zwei 
ineinander  gestellten  und  mit  Quecksilber  gefüllten  Reagenz  - 
gläschen  gebildet  war.  Das  eine  Ende  der  Inductionsspirale 
war  mit  der  inneren  Quecksilbennasse  dieser  Gläschen,  das 
andere  durch  den  feuchten  Leiter  hindurch  mit  der  äusseren 
verbunden.  Die  Elektricitätsbewegung  ist  in  diesem  Falle  eine 
solche,  dass,  hinreichend  schnelle  Unterbrechung  des  Stromes 
vorausgesetzt,  die  Leydener  Flaschen  sich  laden,  und  dann  eine 
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Reihe  ausserordentlich  kurzer  und  schneller  Oscillationen  der 
Elektricität  zwischen  ihren  Belegungen  durch  den  sie  verbin- 
denden Draht  der  inducirten  Spirale  eintritt.  Diese  gehen 
dann  bei  der  getroffenen  Einrichtung  durch  den  feuchten  Leiter 
und  erregen  den  diesem  anliegenden  Nerven.  Ich  will  diese 
Art  der  Strömung  als  Entladungsschlag  bezeichnen. 

Der  Eisenkern  des  Inductionsapparates  war  bei  allen  zu 
beschreibenden  Versuchen  entfernt  worden. 

A.  Der  Nerv  wurde  soweit  von  den  Platinkügelchen  ent- 
fernt (etwa  4 mm),  bis  der  Entladungsschlag  einer  der  kleinen 
Leydener  Flaschen  bei  zusammengeschobenen  Spiralen  des  In- 
ductionsapparates gerade  noch  hinreichte,  eine  Spur  von  Zuckung 
hervorzurufen.  Der  Oeffnungsinductionsschlag  musste  dann 
durch  Einlagerung  eines  Widerstandes  von  bestimmter  Grösse 
in  den  primären  Stromkreis  geschwächt  werden,  bis  er  auf 
den  Nerven  gleich  stark  wie  der  Entladungsschlag  der  Flasche 
wirkte. 

Nun  wurde  der  Widerstand  entfernt  und  der  Nerv  dicht  an 
die  Elektroden  geschoben,  der  Schlitten  des  Inductionsapparates 
von  der  primären  Spirale  abgezogen,  bis  der  Entladungsschlag 
der  Flasche  nur  noch  eine  Spur  von  Zuckung  gab.  Der  Oeff- 
nungsschlag,  bei  Einlagerung  desselben  Widerstandes  in  den 
primären  Kreis  wie  vorher,  gab  nun  keine  Wirkung,  sondern 
dieser  Widerstand  musste  soweit  verringert  werden,  dass  die 
Stärke  des  primären  Stromes  mehr  als  doppelt  so  gross  wurde, 
als  sie  bei  den  früheren  Oeffnungsschlägen  gewesen  war. 

In  einer  anderen  Versuchsreihe,  wo  drei  Leydener  Fläsch- 
chen angewendet  wurden  und  deshalb  der  Nerv  weiter  bis  auf 
5 mm  entfernt  werden  konnte,  erforderte  bei  gleicher  Wirkung 
der  Entladungsschläge  der  Oeffnungsschlag  eine  drei  Mal  so 
grosse  Intensität  des  primären  Stroms  bei  berührendem  Nerven 
als  bei  abstehendem  Nerven. 

ic  B.  Noch  auffallender  war  der  Unterschied  der  Wirkungen 
in  der  Nähe  und  in  der  Ferne,  wenn  man  die  Entladungs- 
ströme der  Leydener  Fläschchen  mit  der  des  Schliessungs- 
inductionsstromes  verglich.  Während  diese  beiden  Arten  von 
Strömen  bei  Berührung  des  Nerven  mit  den  Elektroden  nahe- 
hin  gleich  stark  wirken,  musste  bei  der  Wirkung  in  die  Feme 
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der  primäre  Strom  fiir  den  Schliessungsinductionsschlag  etwa 
nur  ein  Neuntel  deijenigen  Stärke  erhalten,  die  für  die  Ent- 
ladung von  drei  Leydener  Fläschchen  nöthig  war,  wenn  beide 
gleiche  Wirkung  hervorbringen  sollten. 

C.  Endlich  habe  ich  dann  auch  noch  den  Entladungs- 
schlag von  einem  der  Leydener  Fläschchen  mit  den  Schlies- 
sungs-  und  Oeffnungsschlägen  eines  constanten  Stromes  ver- 
glichen, der  von  der  primären  Leitung  durch  Verzweigung 
abgeleitet  wurde.  Die  inducirte  Spirale  blieb  dabei  in  unver- 
änderter Stellung,  und  die  Wirkung  der  Ströme  wurde  nur 
durch  Veränderung  des  Widerstandes  in  der  primären  Leitung 
auf  das  Maass  gebracht,  dass  bei  verschiedenen  Lagen  des 
Nerven  immer  (he  ersten  Spuren  der  Zuckung  eiutraten.  Auch 
hierbei  zeigte  sich  eine  relativ  stärkere  Fernwirkung  der  con- 
stanten Ströme.  Doch  reichten  die  mir  zu  Gebote  stehenden 
Drahtwiderstände  bisher  nur  für  verhältnissmässig  kleine  Ab- 
änderungen des  Abstandes  zwischen  Nerv  und  Elektroden  aus. 

Die  am  Froschnerven  in  Berülirung  mit  einer  grösseren 
leitenden  Flüssigkeitsmasse  beobachteten  Erscheinungen  bestä- 
tigen also  allerdings  die  am  menschlichen  Körper  beobachteten 
Tkatsachen.  Gleichzeitig  stellten  aber  die  von  mir  in  Ver- 
bindung mit  diesen  Versuchen  angestellten  Untersuchungen 
über  die  Vorgänge  bei  kurz  dauernden  elektrischen  Entladungen, 
worüber  ich  mir  späteren  Bericht  Vorbehalte,  verschiedene  Mög- 
lichkeiten der  Erklärung  dieser  Erscheinungen  heraus,  zwischen 
denen  erst  nach  weiteren  experimentellen  Untersuchungen  über 
die  Dauer  des  Funken,  und  die  Dauer  der  elektrischen  Oscil- 
lationen  in  der  angewendeten  Spirale  bei  ihrer  Verbindung  mit 
den  Leydener  Fläschchen,  entschieden  werden  kann. 

Bei  den  Versuchen  mit  Schliessungsinductionsschlägen 
hängen  die  Erfolge  wahrscheinlich  hauptsächlich  davon  ab, 
dass  durch  die  Rückwirkung  des  inducirten  Stromes  auf  den 
inducirenden  die  steile  Ansteigung  und  damit  die  physiologische 
Wirkung  des  ersteren  desto  mehr  begünstigt  wird,  je  näher  die 
t Spiralen  einander  stehen,  was  eben  bei  weiter  entferntem  Nerven 
der  Fall  war.  Wenn  die  Dauer  der  elektrischen  Oscillationen 
bei  den  Entladungsschlägen  der  Leydener  Fläschchen  klein  ist 
im  Vergleich  mit  der  Dauer  des  Oeffnungsfunkens,  was  nur 

Helmholtz,  wrensch.  Abhandlungen.  34 
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durch  weitere  Versuche  zu  ermitteln  ist,  kann  etwas  Aehn- 
liehes  auch  bei  der  Vergleichung  dieser  Entladungsschliige  ein* 
treten. 

Andererseits  ergiebt  die  Theorie,  dass  schnell  oscilli- 
rende  elektrische  Entladungen,  welche  sich  von  zwei  Ein- 
strömungspunkten aus  in  einem  Leiter  verbreiten,  ausser  deri 
17  Schwächung,  welche  auch  constante  Ströme  bei  ihrer  Aus- 
breitung zeigen,  durch  elektrodynamische  Iuduetion  eine  stärkere 
Schwächung  erleiden,  welche  einen  Factor  e—kr  in  den  Auf- 
druck für  ihre  Intensität  einführt  Hierin  ist  unter  r die  Ent- 
fernung von  dem  Elektrodenpaar,  unter  k eine  positive  Con- 
stante verstanden,  deren  Grösse  von  der  Leitungsfähigkeit  des 
Medium  abhängt.  Bei  hinreichender  Schnelligkeit  der  Oscilla- 
tionen  der  von  uns  gebrauchten  Entladungsschläge  würde  dieser 
Umstand  ebenfalls  die  beobachteten  Resultate  liervorbringeu 
können. 
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Ueber  elektrische  Oscillationen. 

Aus:  Verhandlungen  des  naturhistorisch- medicinischen  Vereins  zu  Heidel- 
berg. Bd.  V.  »S.  27—31  vom  30.  April  1869. 


Die  Erklärung  der  unter  dem  12.  Februar  d.  J.  der  Ge-  27 
Seilschaft  mitgetheilten  Versuche  über  die  Ausbreitung  elek- 
trischer Entladungen  in  ausgedehnten  leitenden  Massen  erfor- 
derte eine  Kenntniss  der  Oscillationsdauer  der  Ströme  in  den 
angewendeten  Apparaten,  namentlich  in  einer  Inductionsspirale 
von  der  angewendeten  Grösse,  die  an  ihren  Enden  mit  den 
Belegen  einer  Leydener  Flasche  verbunden  ist.  Der  Vor- 
tragende hat  solche  Versuche  nach  einer  neuen  Methode  ge- 
macht, welche  vor  allen  ihm  bekannten  bisher  gebrauchten 
Methoden  den  Vorzug  hat,  dass  die  elektrischen  Oscillationen 
zwischen  den  Belegen  der  Leydener  Flasche  in  einem  voll- 
ständigen, nirgends  unterbrochenen  Bogen  vor  sich  gehen 
können,  der  keine  Funkenstrecke  enthält,  und  in  welchem  des- 
halb diese  Oscillationen  bis  auf  ihre  letzten  schwächsten  Beste 
ungestört  ablaufen  können.  Als  Reagenz  zur  Wahrnehmung 
der  elektrischen  Bewegungen  wandte  er  einen  stromprüfenden 
Froschnerven  an,  der  in  einem  solchen  Falle  bisher  noch  allen 
bekannten  physikalischen  Mitteln  an  Empfindlichkeit  über- 
legen ist. 

Zur  Zeitmessung  wurde  ein  schweres  festes  Secunden- 
pendel  angewendet,  was  einem  nach  A.  Fick’s  Vorschläge  con- 
struirtem  Pendelmyographion  angehörte.  Dasselbe  fiel  immer 
von  gleicher  Höhe  und  stiess  mit  einem  unten  hervorragen- 
den Vorsprunge  im  Verlauf  seiner  Schwingung  kurz  nach  ein- 

34* 
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ander  gegen  zwei  Hebelchen,  wodurch  zwei  Stromleitungen 
geöffnet  wurden. 

Die  erste  dieser  Stromleitungen  war  die  des  primären 
Stromes  eines  Du  Bois’ sehen  Schlittenapparates.  Die  Enden 
der  inducirten  Spirale  dieses  Apparates  waren  mit  den  Be- 
legungen einer  oder  mehrerer  Leydener  Flaschen  metallisch 
verbunden.  Die  Unterbrechung  des  primären  Stromes  inducirte 
also  zunächst  in  der  secundären  Spirale  einen  gleichgerichteten 
Strom,  der  die  Belege  der  Batterie  lud,  darauf  entlud  sich  die 
Batterie  wieder  in  oscillirender  Weise  durch  dieselbe  Spirale, 
durch  die  sie  geladen  war.  Die  eisernen  Drähte  aas  dem 
Innern  der  primären  Spirale  waren  in  allen  Fällen  entfernt, 
um  durch  die  Einwirkung,  die  sie  von  der  secundären  Spirale 
2h  empfangen  und  wieder  rückwirkend  auf  sie  ausüben  konnten, 
den  Vorgang  nicht  zu  compliciren.  Ausserdem  wrürden  die 
Oscillationen  durch  die  Anwesenheit  der  Eisendrähte  beträcht- 
lich verzögert  worden  sein. 

Die  gute  metallische  Leitung  des  inducirten  Stromes  wurde 
an  einer  Stelle  unterbrochen,  sobald  das  Pendel  des  Myogra- 
phion  gegen  den  zweiten  Hebel  stiess;  dann  trat  eine  Neben- 
leitung in  Function,  welche  den  Nerven  des  stromprüfenden 
Schenkels  enthielt.  Letzteren  hatte  ich  übrigens  ganz  und 
gar  in  eine  Kochsalzlösung  von  1/2  Procent  eingelegt,  wo  sich 
seine  Reizbarkeit  8 bis  4 Stunden  lang  vortrefflich  erhielt. 
Der  Nerv  wrar  zum  Theil  in  ein  enges  Glasröhrchen  hineinge- 
zogen, welches  auch  in  die  Flüssigkeit  tauchte,  und  in  welches 
ein  feiner  Platindraht  als  Elektrode  hineinragte.  Die  andere  Elek- 
trode war  eine  Platinplatte  in  der  grösseren  Flüssigkeitsmasse. 
So  lange  die  metallische  Nebenschliessung  zum  Nerven  nicht  geöff- 
net war,  ging  kein  merklicher  Theil  des  Stromes  durch  den  Nerven. 
Sobald  jene  geöffnet  war,  entlud  sich  der  Rest  des  Stromes  durch 
den  Nerven,  und  erregte  Zuckungen,  wenn  er  dazu  kräftig  genug  war. 

Die  Wirkung  des  Stromes  ist  hierbei  am  stärksten,  wenn 
die  Unterbrechung  der  Leitung  zu  einer  Zeit  geschieht,  wo  die 
Geschwindigkeit  der  Strömung  in  der  Spirale  ein  Maximum 
erreicht  hat,  zu  welcher  Zeit  die  Belege  der  Batterie  mir 
schwach  oder  gar  nicht  geladen  sind.  Dann  stürzt  nämlich 
ganz  plötzlich  der  Extracurrent  der  Spirale  in  den  Nerven. 
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und  zwar  mit  einer  Intensität,  welche  wegen  des  sehr  kleinen 
elektrodynamischen  Potentials  der  Nervenleitung  der  in  der 
Spirale  zur  Zeit  der  Unterbrechung  bestehenden  Strominten- 
sität fast  gleich  sein  muss.  Dieser  Strom  wird  nachher  aller- 
dings wegen  des  grossen  Widerstandes  des  Nerven  sehr  schnell 
an  Stärke  abnehmen  und  entweder  geradezu,  oder  nach  wenigen 
schnell  abnehmenden  Oscillationen  verschwinden.  Aber  die 
physiologische  Wirkung  geines  plötzlichen  Hereinbrechens  in 
den  Nerven  kann  dennoch  eine  sehr  kräftige  sein. 

Wird  dagegen  die  metallische  Leitung  unterbrochen  zu 
einer  Zeit,  wo  die  Belege  der  Batterie  das  Maximum  ihrer 
Ladung  erreicht  haben,  imd  der  die  Elektricität  ihnen  zufüh- 
rende Strom  in  der  Spirale  eben  aufhört  und  in  die  entgegen- 
gesetzte Richtung  überzugehen  beginnt:  so  müssen  sich  nach 
der  Unterbrechung  die  in  der  Batterie  aufgesammelten  Elek- 
tricitäten  durch  den  Nerven,  also  durch  einen  Bogen  von  viel 
grösserem  Widerstande,  entladen,  wodurch  die  lebendige  Kraft 
der  nun  noch  stattfindenden  Oscillationen  schnell  vernichtet 
wird.  Die  Ansteigung  des  Stromes  zum  Maximum  geschieht 
dann  erst  allmählig  ansteigend  im  Laufe  einer  Yiertel-Oscilla- 
tion,  und  während  dieser  Zeit  kann  die  Intensität  der  schnell 
erlöschenden  Oscillationen  schon  sehr  merklich  vermindert  sein, 
so  dass  die  physiologische  Wirkung  in  diesem  Falle  sowohl 
wegen  der  verminderten  Ansteigungsgeschwindigkeit , als  auch 
wegen  der  geringeren  Höhe  des  zu  erreichenden  Maximums 
schwächer  ist  als  im  ersten  Falle. 

Die  Intensität  der  physiologischen  Wirkung  Hess  sich  nun 
dadurch  vergleichen,  dass  ich  bei  verschiedenen  Werthen 
der  Zeitdauer  zwischen  den  beiden  durch  das  Pendel  ausge- 
führten Stromunterbrechungen  jedesmal  diejenige  Stellung  der 
verschiebbaren  inducirten  Spirale  suchte,  wo  sie  noch  eben 
sichtbare  Muskelzuckung  gab.  Wenn  das  Pendel  zur  Zeit 
eines  Stromesmaximums  in  der  Spirale  die  Nebenleitung  zum 
Nerven  unterbrach,  konnte  ich  die  inducirte  Spirale  weit  von 
der  inducirenden  entfernen;  wenn  es  zur  Zeit  eines  Stromes- 
minimums  unterbrach,  musste  ich  die  Spiralen  einander  mehr 
nähern,  oder  erhielt  auch  von  den  späteren  Minimis  gar  keine 
Wirkungen  mehr. 
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Die  Unterbrechungszeit  konnte  durch  eine  feine  Schraube 
regulirt  werden,  welche  die  Stellung  des  zweiten  Hebelchen 
änderte,  und  deren  Kopf  ich  mit  einer  groben  Kreistheiluu* 
versehen  hatte.  Um  die  den  Schraubenumgängen  entsprechen- 
den Zeitwerthe  zu  berechnen,  mass  ich  den  Weg,  den  das 
Pendel  zwischen  den  beiden  Unterbrechungen  zurücklegte,  mit 
einem  an  diesem  selbst  befestigten  feinen  Maassstabe  und  be- 
rechnete die  Zeit  aus  der  Schwingungsdauer  und  Schwingung- 
amplitude des  Pendels. 

Der  Apparat  war  extemporirt,  und  wird  sich  in  vieler  Be- 
ziehung zweckmässiger  und  feiner  einrichten  lassen,  aber  es 
Hessen  sich  schon  so  eine  ganze  Reihe  von  Resultaten  erreichen. 

Zunächst  ist  zu  bemerken,  dass  bei  Anwendung  von  einem 
Gr ove’ sehen  Elemente  für  den  primären  Strom,  die  Ge- 
sammtdauer  der  wahrnehmbaren  elektrischen  Oscillationen  in 
der  mit  einer  Leydener  Flasche  verbundenen  Spirale  etwa 
1/60  Secunde  betrug.  Diese  Gesammtdauer  ist  der  Theorie 
nach  unabhängig  von  der  Capacität  der  mit  der  Spirale  ver- 
bundenen Batterie. 

Bezeichnen  wir  nämlich  das  elektrodynamische  Potential 
der  inducirenden  Spirale  auf  die  inducirte  bei  Einheit  der 
Stromesstärke  in  beiden  mit  P,  das  der  inducirten  auf  sich 
selbst  mit  p,  die  Capacität  der  Batterie  mit  c,  den  Wider- 
stand und  die  Stromesstärke  der  inducirten  Spirale  mit  w mul 
i,  die  Stromesstärke,  welche  in  der  inducirenden  vorhanden 
war,  mit  ./,  die  in  der  inneren  Belegung  der  Batterie  aufge- 
häufte Elektricitätsmenge  mit  q,  die  Zeit  mit  t,  die  Oscillations- 
dauer  mit  T,  und  setzen  wir  t = o für  den  Moment  der  U nter- 
brechung  des  primären  Stromes,  so  ist  nach  Kirckhoff’s 
und  W.  Thomson’s  Theorie: 


30  worin : 


10 


2p 


Digitized  by  Google 


Elektrische  Oscillationen. 


535 


Die  Anzahl  der  Oscillationen  für  die  Secunde  ergab  sich 
zum  Beispiel  bei  der  Verbindung  der  Spirale  mit  einer  Leydener 
Flasche  gewöhnlicher  Form  zu  2164;  von  solchen  konnten 
hinter  einander  an  meinem  Apparate  45  Maxirna  beobachtet 
werden.  Die  drei  kleinen  aus  mit  Quecksilber  gefüllten  Rea- 
genzgläschen gebildeten  Leydener  Flaschen,  welche  ich  in 
meiner  früheren  Mittheilung  erwähnt  habe,  hatten  wegen  ihres 
viel  dünneren  Glases  zusammen  genommen  noch  etwas  grössere 
Capacität  als  jene  Flasche  und  gaben  2050  Schwingungen  für 
die  Secunde.  Die  drei  kleinen  und  die  grössere  Flasche  zu- 
sammen genommen  gaben  1550  Schwingungen.  Letzterer  Werth 
hätte  der  Berechnung  nach  nur  1484  betragen  sollen,  wenn 
als  Capacität  des  Apparates  nur  die  der  Leydener  Flaschen 
in  Betracht  gezogen  wurde.  Die  Differenz  erklärt  sich  daraus, 
dass  bei  diesen  Versuchen  auch  che  Spirale  selbst  in  einem 
gewissen  Grade  die  Rolle  einer  kleinen  Leydener  Flasche  spielt. 
Das  mit  der  zur  Zeit  positiv  geladenen  Belegung  der  Batterie 
zusammenhängende  Ende  der  Drahtmasse  ladet  sich  selbst 
positiv,  das  andere  negativ,  und  da  jede  so  geladene  Draht- 
windung mit  anderen , welche  einer  entfernteren  Stelle  des 
Drahtes  angehören  und  geringeres  elektrostatisches  Potential 
haben,  in  naher  Berührung  ist,  und  jene  von  diesen  letzteren 
nur  durch  die  dünne  isolirende  Schicht  der  umspinnenden  Seide 
getrennt  ist,  so  wird  dadurch  eine  Anhäufung  entgegengesetzter 
Elektricitäten  an  beiden  Seiten  dieses  Ueberzuges  bedingt. 
Dabei  wird  die  äusserste  Lage  von  Drahtwindungen  nur  Elek- 
tricität  der  einen  Art,  die  innerste  nur  solche  der  anderen  Art 
anhäufen.  In  den  inneren  Drahtschichten  tritt  nur  Vertheilung 
der  entgegengesetzten  Elektricitäten  nach  der  äusseren  und 
inneren  Seite  des  Drahtes  ein. 

Diese  Ueberlegung  führte  mich  dazu  zu  untersuchen,  ob 
Oscillationen  nachweisbar  seien,  auch  wenn  die  Spirale  gar 
nicht  mit  einer  Leydener  Flasche  verknüpft  ist,  wie  dies 
bei  den  unipolaren  Zuckungen  vorkommt.  Dies  gelang  in 
der  Tliat. 

Zu  dem  Ende  wunde  das  eine  Ende  der  Spirale  ganz 
isolirt,  das  andere  mit  den  Gasröhren  des  Hauses  verknüpft. 
Die  zweite  Unterbrechungsstelle  mit  dem  Nerven  als  Neben- 
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Schliessung  wurde  zwischen  die  Spirale  und  die  Gasröhren  ein- 
geschaltet. Die  Oscillationen  waren  in  diesem  Falle  sehr 
schnell,  etwa  7300  in  der  Secunde,  und  ihre  physiologische 
Wirkung  schwach,  sodass  überhaupt  nur  die  ersten  Maxima 
eine  solche  ausübten.  Ich  konnte  in  diesem  Falle  nur  die 
neun  ersten  Strömungsmaxima  beobachten.  Der  Theorie  nach 
31  sollte  die  Abnahme  der  Oscillationen  in  diesem  Falle  nicht 
schneller  geschehen,  als  in  den  früher  beobachteten ; doch  lässt 
die  Theorie  erkennen,  dass  ein  etwaiger  Mangel  an  Isolation 
der  Drahtwindungen  hier  viel  grösseren  Einfluss  haben  musste 
als  bei  langsameren  Oscillationen.  Andererseits  kann  hier 
aber  auch  in  Betracht  kommen,  dass  vielleicht  der  Nerv 
durch  so  schnelle  Schwankungen  nicht  mehr  kräftig  genug 
afficirt  wird. 

Hier  wie  in  den  früheren  Versuchen  mit  langsameren 
Oscillationen  unterscheiden  sich  die  im  Nerven  aufsteigend 
fliessenden  Strommaxima  von  den  abwärts  fliessenden  durch 
grössere  physiologische  Wirkung,  sodass  man  auch  die  ab- 
wechselnde Strömungsrichtung  dieser  Maxima  erkennen  kann. 

Dadurch  ist  constatirt,  dass  selbst  eine  leere,  am  einen 
Ende  isolirte,  am  anderen  Ende  mit  dem  Erdboden  verbundene 
Spirale  sich  abwechselnd  positiv  und  negativ  ladet,  und  die 
entgegengesetzte  Elektricität  in  den  Erdboden  austreibt,  bis 
sie  nach  einer  Reihe  von  Schwankungen  zur  Ruhe  kommt. 

Die  Theorie  lässt  ferner  hieraus  die  Folgerung  ziehen, 
dass  solche  Schwankungen,  nur  etwas  schneller  abnehmend,  in 
einer  inducirten  Spirale  beim  Oeffnungssehlage  auch  dann  statt- 
finden, wenn  ihre  Enden  durch  einen  sclilecht  leitenden  Körper, 
z.  B.  einen  Nerven,  verbunden  sind,  sodass  auch  die  elektrische 
Bewegung  im  Nerven  aus  Oscillationen  von  schnell  abnehmen- 
der Stärke  und  nahehin  derselben  Sekwingung.sdauer  besteht, 
welche  die  Spirale  bei  vollkommener  Isolation  eines  ihrer 
Enden  giebt. 
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Ueber  die  Gesetze  der  inconstanten  elektrischen 
Ströme  in  körperlich  ausgedehnten  Leitern. 

Aus:  Verhandlungen  des  naturliistorisch-medicinischen  Vereins  zu  Heidel- 
berg. Bd.  V.  S.  84 — 89.  21.  Januar  1870.  (Vorläufige  Anzeige  des 

folgenden  Aufsatzes.) 


Wenn  leitende  Körper  von  elektrischen  Strömen  von  ver-  8t 
änderlicher  Intensität  durchströmt  werden,  ist  die  elektromo- 
torische Kraft  im  Innern  derselben  nicht  blos  abhängig  von 
den  elektrostatischen  Kräften  der  freien  Elektricität,  die  auf 
der  Oberfläche  oder  auch  vielleicht  im  Innern  der  Leiter  ver- 
breitet ist,  sondern  sie  hängt  auch  von  Inductionswirkungen  ab, 
welche  die  elektrischen  Ströme  bei  der  Veränderung  ihrer  In- 
tensität gegenseitig  auf  einander  ausüben.  In  den  meisten 
Fällen,  so  oft  nämlich  die  Dichtigkeit  der  freien  Elektricität 
an  der  Oberfläche  oder  im  Innern  der  Leiter  sich  verändert, 
haben  wir  es  nicht  durchaus  mit  geschlossenen  Strömen  zu 
thun,  für  welche  allein  die  Gesetze  der  Induction  vollständig 
und  genau  bekannt  sind,  sondern  die  vorkommenden  Ströme 
sind  der  Regel  nach  zum  Theil,  oder  auch  wohl  alle,  unge- 
schlossene. 

Das  mathematische  Gesetz  der  elektrischen  Induction  ist 
in  verschiedenen  Formen  gegeben  worden;  die  erste  derselben 
von  Herrn  F.  E.  Neumann  (dem  Vater)1),  eine  zweite  von 
Herrn  W.  Weber2),  mit  welcher  auch  die  Consequenzen  der 
von  Herrn  C.  Neumann  (dem  Sohne)  aufgestellten  Hypothese 


1)  Denkschriften  der  Berliner  Akademie  für  1845  und  9.  Aug.  1847. 

2)  Elektrodynamische  Maassbestimmungen.  Leipzig  1846. 
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wenigstens  für  schwächere  Ströme  zusammenstimmen,  eine  dritte 
ist  in  den  Arbeiten  über  Elektrodynamik  von  Herrn  A.  Max- 
well1) enthalten. 

Alle  diese  Formen  geben  für  alle  Fälle,  wo  der  iudu- 
cirende  Strom  geschlossen  ist,  vollkommen  übereinstimmende 
ss  Resultate , aber  sie  differiren , wenn  sie  auf  imgeschlossene 
Ströme  angewendet  werden.  Die  bisher  bekannten  Thatsachen 
erlaubten  nicht  eine  sichere  Entscheidung  zwischen  diesen  ver- 
schiedenen Formen  des  Inductionsgesetzes  zu  treffen. 

Es  wird  nur  als  natürlich  angesehen  werden  dürfen,  wenn 
zunächst  die  geistreiche  Hypothese  von  Herrn  W.  Weber, 
welche  den  Vortlieil  hatte,  alle  bis  dahin  bekannten  elektrischen 
Phänomene  unter  einem  verhältnissmässig  einfachen  Gesichts- 
punkte zu  vereinigen,  als  Ausgangspunkt  weiterer  Untersuchun- 
gen bevorzugt  wurde.  Die  Bewegungsgesetze  der  inconstanten 
elektrischen  Ströme  in  körperlichen  Leitern  wurden  aus  der 
Weber’schen  Hypothese  von  Herrn  Kirchhoff2)  abgeleitet, 
und  auf  die  Ströme  in  dünnen  Drähten  angewendet;  ein  Fall 
der  Anwendung,  bei  welchem  übrigens,  wie  ich  hier  gleich  be- 
merken will,  die  Unterschiede  der  verscliiedenen  Theorien  ver- 
schwinden, wenigstens  wenn  man  gewisse  factisch  unendlich 
klein  bleibende  Grössen  auch  in  der  Theorie  als  unendlich 
klein  voraussetzt.  Dieselben  Bewegungsgleichungen  sind 
dann  von  Herrn  Jochmann3)  auf  die  Ströme  in  Leitern,  die 
unter  dem  Einflüsse  eines  Magneten  rotiren,  an  gewendet  wor- 
den; endlich  von  Herrn  Lorberg4)  auf  Bewegungen  der  Elek- 
tricität  in  einer  Kugel,  wie  sie  imter  dem  Einflüsse  periodisch 
wechselnder  inducirender  äusserer  Kräfte  zu  Stande  kommen 
müssen.  In  den  Untersuchungen  von  Herrn  Joch  mann  ver- 
schwindet ebenfalls  das,  was  dem  Weber’schen  Gesetze  eigeu- 
thümlich  ist,  weil  er  es  wesentlich  auch  nur  mit  geschlossenen 
Strömen  zu  thun  hatte.  Die  Untersuchungen  von  Herr  Lor- 
berg zeigen,  dass  in  der  Kugel  imter  dem  Einflüsse  beliebiger 


1)  London  Philosophical  Transactions  1865.  P.  I.  p.  459. 

2)  Pogg.  Annalen.  CII.  S.  529. 

3)  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik.  Bd.  LXIII. 

4)  Ebenda.  Bd.  LXXI.  S.  53. 
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periodischer  Kräfte  Integrale  der  Bewegungsgleichungen  her- 
gestellt werden  können,  welche  stets  endlich  bleibenden  Be- 
wegungen entsprechen,  aber  es  kann  in  diesem  Falle  nicht 
unterschieden  werden,  ob  diese  Bewegungen  durch  die  betref- 
fenden äusseren  Kräfte  hervorgerufen  werden  können,  oder 
nur  durch  sie  in  ihrem  Ablauf  verändert  sind,  eine  Unter- 
scheidung, che  in  diesem  Falle  wesentliche  Bedeutung  hat. 

Ich  wurde  zu  den  Untersuchungen,  deren  Resultate  ich 
liier  mittheilen  will,  geführt  durch  die  Frage,  wie  elektrische 
Ströme  im  Innern  von  leitenden  Körpern  anheben  zu  tiiessen, 
da  ihre  physiologische  Wirkung  wesentlich  auf  der  Plötzlich- 
keit ihres  Eintrittes  beruht.  Dabei  zeigte  sich,  dass  die  auf 
das  Web  ersehe  Gesetz  gegründeten  Bewegungsgleichungen 
der  Elektricität  einer  Revision  bedürfen. 

Es  lassen  sich  alle  bisher  aufgeführten  Formen  des  In- 
ductionsgesetzes  auf  eine  gemeinsame  Form  zurückfUhren,  in 
welcher  sie  nur  durch  die  verschiedenen  Wertlie  einer  darin  se 
enthaltenen  (konstanten  verschieden  sind. 

Nennen  wir  i die  Intensität  in  einem  Stromelement  De, 
und  j in  einem  anderen  Da,  positiv  gerechnet,  wenn  die  posi- 
tive Elektricität  in  Richtung  der  wachsenden  g oder  a strömt, 
r die  Entfernung  zwischen  Dg  und  Da,  ferner  (Dg,  Do)  den 
Winkel  zwischen  den  Richtungen  von  Dg  und  Do,  ( r , Dg)  und 
(r,  Do)  die  Winkel,  welche  die  Richtung  von  r mit  Dg  und 
Do  macht,  so  ist  der  allgemeinste  Ausdruck  p für  das  elek- 
trodynamische Potential  der  Stromelemente  Dg  und  Da  auf 
einander,  wenn  wir  nur  die  Voraussetzung  festlialten,  dass  die 
Wirkungen  ungeschlossener  Ströme  nicht  von  einer  anderen 
Function  der  Entfernung  abhängen,  als  die  geschlossener, 
folgender: 

• • _ 

p = — { ^j(l  + /<)  cos  (Dg,  Da)  -f  (1  — k)cos(r,  Dg)  cos  (r,  D(y).J 

Darin  ist  k eine  (konstante  von  unbekanntem  Werthe.  Der 
mit  k multiplicirte  Theil  dieses  Ausdruckes  ist  gleich: 

, . . d2r 
* dJ7I^r 
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und  verschwindet  also , so  oft  g oder  g eine  geschlossene 
Strombahn  ist,  und  wir  über  die  geschlossene  Bahn  integriren. 
Es  hat  also  der  Werth  von  k keinen  Einfluss  auf  alle  die- 
jenigen elektrischen  Bewegungen,  bei  denen  alle  Ströme  ge- 
schlossen sind. 

Die  Werthe  von  k sind: 

bei  F.  E.  Neumann  k = 1 
bei  CI.  Maxwell  k = 0 


Aus  diesem  Werthe  von  p habe  ich  also,  wie  Herr 
Kirchhoff  aus  dem  Weber’schen  Gesetze,  die  Bewegungs- 
gleichungen der  Elektricität  in  einem  körperlich  ausgedehnten 
Leiter  entwickelt. 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  auf  folgende  Form  bringen: 
Es  seien  Z7,  I7,  W die  Werthe  des  elektrodynamischen  Poten- 
tials für  die  Einheit  des  Stromes,  die  an  einem  gegebenen  Orte, 
beziehlich  den  a-,  y oder  z parallel  fliesst,  <i>  die  elektrostatische 
Potentialfunction  ebendaselbst,  t die  Zeit.  Die  Bewegung  der 
Elektricität  soll  im  Innern  eines  Leiters  S bestimmt  werden, 
dessen  specifischer  Widerstand  x sei;  den  äusseren  Raum  be- 
zeichnen wir  mit  S1,  die  Grenzfläche  zwischen  S und  S 1 mit 
Sl,  und  die  nach  aussen  gerichtete  Normale  derselben  mit  N. 

Die  Werthe  der  Functionen  U etc.  in  Sl  bezeichnen  wir 
mit  Ul  etc.  Wir  setzen  ferner  voraus,  dass  die  etwa  vorhan- 
denen Stromcomponenten , welche  Bewegungen  elektrischer 
Massen  im  äusseren  Raume  entsprechen,  ul,  vl,  wl  gegeben 
seien.  Dann  sind  die  Bedingungen  des  Problems  folgende: 

A)  Im  Innern  von  S und  Sl : 


bei  W.  Weber  k = — 1. 


dU  dV  dW  . d(T) 
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B)  Im  Innern  von  S: 
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C)  Im  Innern  von  S 1 : 

AU1  - (i  — = — 4n«‘ 


Li  I?  und  C ist  mit  dem  Zeichen  AU  u.  s.  w.  gemeint 
die  Operation: 


AU — 


dH 7 dH 7 
dx 2 ' dy2  ' 


rf2*7 
dx*  * 


D)  Grenzbedingungen  an  der  Fläche  <2: 

U-  Ul  = V—  V1  = JF-  JF1  = o 

du  dUl  _dV  dVl  dW  dJF1 

dN  dN  “ rfY  e*Y  “ rfY  rfY  “ °* 


E)  Grenzbedingungen  für  imendliche  Entfernung: 

u1  = f1  ss  /r  = = o.1) 

Die  Geschwindigkeiten  iz,  v,  der  strömenden  Elektricität 
im  Linern  von  S werden  durch  Gleichungen,  die  ganz  von  der 
Form  wie  C sind,  erhalten. 

Hier  ist  eine  Analogie  hervorzuheben.  Die  Form  der 
Gleichungen  A und  B für  das  Innere  von  S ist  nämlich  gleich 
den  Gleichungen  für  die  Bewegungen  eines  der  Reibung  unter- 
worfenen Gases,  dessen  Geschwindigkeiten  und  Dichtigkeits- 
änderungen  so  klein  sind,  dass  man  die  davon  abhängenden 
Glieder  zweiter  Dimension  vernachlässigen  kann.  Es  vertreten 
dann  in  unseren  Gleichungen  die  Componenten  des  elektro- 
dynamischen Potentials  U \ V,  IV  die  Geschwindigkeitscompo- 
nenten  des  Gases,  k 0 die  Vergrösserung  der  Dichtigkeit  des 


1)  In  Hm.  Prof.  Kirchhoff’s  Gleichungen  werden  meine  über- 
gefiihrt,  wenn  man  setzt  Je  — — 1 und: 

— i v A'-?- 
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85  Gases,  0 A 2 die  Yergrösssening  des  durch  die  Dichtigkeit 
dividirten  Druckes.  Es  ist  feiner  xj4rrA 2 die  Constante  für 
diejenige  Reibung,  die  durch  Verschiebung  der  Schichten  ent- 
steht, x(l  ~ h)j 4 rrA2  die  Gonstante  der  Reibung,  welche  durch 
Dichtigkeitsänderungen  hervorgerufen  wird.  Diese  Vergleichung 
ist  aber  direct  anwendbar  nur  so  lange,  als  k und  1 — k posi- 
tive Wertlie  haben.  Wenn  k negativ  wäre,  würde  ein  solches 
Gas  bei  Verdichtung  kleineren,  bei  Verdünnung  grösseren 
Druck  ausüben  müssen,  und  deshalb  labiles  Gleichgewicht 
haben. 

Art  des  Gleichgewichts  der  Elektricität.  Der 
Gesammtbetrag  P derjenigen  Arbeit,  welche  durch  Aeuderung 
der  elektrischen  Strömung  und  Vertheilung  in  S verändert 
werden  kann,  lässt  sich  auf  die  Form  bringen : 


P= 


+ 


l 

4 n 


Darin  sollen  Up  und  Uq  irgend  eine  der  Grössen  U,  V,  //'. 
und  xp  wie  xq  die  entsprechenden  Coordinaten  x,  y oder  z be- 
deuten. Wenn  /<  = o oder  positiv  ist,  so  ist  /*die  Summe  von 
lauter  positiven  Quadraten,  und  also  nothwendig  positiv.  Wenn 
k negativ  ist,  kann  P aber  auch  negativ  werden,  z.  B.  in  dem 
sehr  allgemeinen  Falle,  wo  0 — o und  U,  V7  IV  Differential- 
quotienten einer  und  derselben  Function  der  Coordinaten  nach 
x , y}  z sind. 

Aus  den  gegebenen  Gleichungen  folgt  ferner,  dass  der 
Differentialquotient  dP/dt  nothwendig  negativ  ist,  wenn  keine 
äusseren  Kräfte  einwirken.  Nämlich  es  ist: 

^7  = — kJ  ("2  + ”a  + tr?)  d S. 


Daraus  folgt,  dass  wenn  P bei  negativem  Werthe  von  h 
einmal  negativ  werden  kann , es  zu  immer  grösseren  und 
grösseren  negativen  Werthen  fortschreiten  muss,  wenn  die  Be- 
wegung ohne  Wirkung  äusserer  Kräfte  vor  sich  geht.  Auch 
lässt  sich  zeigen,  dass  dP/dt  unter  diesen  Umständen  nicht 
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unter  einen  gewissen  endlichen  Werth  herabgehen  kann,  dass 
also  P schliesslich  negativ  unendlich  werden  muss. 

Das  zeigt  an,  dass  wenn  k negativ  ist,  die  oben  aufgestellten 
Bewegungsgleichungen  der  Elektricität  für  diese  ein  labiles 
Gleichgewicht  ergeben1);  dagegen  ist  das  Gleichgewicht  stabil, 
wenn  k positiv  oder  Null  ist. 

Uebcr  die  Frage,  ob  die  zu  unendlich  zunehmender  Störung 
des  Gleichgewichts  fortschreitenden  Bewegungen  durch  äussere 
inducirende  Kräfte  hervorgerufen  werden  können,  habe  ich  erst 
in  einem  Falle2)  entscheiden  können,  nämlich  wenn  in  einer 
unendlich  ausgedehnten  ebenen  leitenden  Platte  durch  An- 
näherung oder  Entfernung  ihr  paralleler  unendlich  ausgedehn- 
ter Elektricitätsschichten  elektrische  Bewegungen  hervorgerufen 
werden.  Es  lässt  sich  zeigen,  dass  im  Allgemeinen  solche  Be- 
wegungen entstehen,  so  oft  einer  der  Differentialquotienten  der 
Geschwindigkeit  der  inducirenden  Platten,  nach  der  Zeit  ge- 
nommen, discontinuirlich  wird. 

Ich  folgere  hieraus,  dass  die  für  die  Elektricitätsbewegung 
aufgcstellten  Gleichungen  mit  der  Annahme  eines  negativen 
Werthes  von  k nicht  zulässig  sind,  während  sie  bei  An- 
nahme des  Werthes  Null  (Maxwell)  oder  positiven  Werthes 
(Neu mann  sen.)  vollkommen  entsprechende  Resultate  liefern. 

Die  auch  von  Herrn  Lorberg  acceptirte  Modification  der 
W eher  ’schen  Annahme , wonach  die  Elektricität  Masse  und 
Beharrungsvermögen  haben  soll,  ändert  an  diesen  Resultaten 
nichts  Wesentliches. 

Fortpflanzungsweise  elektrischer  Bewegungen  in 
Leitern.  Die  Fortpflanzung  geschieht,  theils  in  Querschwin- 
gungen, die,  wie  schon  Herr  Prof.  Kirchhoff  nachgewiesen 
hat,  sich  nach  Art  der  geleiteten  Wärme  verbreiten,  wobei 


1)  Dass  bei  gewissen  Bewegungen  im  Innern  einer  leitenden  Kugel 
sich  das  Gleichgewicht  der  Elektricität  nach  dem  Web  ersehen  Gesetze 
als  labil  erweist,  hatte  vor  mir  schon  Hr.  Prof.  Kirchhoff  bemerkt,  wie 
ich  aus  mündlichen  Mitteilungen  von  ihm  weiss. 

2)  Nachträglicher  Zusatz.  Es  ist  mir  seitdem  der  Beweis  auch 
für  die  Bewegungen  in  einer  leitenden  Kugel  gelungen,  in  der  die  Elek* 
trieität  durch  Annäherung  und  Entfernung  eines  elektrischen  Körpers  in 
Bewegung  gesetzt  ist. 
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der  Werth  der  Constante  k ohne  Einfluss  ist.  Zum  Theil  ge- 
schieht sie  in  Längsschwingungen,  die  einer,  nach  der  Schwin- 
gungsdauer und  dem  Widerstande  des  Leiters  verschiedenen 
Dämpfung  unterworfen  sind.  Bei  grosser  Schwingungsdauer 
oder  sehr  guter  Leitung,  wenn  die  Dämpfung  unmerklich  wird, 
ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  gleich  1/AYk.  Bei  Max- 
well’s Annahme  wird  sie  unendlich  gross,  und  die  Unter- 
suchung zeigt,  dass  hierbei  dann  gar  keine  freie  Elektricität 
in  das  Innere  des  Leiters  eintreten  kann,  wenn  sie  nicht  von 
Anfang  an  da  war.  Nach  F.  E.  Neumann’s  Annahme,  A = l, 
wird  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  gleich  1 j A , welche 
Grösse  nach  Weber ’s  Messungen  der  Geschwindigkeit  des 
Lichtes  gleich  zu  sein  scheint. 
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Ueber  die  Theorie  der  Elektrodynamik. 

Erste  Abhandlung. 


Ueber  die  Bewegungsgleichungen  der  Elektricität 
für  ruhende  leitende  Körper. 

Aus:  Borchardt’s  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik. 

Bd.  LXXII.  S.  57-129. 


Bei  Gelegenheit  gewisser  Versuche  wurde  ich  veranlasst,  67 
die  Frage  zu  discutiren,  in  welcher  Weise  elektrische  Ströme 
im  Inneren  eines  körperlich  ausgedehnten  Leiters  zu  fliessen 
beginnen.  Ich  suchte  Aufschluss  darüber  aus  der  Theorie  zu 
gewinnen.  Die  Bewegungsgleichungen  der  elektrischen  Ströme 
von  veränderlicher  Intensität  für  Leiter  von  drei  Dimensionen, 
welche  sich  aus  Herrn  W.  Web  er ’s  sinnreicher  Hypothese  über 
das  Wesen  der  elektrischen  Fernwirkungen  ergeben,  sind  von 
Herrn  G.  Kirchhoff1)  entwickelt,  und  theils  von  ihm,  theils 
von  anderen  Mathematikern  mit  Erfolg  zur  Erklärung  einiger 
Beobachtungsthatsachen  benutzt  worden.  Bei  meinem  Ver- 
suche, sie  auf  eine  neue  Aufgabe  anzuwenden,  ergaben  sich 
physikalisch  unzulässige  Folgerungen,  und  die  nähere  Unter- 
suchung überzeugte  mich  bald,  dass  der  Grund  davon  in  den 
Principien  der  Theorie  stecke,  dass  nämlich  nach  den  Fol- 
gerungen aus  der  Weber’schen  Theorie  das  Gleichgewicht  der 
ruhenden  Elektricität  in  einem  leitenden  Körper  labil  sei,  und 

1)  Pogg.  Annalen  CIL  S.  529. 

Helmholtz,  wissencch.  Abhandlungen  35 


Digitized  by  Google 


546 


Elektrodynamik. 


I 


dass  deshalb  die  darauf  gegründete  Theorie  die  Möglichkeit 
von  elektrischen  Strömungen  anzeige.  die  zu  immer  grösser 
werdenden  Werthen  der  Strömungsintensität  und  der  elek- 
trischen Dichtigkeit  fortschritten. 

Als  ich  dagegen  versuchte,  neue  Bewegungsgleichungen 
zu  bilden,  bei  denen  ich  statt  des  Web  ersehen  Gesetzes  für 
die  Induction  zweier  Stromelemente  auf  einander  das  von  Hemi 
F.  E.  Neumann1)  (dem  Vater)  formulirte  Gesetz  zu  Grunde 
legte,  erhielt  ich  brauchbare  Gleichungen,  die  für  die  ruhende 
Elektricität  stabiles  Gleichgewicht  ergaben. 

Bei  diesem  Widerstreite  der  Theorien  schien  es  mir  rath- 
sam,  möglichst  wenig  den  Boden  der  Thatsachen  zu  verlassen 
58  und  in  der  Theorie  unbestimmt  zu  lassen.  vras  bisher  nicht 

7 

als  durch  Versuche  entschieden  angesehen  werden  konnte.  Die 
Art,  'wie  ich  in  diese  Frage  hineingezogen  war,  liess  schon  er- 
kennen, dass  die  Untersuchung  selbst  eine  gewisse  Einengung 
in  der  Breite  der  zulässigen  Annahmen  herbeiführen  würde; 
denn  nur  diejenigen  Annahmen  konnten  beibehalten  werden, 
die  für  die  ruhende  Elektricität  stabiles  Gleichgewicht  ergeben. 
Zweitens  schien  zu  hoffen,  dass  eine  solche  Theorie  erkennen 
lassen  würde,  bei  welchen  Classen  von  elektrischen  Versuchen 
wir  erwarten  dürften  Erscheinungen  zu  beobachten,  welche 
auf  das  wrahre  Gesetz  der  Femwirkung  zweier  Stromelemente 
gegen  einander  einen  Rückschluss  erlauben  würden,  und  um- 
gekehrt, bei  welchen  anderen  Classen  von  Versuchen  die  be- 
stehende Lücke  unserer  Kenntnisse  keinen  wesentlichen  Einfluss 
auf  ihre  theoretische  Erklärung  und  Ableitung  habe.  Diese 
Aussicht  ist  auch  in  einem  gewissen  Sinne  erfüllt  wrorden,  iudem 
sich  zeigt,  dass  die  mit  den  uns  gegenwärtig  zu  Gebote  stehen- 
den Beobachtungsmitteln  wahrzunehmenden  Erscheinungen  von 
jener  Lücke  in  unseren  Kenntnissen  wahrscheinlich  nirgends 
Kunde  geben,  und  daher  auch  zunächst  nichts  zu  deren  Aus- 
füllung beitragen  werden. 

1)  Die  mathematischen  Gesetze  der  inducirten  elektrischen  Strome 
Schriften  der  Berliner  Akademie  der  Wissensch.  von  1845.  — Besonders 
abgedmekt.  Berlin,  Reimer  1846.  — Ueber  ein  allgemeines  Princip  der 
mathematischen  Theorie  inducirter  elektrischer  Ströme.  Berlin,  Reimer  1848. 
(Vorgelegt  der  Berliner  Akademie  9.  August  1847.) 
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Die  wesentlichste  Lücke  der  Theorie  in  dem  vorhegenden 
Gebiete  bezieht  sich  auf  die  durch  Aenderung  der  Strominten- 
sität vorhandener  elektrischer  Ströme  inducirten  elektromo- 
torischen Kräfte,  sobald  die  inducirenden  Ströme  nicht  voll- 
ständig geschlossen  sind.  Der  charakteristische  Unterschied 
zwischen  einem  System  geschlossener  und  einem  System  un- 
geschlossener Ströme  ist,  dass  in  ersterem  keine  Veränderungen 
in  der  Dichtigkeit  der  freien  Elektricität  Vorkommen,  wohl 
aber  in  dem  letzteren.  Bisher  kennen  wir  mm  aus  der  Er- 
fahrung mit  liinreichender  Genauigkeit  die  Gesetze  der  elektro- 
dynamischen Anziehungen  und  die  damit  connexen  Gesetze  der 
inducirten  elektromotorischen  Kräfte  nur  für  geschlossene 
Ströme,  oder  höchstens  solche  Fälle  ungesehlossener  Ströme 
(Leydener  Flaschen),  bei  denen  die  Unterbrechungsstelle  ein- 
flusslos auf  die  elektrodynamischen  Wirkungen  blieb. 

Der  Standpunkt  der  reinen  Erfahrungsthatsachen  ist  ge- 
wahrt, wenn  man  nach  Ampere  ’s  Vorgang  die  elektrodyna- 
mischen Anziehungen  darstellt  als  die  Kräfte,  welche  zwei  von 
den  Stromkreisen  begrenzte  Flächen,  mit  magnetischen  Doppel- 
schichten bedeckt,  auf  einander  ausüben;  aber  diese  Art  der 
Darstellung  kann,  wie  ersichtlich,  auf  ungeschlossene  Ströme 
nicht  ausgedehnt  werden. 

Indessen  liegt  es  in  der  Natur  der  Sache,  dass  man  ver- 
suchen musste  die  Gesammtwirkung  zweier  Stromkreise  auf 
einander  nicht  von  zwei  imaginären,  durch  sie  begrenzten  Flächen 
herzuleiten,  sondern  sie  in  die  Wirkungen  ihrer  einzelnen  Eie-  59 
mente  aufzulösen.  Dabei  zeigte  sich,  dass  das  Gesetz  der 
Elementarwirkungen  nicht  vollständig  und  eindeutig  aus  dem 
der  Gesammtwirkung  bestimmt  werden  konnte.  Schon  Ampere 
hatte  ein  Gesetz  für  die  anziehenden  und  abstossenden  Kräfte 
gegeben,  welche  zwei  Stromelemente  aufeinander  ausüben. 
Hr.  Grassmann1)  zeigte,  dass  dafür  auch  andere  Kräfte  ein- 
geführt werden  konnten,  ohne  das  Resultat  bei  irgend  einer  An- 
wendung auf  geschlossene  Ströme  zu  verändern.  Herr  F.  E.  Neu  - 
mann  (Vater)  leitete  aus  Ampere’s  Gesetzen  für  die  Kräfte 


1)  Neue  Theorie  der  Elektrodynamik  in  Poggcndorff ’s  Annalen 
LXIV.  1845. 
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den  Ausdruck  für  das  Potential  zweier  Stromelemente  ab.  und 
sprach  zuerst  das  daraus  herfliessende  Gesetz  der  Induction 
aus,  im  Wesentlichen  gestützt  auf  die  Erfahrungsregel,  dass  die 
durch  Bewegung  von  Magneten  oder  Stromleitern  indueirten 
Ströme  dieser  Bewegung  immer  entgegenwirken.  Wenig  später 
erschien  der  erste  Abschnitt  von  Herrn  W.  Web  er ’s  „Elektro- 
dynamischen Maassbestimmungen“,  in  denen  er  zuerst  das  unter 
seinem  Namen  bekannte  Gesetz  der  elektrischen  Fernwirkung 
aufstellte,  welches  alle  bis  dahin  bekannten  Wirkungen  der 
Elektricität,  die  elektrostatischen,  elektrodynamischen  und  in- 
ducirenden  unter  einen  Gesichtspunkt  zusammenfasste.  Das 
daraus  hergeleitete  Inductionsgesetz  war  abweichend  von  dem 
Neumann’schen  Gesetze;  aber  es  zeigte  die  darauf  folgende 
Discussion,  dass,  bei  richtiger  Anwendung  des  Weber’sehen 
Gesetzes,  es  für  alle  Fälle,  wo  der  inducirende  Strom  ge- 
schlossen ist,  genau  dieselben  Resultate  giebt,  wie  das  von 
Herrn  Neumann  aufgestellte  Gesetz. 

Da  die  von  Herrn  C.  Neu  mann  (Sohn)1)  aufgestellte  Hypo- 
these über  die  elektrischen  Fernwirkungen  für  geringere  Strö- 
mungsgeschwindigkeiten der  elektrischen  Massen  zum  Web  er- 
sehen Gesetze  führt,  so  ist  auch  das  daraus  folgende  In* 
ductionsgesetz  dasselbe,  so  lange  nur  die  ersten  Potenzen  der 
Stromstärken  zu  berücksichtigen  sind. 

Ein  anderes  Gesetz  der  Induction  ist  dagegen  in  den 
Arbeiten  von  Herrn  CI.  Maxwell2),  wenn  auch  in  verdeckter 
Form,  enthalten,  welches  wiederum  für  geschlossene,  aber  nicht 
für  ungeschlossene  Ströme  mit  den  beiden  vorher  erwähnten 
übereinstimmt. 


Analytisch  genommen  beruht  das  bezeichnet#  Verhaltes 
dieser  verschiedenen  Gesetze  darauf,  dass  die  Differenzen 
60  zwischen  den  Werthen,  die  sie  ergeben,  alle  auf  die  Form: 


B 


d* . da 


1)  Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Göttingen.  16.  Juni  1868. 

2)  London,  Philosophical  Transactions  1865.  P.  I.  p.  459. 
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gebracht  werden  können,  wo  r die  Entfernung  der  beiden  Strom- 
elemente ds  und  da,  und  B eine  Constante  bezeichnet  Diese 
Grösse  liefert  aber  ein  Integral  vom  YVerthe  Null,  so  oft  sie 
über  einen  ganzen  geschlossenen  Stromkreis,  sei  es  s oder  er, 
integrirt  wird.  Ihr  Einfluss  verschwindet  also  aus  dem  Re- 
sultate, so  oft  dabei  einer  der  beiden  Stromkreise  als  geschlossen 
in  die  Rechnung  eingeführt  wird.  Dasselbe  würde  übrigens 
der  Rail  sein,  wenn  r auch  nur  irgend  eine  Function  der  Ent- 
fernung bedeutete.  Im  ersten  Paragraphen  der  folgenden 
Untersuchung  ist  gezeigt  worden,  dass  letzteres  die  allgemeinste 
Annahme  ist,  welche  für  das  Potential  zweier  Stromelemente 
gewählt  werden  kann,  wenn  das  Potential  geschlossener  Strom- 
systeme immer  seinen  richtigen  Werth  erhalten  soll.  Wenn 
man  übrigens  noch  die  Annahme  hinzufügt,  wie  dies  in  den 
folgenden  Untersuchungen  geschehen  ist,  dass  die  Wirkung  un- 
geschlossener  Ströme  in  die  Ferne  keiner  anderen  Function 
der  Entfernung  proportional  sei,  als  die  aller  anderen  elek- 
trischen Wirkungen,  so  ist  unter  r in  dem  obigen  Ausdrucke 
die  Entfernung  selbst  zu  verstehen. 

Auf  die  hier  gemachten  Bemerkungen  gestützt,  habe  ich 
meiner  Untersuchung  einen  Ausdruck  für  das  Potential  zweier 
Stromelemente  zu  Grunde  gelegt  [§  1,  Gleichung  (1]),  welcher 
eine  Constante  von  unbekanntem  Werthe  (bezeichnet  mit  k)  ent- 
hält, und  in  dieser  Form  die  sämmtlichen  bisher  für  dieses 
Potential  aufgestellten  Ausdrücke  umschliesst.  Aus  meinem 
allgemeineren  Ausdrucke  ergiebt  sich  nämlich  der  von  Herrn 
F.  E.  Neumann  gebrauchte,  wenn  wir  setzen  k = 1,  dagegen 
der  von  Herrn  CI.  Maxwell,  wenn  wir  setzen  k — 0,  und  end- 
lich der  von  Herrn  W.  Weber  und  C.  Neumann,  wenn  wrir 
setzen  k = — 1. 

Die  besondere  Form  der  Herleitung  des  betreffenden  Aus- 
druckes, wie  sie  im  ersten  Paragraphen  durchgefÜlu’t  ist,  habe 
ich  gewählt,  um  hervortreten  zu  lassen,  dass  unter  Hinzunahme 
der  schon  erwähnten  Hypothese  dieser  (Ausdruck  der  allge- 
meinste ist,  der  den  Bedingungen  der  Aufgabe  und  dem  Ge- 
setze von  der  Erhaltung  der  Kraft  entspricht.  Die  weitere  An- 
nahme, dass  auch  die  elektrodynamischen  Wirkungen  der 
ungeschlossenen  Stromtheile  ihrer  Stromintensität  einfach  pro- 
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portional  sind,  widerspricht  gewissen  Folgerungen  der  Weber  - 
sehen  Hypothese,  die  übrigens  noch  in  keinem  Falle  durch  die 
Erfahrung  unterstützt  worden  sind.  Wie  es  sich  damit  aber 
6i  auch  verhalten  mag,  jedenfalls  wird  für  geringere  Stromstärken, 
die  unterhalb  einer  gewissen  Grenze  bleiben,  meine  Annahme 
zulässig  sein,  sodass  diese  ungünstigsten  Falls  die  Anwendbarkeit 
der  von  mir  gezogenen  Folgerungen  nur  in  Bezug  auf  die  zu- 
lässigen Stromstärken  beschränkt. 

Im  zweiten  Paragraphen  sind  die  Werthe  des  elektro- 
dynamischen Potentials  für  Ströme,  die  continuirlich  im  Baume 
verbreitet  sind,  entwickelt,  und  zum  weiteren  Gebrauche  um- 
geformt.  Die  Art  der  Umformung  und  die  analytischen  Kunst- 
griffe, welche  dabei  angewendet  sind,  sind  im  Wesentlichen 
dieselben,  welche  schon  Herr  Kirchhoff  für  denselben  Zweck, 
aber  auf  einen  etwas  anders  gestalteten  Ausdruck  angewendet 
hatte. 

Dann  sind  im  dritten  Paragraphen  die  Bewegungs- 
gleichungen der  Elektricität  aufgestellt,  und  auf  ein  System 
von  Differentialgleichungen  gebracht  worden.  Letztere  sind  im 
Innern  eines  Leiters  von  gleichmassiger  Beschaffenheit  die- 
selben, wie  ffir  verschwindend  kleine  Bewegungen  in  einem 
der  Reibung  unterworfenen  Gase,  nur  mit  anderen  Grenzbe- 
dingungen. Dabei  entsprechen  aber  die  elektromotorischen 
Kräfte  den  Geschwindigkeiten  des  Gases,  die  elektrostatische 
Potentialfunction  den  Druck-  und  Dichtigkeitsänderungen  des 
Gases. 

Im  vierten  Paragraphen  folgt  dann  die  Untersuchung, 
ob  durch  die  aufgestellten  Gleichungen  der  Verlauf  der  Be- 
wegung eindeutig  bestimmt  sei.  Dies  ist  der  Fall,  wrenn  die 
Constante  k nicht  negativ  ist.  Weim  sie  aber  negativ  ist,  er- 
giebt  sich,  dass  der  Werth  der  durch  die  elektrische  Bewegung 
repräsentirten  Arbeit  negativ,  d.  h.  kleiner  als  im  Ruhezu- 
stände werden  kann,  was  das  Zeichen  eines  labilen  Gleich- 
gewichtes der  Elektricität  im  Ruhezustände  ist.  In  der  Thai 
wird  ganz  allgemein  für  Leiter  jeder  Form  nachgewiesen,  dass, 
wenn  die  genannte  Arbeitsgrösse  erst  einmal  einen  negativen 
Werth  hat,  die  Bewegung,  sich  selbst  überlassen,  fortdauernd 
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anschwillt  und  zu  unendlichen  Geschwindigkeiten  und  Dichtig- 
keiten der  Elektricität  führt. J) 

Die  Frage  konnte  noch  sein,  ob  solche  Bewegungen,  die 
nach  der  labilen  Seite  des  elektrischen  Gleichgewichtes  hin  aus- 
schlagen,  durch  die  bekannten  äusseren  Einwirkungen,  welche 
uns  bei  wirklichen  Versuchen  zu  Gebote  stehen,  hervorgerufen 
werden  könnten,  falls  die  Constante  k wirklich  einen  negativen 
Werth  hätte.  Es  wird  im  fünften  Paragraphen  an  einem 
Beispiel,  nämlich  der  Kugel,  gezeigt  werden,  dass  dies  wirklich 
der  Fall  ist.  Es  muss  dies  nachweisbar  im  allgemeinen  ge- 
schehen, so  oft  elektrische  Bewegungen  in  einer  homogenen 
leitenden  Kugel  dadurch  hervorgerufen  werden,  dass  man  ihr 
einen  elektrisirten  Körper  nähert,  und  ihn  dann  wieder  entfernt, 
gewisse  besondere  Bewegungsarten  des  elektrisirten  Körpers 
ausgenommen. 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Annahme  eines  nega- 
tiven Werthes  für  die  Constante  /<,  wie  sie  im 
Weber’schen  Inductionsgesetze  gemacht  ist,  unzu- 
1 ässig  ist. 

Es  kann  auffallen,  dass  in  den  bisherigen  Arbeiten  über 
dieses  Thema,  welche  alle  das  von  Herrn  Kirchhoff1 2)  aus 
dem  Weber’schen  Inductionsgesetz  hergeleitete  System  von 
Gleichungen  benutzt  haben,  diese  Unzulänglichkeit  nicht  zum 
Vorschein  gekommen  ist.  In  dieser  Beziehung  ist  zu  bemerken, 
dass  Herr  Kirchhoff  selbst  Anwendungen  der  von  ihm  ge- 
fundenen Gleichungen  nur  auf  unendlich  dünne  Drähte  ge- 
macht hat,  und  es  wird  in  § 7 gezeigt  werden,  dass,  wenn  mir 
solche  Oscillationen  der  Elektricität  als  stattfindend  voraus- 
gesetzt werden,  gegen  deren  Wellenlänge  der  Durchmesser 
des  Drahtes  verschwindend  klein  ist,  der  Einfluss  der  Con- 
stante k ebenfalls  verschwindet,  sodass  Herrn  Kirclihoff’s 
Resultate  durch  die  meinigen  nicht  beeinträchtigt  werden. 


1)  Aus  mündlichen  Mitteilungen  meines  Collegen  Kirchhoff  weiss 
ich,  dass  er  schon  vor  mir  gefunden  hatte,  dass  gewisse  elektrische  Be- 
wegungen in  der  Kugel  nach  den  von  ihm  aus  der  Weber’  sehen  Hypo- 
these abgeleiteten  Gleichungen  diese  Eigenschaft  haben. 

2j  Poggendorff's  Annalen  CII.  S.  529. 
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Dann  hat  Herr  Jochmann1)  dieselben  Gleichungen  an- 
gewendet zur  Bestimmung  der  Ströme  in  einem  rotirenden  und 
der  Einwirkung  eines  Magneten  ausgesetzten  Leiter.  Solche 
Ströme  sind  in  einer  rotirenden  Kugel  immer  geschlossene, 
sodass  der  Einfluss  der  Constante  k verschwindet,  und  in  einem 
Leiter  von  anderer  Form  (Scheibe)  hat  Herr  Jochmann  die 
Einwirkung  der  theiiweise  ungeschlossenen  inducirten  Ströme 
aufeinander  ausser  Rechnung  gelassen. 

Endlich  hat  Herr  Lorberg2)  die  unter  Einwirkung  be- 
liebiger periodischer  äusserer  Kräfte  in  einer  homogenen  leiten- 
den Kugel  vor  sich  gehenden  periodischen  Bewegungen  der 
Elektricität  untersucht,  und  es  ist  ihm  gelungen,  das  ziemlich 
complicirte  System  der  Differentialgleichungen  für  diesen  Fall 
vollständig  zu  integriren.  Seine  Arbeit  zeigt,  dass  periodische 
es  endlich  bleibende  Bewegungen  der  Elektricität  in  einer  Kugel 
unter  Einfluss  periodischer  Kräfte  vor  sich  gehen  können, 
aber  nicht,  dass  solche  Bewegungen  durch  solche  Kräfte  aus 
dem  Zustande  der  Ruhe  hervorgerufen  werden.  Im  Gegentheil, 
die  Vergleichung  mit  den  von  mir  aufgestellten  Integralen  der 
Differentialgleichungen  zeigt,  dass  dauernd  endliche  Bewegungen 
unter  zeitweiliger  Einwirkung  äusserer  Kräfte  in  der  Kugel 
nur  möglich  sind,  wenn  schon  vorher  eine  schwellende  Be- 
wegung der  Elektricität  bestand,  welche  durch  Einwirkung  der 
äusseren  Kräfte  in  eine  abschwellende  verwandelt  werden  ist. 

Die  von  den  Herren  W.  Weber  und  Lorberg  hinzu- 
gefügte Annahme,  dass  die  elektrischen  Flüssigkeiten  träge 
Masse  und  Beharrungsvermögen  hätten,  ändert  nichts  Wesent- 
liches an  diesen  Ergebnissen. 

Auch  die  von  Herrn  W.  Weber3)  angedeutete  Annahme, 
dass  in  elektrisch  geladenen  Theilen  des  Leiters  sich  positive 
imd  negative  Elektricität  mit  verschiedener  Geschwindigkeit 
bewegen  könnten,  wrobei  dann  die  Fernwirkungen  seiner  Hypo- 
these gemäss  nicht  einfach  der  Intensität  der  Strömung  pro- 


1)  B orchardt’s  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik. 
Bd.  LXIII.  S.  15S— 178;  329—331. 

2)  Ebenda.  Bd.  LXXI.  S.  53. 

3)  Elektrodynamische  Maassbestimmungen.  Heft  I.  S.  160—164. 
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portional,  sondern  auch  von  dem  Producte  dieser  Intensität  und 
der  elektrischen  Dichtigkeit  abhängig  werden  würden,  beseitigt 
die  Schwierigkeit  nicht,  da  die  genannte  Annahme  nur  Glieder 
höherer  Dimensionen  hinzufiigen  würde,  die  unzulässigen  Folge- 
rungen aber  schon  aus  den  Gliedern  erster  Dimension  her- 
fliessen,  und  sich  daher  bei  den  allerschwächsten  Strömen 
schon  geltend  machen  müssen. 

Es  scheint  mir  vielmehr,  dass  die  hier  zu  Tage  kommende 
Unzulänglichkeit  des  Weber’schen  Gesetzes  in  der  Natur 
desselben  tief  begründet  ist.  Dieses  Gesetz  fügt  sich  allerdings 
insofern  dem  Gesetze  von  der  Erhaltung  der  Kraft  ein,  als 
es  keinen  Kreisprocess  zulässt,  der  Arbeit  aus  Nichts  erzeugte. 
Aber  es  widerspricht  insofern,  als  zwei  elektrische  Theilchen, 
die  sich  nach  diesem  Gesetze  bewegen  und  mit  endlicher  Ge- 
schwindigkeit beginnen,  in  endlicher  Entfernung  von  einander 
unendliche  lebendige  Kraft  erreichen  und  also  eine  unendlich 
grosse  Arbeit  leisten  können. 

Es  sei  m die  Masse,  welche  sich  mit  dem  elektrischen 
Theilchen  e bewegt;  dieses  sei  der  abstossenden  Kraft  des 
gleichartigen  Theilchens  e unterworfen ; die  Bewegung  geschehe 
in  Richtung  der  Entfernung  r beider  Theilchen.  Nach  dem 
Weber’ sehen  Gesetze  ist: 

d*r  e.e  f\  1 ( dr\*  2 r d*r 

W*  dt*  ~ ~r*  L1  “ ^ ' U/j  + c * ‘ ~dt*\ 


Wir  multipliciren  mit  drjdt  und  integriren: 


oder: 


+ 


e.e 

o 

r.c‘ 


s 


m . c2  — 


e.  e 
r 


Ist  e.e  jr  > j mc2  > O,  so  ist  ( dr/dt )3  positiv  und  gi*össer 
als  c2,  also  drjdt  reell.  Ist  letzteres  selbst  positiv,  so  wird 
r wachsen,  bis  e.ejr  — ^m.c1^  dann  wird  drjdt  unendlich 
gross. 

Dasselbe  wird  geschehen,  wenn  im  Anfänge  C>\m.c2 
>e.e  jrt  und  drjdt  negativ  ist. 
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Dies  könnte  also  schon  im  einfachsten  denkbaren  Falle, 
bei  der  Bewegung  zweier  isolirter  elektrischer  Theilchen  ge- 
schehen. Die  Resultate  unseres  fünften  Paragraphen  zeigen, 
dass  dasselbe  auch  bei  wirklich  ausführbaren  Versuchen  müsste 
Vorkommen  können,  wenn  das  Web  er’ sehe  Gesetz  in  Wirk- 
lichkeit das  Grundgesetz  der  elektrischen  Fern  Wirkungen  wäre.1) 

Im  sechsten  Paragraphen  folgt  dann  eine  Unter- 
suchung darüber,  ob  imd  bei  was  für  Versuchen  ein  wahr- 
nehmbarer Einfluss  der  neu  eingeführten  (konstante  k etwa 
erwartet  werden  könne.  Bilden  wir  die  Gleichungen  für  eine 
radial  von  einem  Centrum  in  einem  unendlich  ausgedehnten 
leitenden  Medium  sich  ausbreitende  elektrische  Bewegung,  so 
zeigt  sich,  dass  sich  in  einem  solchen  Falle  die  Elektricität  in 
longitudinalen  Wellen  ausbreiten  kann,  die  aber  je  nach  der 
Schwingungsdauer  und  dem  Leitungswiderstande  des  Mediums 
ßs  einem  verschiedenen  Grade  von  Dämpfung  unterworfen  sind. 
Ist  die  Dämpfung  gering,  so  ist  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit solcher  longitudinalen  Wellen  nach  unserer  Bezeich- 
nung gleich  1/AVk,  wobei  der  Factor  1 A nach  Herrn 
Weber ’s  Bezeichnung  gleich  c/V2ist,  welche  letztere  Grösse, 
wie  schon  Herr  Kirchhoff  gefunden  hat,  der  Lichtgeschwin- 
digkeit ausserordentlich  nahe  gleich  ist  und  als  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  elektrischen  Wellen  in  einem  sehr  gut 
leitenden  Drahte  von  ihm  nachgewiesen  wurde. 

Nach  Herrn  Maxwell’s  Annahme  k — 0 würde  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der  longitudinalen  elektrischen  Wel- 
len in  einem  Leiter  unendlich  gross  werden,  das  heisst,  die 
strömende  Elektricität  würde  sich  wie  ein  incompressibles 

1)  Das  Potential  zweier  elektrischer  Theilchen  ist  nach  Weber: 


Fügte  man  diesem  Ausdrucke  noch  ein  Glied  hinzu,  nämlich: 

1 4-  k e . e‘  d*r 


so  würde  man  das  in  Gleichung  (1)  § 1 gegebene  Potential  zweier  Strom- 
elemente erhalten,  und  wenn  h positiv,  stabiles  Gleichgewicht  der  Elek- 
tricitiit.  Diese  Annahme  würde  aber  in  den  Ausdruck  der  Kraft  ein 
Glied  mit  d3rjdt 3 bringen,  und  ich  wage  deshalb  keineswegs  sie  zu 
empfehlen. 
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Fluidum  verhalten.  Es  bringt  diese  Annahme  eine  sehr  be- 
trächtliche Vereinfachung  der  analytischen  Schwierigkeiten 
hervor,  die  bei  den  hierher  gehörigen  Aufgaben  vorliegen,  weil 
bei  diesem  Wertlie  von  k nie  freie  Elektricitüt  in  das  Innere 
eines  homogenen  Leiters  eintritt,  wenn  sie  nicht  von  Anfang  an 
darin  vorhanden  war.  Es  wird  dabei  eine  der  Grundgleichungen 
der  Aufgabe  [(II.),  beziehlich  (Ha.)  des  § 3]  frei  von  dem 
Differentialquotienten  nach  der  Zeit,  also  ihre  Integration  nach 
der  Zeit  unnöthig. 

Nach  Herrn  F.  E.  Neumann ’s  Annahme  A = 1 wird  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Longitudinalwellen  gleich  dei- 
nes Lichtes.  Wäre  A eine  nicht  sehr  grosse  positive  Zahl,  so 
würde  die  genannte  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  doch  zu  der 
des  Lichtes  immer  noch  in  einem  endlichen  Verhältniss  stehen. 
Nach  Fourier’s  Satz  kann  man  sich  jede  elektrische  Be- 
wegung zerlegt  denken  in  eine  Summe  superponirter  einfacher 
Oscillationen.  So  lange  nun  die  Wellenlängen  der  Longitu- 
dinalwellen der  mit  den  gegebenen  Beobachtungsmitteln  wahr- 
zunehmenden Oscillationen  so  gross  sind,  dass  die  Dimensionen 
der  leitenden  Köiper  dagegen  verschwinden,  so  lange  kann 
auch  die  Bewegung  keinen  merklichen  Einfluss  der  Constante 
X-  zeigen,  und  kann,  selbst  wenn  A von  Null  verschieden  ist, 
mit  hinreichender  Annäherung  gefunden  werden,  auch  wenn 
wir  zur  Erleichterung  der  Rechnung  A — 0 setzen. 

Der  einzige  praktisch  vorkommende  Fall  eines  Leiters  von 
sehr  erheblicher  Erstreckung,  wenigstens  nach  einer  Richtung 
hin,  ist  der  eines  langen  Drahtes.  Ich  habe  deshalb  im  sie- 
benten Paragraphen  den  Ablauf  elektrischer  Wellen  in 
einem  unendlichen  Cylinder  von  kreisförmiger  Basis  so  weit 
untersucht,  als  für  den  vorliegenden  Zweck  nöthig  war.  Ist 
die  Wellenlänge  sehr  gross  gegen  den  Durchmesser,  so  afficirt 
die  Constante  A erst  die  kleinen  Glieder  höherer  Ordnung. 
Die  der  ersten  Ordnung  finden  sich  übereinstimmend  mit 
Herrn  Kirchhoff’s  Analyse. 

Es  geht  daraus  hervor,  dass  wir  uns  bei  den  elektrischen 
Versuchen  der  von  der  Constante  A abhängigen  Geschwindig- 
keit der  elektrischen  Longitudinalwellen  gegenüber  in  einer 
ähnlichen  Lage  befinden,  wie  in  der  Optik  der  Lichtgeschwindig- 
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keit  gegenüber.  Bei  unseren  Laboratoriumsversuchen  werden 
wir  nicht  leicht  in  die  Lage  kommen,  die  eine  oder  die  andere 
berücksichtigen  zu  müssen,  oder  ihren  Werth  bestimmen  zu 
können,  wenn  wir  nicht  Mittel  anwenden  ganz  ungewöhnlich 
feine  Zeitunterschiede  wahrnehmbar  zu  machen , wie  dies 
für  die  physikalische  Messung  der  Lichtgeschwindigkeit  ge- 
schehen ist. 

In  den  bisher  besprochenen  ersten  sieben  Paragraphen  der 
vorliegenden  Arbeit  sind  die  elektrostatischen  und  elektrodyna- 
mischen Wirkungen  als  reine  Wirkungen  in  die  Ferne  be- 
handelt worden,  welche  die  zwischen  liegenden  isolirenden 
Medien  nicht  afficiren  und  von  ihnen  nicht  afficirt  werden; 
es  war  dies,  bisher  wenigstens,  die  geläufige  Betrachtungsweise 
der  meisten  mathematischen  Physiker,  wenigstens  des  Continents. 
Indessen  wissen  wir  jetzt,  namentlich  durch  Faraday’s  Ent- 
deckungen, dass  bei  weitem  die  meisten  körperlichen  Medien 
magnetisirbar  sind,  und  dass  ein  der  magnetischen  Polarisation 
ähnlicher  Zustand  von  dielektrischer  Polarisation  in  den  elek- 
trischen Isolatoren  vorkommt.  Die  einfachste  Theorie  des 
Diamagnetismus  wird  gewonnen,  wenn  wir  auch  den  den  Welt- 
raum füllenden  Lichtäther  als  magnetisirbar  voraussetzen,  und 
ist  dies  einmal  angenommen,  so  liegt  es  nicht  fern,  ihn  auch 
als  Dielektricum,  in  Faraday’s  Sinne,  zu  betrachten.  Für 
die  Wirkungen  ruhender  oder  langsam  bewegter  Elektricität, 
ruhender  oder  langsam  bewegter  Magnetismen  ergiebt  eine 
solche  Hypothese,  welche  das  den  Weltraum  füllende  Medium 
selbst  als  dielektrisch  und  magnetisirbar  betrachtet,  durchaus 
dieselben  Resultate,  wie  die,  welche  den  Raum  als  absolut 
wirkungslos  ansieht.  Faraday’s  Theorie  freilich,  welcher 
Herr  CI.  Maxwell  in  dem  oben  citirten  Aufsatze  ihren  mathe- 
matischen Ausdruck  gegeben  hat,  geht  wreiter,  indem  sie  die 
Fernkräfte  ganz  leugnet,  und  dafür  nur  die  durch  contiguirlich 
fortschreitende  Polarisation  des  Mediums  fortgepflanzten  Wir- 
kungen setzt.  Beide  Theorien  sind  einander  in  gewissem  Sinne 
entgegengesetzt,  da  nach  der  von  Poisson  ausgegangenen 
Theorie  der  magnetischen  Induction,  welcher  die  Theorie  der 
dielektrischen  Polarisation  der  Isolatoren  ganz  entsprechend 
durchgeführt  werden  kann,  die  Fernwirkung  durch  die  Polari- 
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sation  verkleinert,  nach  Herrn  Maxwell’s  Theorie  dagegen  «7 
die  Femwirkung  durch  die  Polarisation  des  Mediums  geradezu 
ersetzt  wird. 

Aus  Herrn  Max  well’  s Theorie  hat  sich  nun  das  merk- 
würdige Resultat  ergeben,  dass  elektrische  Störungen  in  iso- 
lirenden  Dielektricis  sich  in  Transversalwellen  verbreiten,  für 
deren  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  sich  im  Lufträume  die 
Grösse  1 /A,  das  heisst  die  Lichtgeschwindigkeit,  ergiebt. 

Bei  der  hervorragenden  Bedeutung,  welche  dieses  Resultat 
ftir  die  weitere  Entwickelung  der  Physik  haben  könnte,  und 
da  die  Frage  über  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  elek- 
trischen Wirkungen  in  neuerer  Zeit  mehrfach  angeregt  worden 
ist,  schien  es  mir  wichtig  auch  noch  zu  untersuchen,  was  das 
von  mir  verallgemeinerte  Inductionsgesetz  für  den  Fall  ergebe, 
dass  magnetisirbare  imd  dielektrisch  polarisirbare  Medien  vor- 
handen seien.  Dies  ist  im  achten  Paragraphen  geschehen. 

Diese  Untersuchung  ergiebt  Folgendes : 

1)  In  dielektrischen  Isolatoren , selbst  wenn  sie  nicht 
magnetisirbar  sind,  können  sich  elektrische  Bewegungen  in 
transversal  und  longitudinal  oscillirenden  Wellen  fortpflanzen. 

2)  Die  Geschwindigkeit  der  transversalen  Wellen  im  Luft- 
räume (beziehlich  Welträume)  ergiebt  sich  in  der  Rechnung 
als  desto  geringer,  je  grösser  seine  dielektrische  Polarisirungs- 
lahigkeit  angenommen  wird.  Ist  diese  Null,  so  ist  die  ge- 
nannte Geschwindigkeit  unendlich;  ist  die  Polarisirungsfähig- 
keit  sehr  gross,  so  findet  man  die  Geschwindigkeit  der  trans- 
versalen Wellen,  wie  bei  Herrn  Maxwell,  gleich  der  Licht- 
geschwindigkeit. 

8)  Die  Geschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen  im  Luft- 
räume findet  sich  gleich  dem  Product  aus  der  der  transver- 
salen Wellen  mit  dem  Factor  1 / ]/A  und  einer  von  der  magne- 
tischen Beschaffenheit  des  Luftraumes  abhängigen  Constanten. 

In  Herrn  Maxwell’s  Theorie  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der  longitudinalen  elektrischen  Wellen  als  unendlich  vor- 
ausgesetzt, was  dem  Werthe  k = 0 entspricht;  das  heisst,  longi- 
tudinale Wellen  kommen  gar  nicht  zu  Stande. 

4)  Die  Geschwindigkeit  der  transversalen  und  der  elek- 
trischen longitudinalen  Wellen  in  anderen  Isolatoren  wird  desto 
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kleiner,  je  mehr  ihre  elektrische  und  magnetische  Polarisir- 
barkeit  die  des  Luftraumes  übertrifft.  In  den  Leitern  der 
Elektricität  pflanzen  sich  die  Wellen  unter  allmäkliger  Schwä- 
chung durch  Absorption  fort.  Für  die  Transversalwellen  stimmt 
auch  dies  mit  Herrn  Maxwell’ s Theorie. 

5)  Wenn  der  Isolator,  in  welchem  sich  transversale  elek- 
m trische  Wellen  fortpflanzen,  magnetisch  polarisirbar  ist.  und  die 
elektrischen  Oscillationen  parallel  einer  durch  die  Fortpflau- 
zungsrichtung  gelegten  Ebene  geschehen,  so  finden  magne- 
tische transversale  Oscillationen  senkrecht  zu  dieser  Ebene 
statt,  die  mit  derselben  Geschwindigkeit  fortgepflanzt  werden. 
Für  magnetische  longitudinale  Oscillationen  ergiebt  sich  in 
solchen  Medien  unendliche  Fortpflanzungsgeschwindigkeit. 

Es  ergiebt  sich  also  aus  diesen  Untersuchungen,  dass  die 
merkwürdige  Analogie  zwischen  den  Bewegungen  der  Elektrici- 
tät in  einem  Dielektricum  und  denen  des  Lichtäthers  l)  nicht 
von  der  besonderen  Form  von  Herrn  Maxwell* s Hypothesen 
abhängt,  sondern  sich  in  wesentlich  ähnlicher  Weise  auch  er- 
giebt, wenn  wir  die  ältere  Ansicht  über  die  elektrischen  Fern- 
wirkungen beibehalten. 

Zu  der  bisher  nicht  bestimmbaren  Constanten  k unserer 
Untersuchungen  kommt  also  noch  eine  zweite,  nämlich  die  aus 
den  bisherigen  Versuchen  ebenfalls  nicht  bestimmbare  dielek- 
trische Constante  des  Luftraumes,  oder  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  elektrischen  Transversal  wellen  im  Luft- 
räume. 

§ 1.  Die  allgemeinere  Form  des  Inductionsgesetzes. 

Das  von  Herrn  F.  E.  Neumann  aufgestellte  Inductions- 
gesetz  für  die  Ströme,  welche  durch  Bewegung  von  Magneten 


1)  Diese  Analogie  ist  noch  in  einer  anderen  sehr  wichtigen  Beziehung 
vorhanden,  welche  Herr  Maxwell  nicht  berührt  hat.  Man  hat  den  me- 
chanischen Zustand  des  Liehtäthers  in  durchsichtigen  Medien  bisher  dem 
der  festen  elastischen  Körper  gleich  gesetzt.  Diese  Annahme  ergiebt 
aber  für  die  Grenze  zweier  durchsichtiger  Medien  andere  Grenzbedinguugen 
als  man  braucht,  um  die  Refraction  und  Reflexion  des  Lichtes  an  dieser 
Grenze  zu  erklären,  sodass  hier  in  der  theoretischen  Optik  ein  ungelöster 
Widerspruch  bestanden  hat.  Die  Theorie  der  elektrischen  Oscillationen 
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oder  von  Leitern  constanter  geschlossener  Ströme  inducirt 
werden,  ist  der  unmittelbare  Ausdruck  der  Erfahrung,  wonach 
die  durch  Bewegung  inducirten  Ströme  dieser  Bewegung  immer 
entgegenwirkeu,  und  wonach  die  elektromotorische  Gesammt- 
kraft  des  durch  eine  gewisse  Bewegung  erzeugten  Integral  - 
Stromes  unabhängig  von  der  Schnelligkeit  dieser  Bewegung  ist. 
Um  den  mathematischen  Ausdruck  hierfür  zu  geben,  mussten 
die  Kräfte,  welche  zwei  durchströmte  Leiter,  oder  ein  solcher 
und  ein  Magnet  auf  einander  ausüben,  auf  die  Differential- 
quotienten einer  Kräftefunction,  oder  wie  diese  hier  genannt 
wurde,  eines  Potentials  zurückgeführt  werden. 

Dies  war  zunächst  unmittelbar  möglich  mittels  des 
Am pdre’ sehen  Satzes,  wonach  die  Fern  Wirkung  eines  ge- 
schlossenen Stromes  auf  Magnete  oder  andere  Ströme  gleich 
ist  derjenigen  einer  vom  Strome  begrenzten  Fläche,  die  mit 
einer  magnetischen  Doppelschicht  bedeckt  ist,  deren  Moment 
in  allen  gleich  grossen  Flächenstücken  das  gleiche  und  der 
Stromstärke  proportional  ist. 

Das  Potential  eines  Stromes  auf  einen  anderen  oder  auf 
einen  Magneten,  im  Neumann ’ sehen  Sinne,  kann  definirt 
werden  als  die  Quantität  mechanischer  Arbeit,  welche  durch 
die  elektrodynamischen  oder  elektromagnetischen  Abstossungs- 
kräfte  geleistet  wird,  wenn  die  beiden  Ströme,  beziehlich  Strom 
und  Magnet,  bei  unveränderter  Stromstärke  imd  Magneti- 
sirung  in  unendliche  Entfernung  von  einander  übergeführt 
werden. 

Das  von  Herrn  Neumann  formulirte  Gesetz  sagt  dem 
entsprechend  aus,  dass  die  inducirte  elektromotorische  Kraft, 
welche  in  dem  Stromleiter  s durch  Bewegung  anderer  con- 


(Gleichungen  (20c)  bis  (20 e)  unten)  ergiebt  aber  nicht  blos  im  Inneren 
eines  gleichartigen  isolirenden  Mediums,  sondern  auch  an  der  Grenze  von 
zwei  solchen  Medien,  dieselben  Gesetze  der  Fortpflanzung,  der  Refraction 
und  Reflexion  der  Wellen,  wie  wir  sie  beim  Lichte  thatsächlich  finden, 
vorausgesetzt  dass  man  eutweder  die  magnetische  oder  die  dielektrische 
Polarisationsfälfigkeit  beider  Medien  gleich  und  letztere  sehr  gross  setzt. 
Von  der  bezeichneten  Alternative  hängt  es  ab,  ob  die  elektrischen  oder 
magnetischen  Oscillationen  eines  polarisirten  Strahles  in  der  Polarisations- 
ebene geschehen. 
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stanter  Ströme  oder  Magneten  hervorgebracht  wird,  proportio- 
nal ist  der  auf  die  Zeiteinheit  berechneten  Zunahme  des  Po- 
tentials jener  Ströme  und  Magnete,  genommen  auf  den  von  der 
Stromeinheit  durchströmten  Leiter  s. 

Ich  habe  dann  gezeigt,  dass,  wenigstens  bei  der  Induction 
durch  Bewegung  eines  unveränderlichen  und  die  Elektricitat 
nicht  leitenden  Magneten,  aus  dem  Gesetze  der  Erhaltung  der 
Kraft  folgt,  dass  die  genannte  elektromotorische  Kraft  der 
genannten  Aenderung  des  Potentials  nicht  nur  proportional, 
sondern  gleich  sein  muss,  wenn  man  die  Einheit  des  Wider- 
standes so  wählt,  dass  die  Einheit  des  Stromes  in  derselben 
während  der  Zeiteinheit  eine  der  Einheit  der  Arbeit  äquivalente 
Wärmemenge  erzeugt. 

Weitere  Erfahrungen  zeigten,  dass  die  elektromotorische 
Kraft  des  Integralstromes  ebenfalls  den  gleichen  Werth  hat. 
wenn  der  inducirende  Strom  im  unbewegten  Leiter  geschlossen 
wird,  als  w^enn  der  Leiter  mit  dem  schon  bestehenden  Strome 
aus  unendlicher  Ferne  her  schnell  in  die  betreffende  Lage  ge- 
führt wird.  Es  folgt  daraus,  dass  es  für  die  inducirende  Wir- 
kung einerlei  ist,  ob  die  Zunahme  des  Potentials  durch  Be- 
wegung oder  Verstärkung  des  Stromes  erfolgt. 

Die  Induction,  welche  ein  Strom  auf  sich  selbst  ausiibt 
und  welche  in  seiner  eigenen  Balm  den  Extracurrent  der 
70  Schliessung  und  Oeffnung  hervorruft,  konnte  unter  dasselbe 
Gesetz  gebracht  werden,  und  ich  selbst  habe  durch  den  Ver- 
such nachgewiesen,  dass  die  Stärke  auch  dieser  verhältniss- 
mässig  schnell  verlaufenden  Stromesschwankungen,  wenigstens 
bei  vielgewundenen  gut  leitenden  Spiralen,  einfach  durch  das 
Neumann’sche  Gesetz  geregelt  wird.1)  Für  einen  einzelnen 
Stromkreis,  dessen  Widerstand  fV  ist  und  in  welchem  die 
constante  elektromotorische  Kraft  A wirkt,  ist  also  mich  dem 
Ohm’ sehen  Gesetze: 

JW=  A + 2P-, 

worin  P das  Potential  des  von  der  Stromeinheit  durchlaufenen 


1)  Ueber  die  Dauer  und  den  Verlauf  der  durch  Stromesschwankungen 
inducirten  Ströme.  Pogg.  Annalen  LXXXIII,  S.  505.  — Nr.  XXV  oben- 
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Stromkreises  auf  sich  selbst  bezogen  bedeutet,  und  zwar  so 
berechnet,  dass  die  Wirkung  aller  Elemente  a des  Stromes 
auf  alle  diejenigen  Elemente  b , die  noch  nicht  als  a in  die 
Summe  aufgenommen  sind,  addirt  wird.  So  berechnet,  ist  das 
Potential  das  Maass  der  mechanischen  Arbeit,  die  bei  Form- 
veränderungen des  Stromes  geleistet  werden  kann.  Bei  den 
Inductionswirkungen  kommt  jedes  Stromelement  als  induciren- 
des  und  indueirtes  in  Betracht,  und  kehrt  deshalb  jede  Com- 
bination  aus  je  zweien  zwei  Mal  wieder.  Daher  der  Factor 
2 vor  P. 

Aus  jener  Gleichung  folgt  dio  Gleichung  der  Erhaltung 
der  Kraft : 

.r-  w,it  - aj <it  = 

Nun  ist  AJdt  die  Arbeit  (chemische  in  den  hydroelektrischen 
Ketten),  welche  während  der  Zeit  dt,  um  den  Strom  zu  treiben, 
aufgebraucht  ist;  J2  W dt  ist  der  Theil  dieser  Arbeit,  der  durch 
Wärmeentwickelung  in  der  Stromleitung  vernichtet  ist.  Daraus 
folgt,  dass  die  gleichzeitige  Zunahme  der  Grösse  — PJ2  einer 
Arbeitsleistung  entspricht,  welche  die  den  Strom  treibenden 
Kräfte  verrichtet  haben,  während  der  Strom  ansteigt.  Umge- 
kehrt, wenn  die  elektromotorische  Kraft  A beseitigt  wird,  und 
der  Strom  allmählig  auf  Null  sinkt  in  der  übrigens  geschlossen 
bleibenden  Leitung,  so  wird  durch  den  Extracurrent  die  der 
Grösse  — PJ2  äquivalente  Wärmemenge  wiedererzeugt. 

Es  ist  hierbei  zu  bemerken,  dass  die  Grösse  P nach  Herrn 
Neumann’s  Definition  nothwendig  negativ  ist,  und  daher 
— PJ 3 positiv.  Dieser  Satz,  dass  das  negativ  genommene 
Gesammtpotential  sämmtlicher  vorhandener  Ströme  auf  ein- 
ander dem  durch  das  Bestehen  dieser  Ströme  repräsentirten 
Arbeitsäqui valent  gleich  ist,  gilt  ganz  allgemein  für  beliebige 
Systeme  geschlossener  Ströme.  Es  wird  nicht  nöthig  sein,  den 
Beweis  dafür  an  dieser  Stelle  auszuführen,  da  in  § 4,  Glei- 
chung (5  a)  der  Beweis  ganz  allgemein  (auch  ungeschlossene 
Ströme  nach  der  neuen  Inductionsformel  umfassend)  gegeben 
werden  wird. 

Daraus  folgt  also,  wie  schon  die  Herren  W.  Thomson 
und  CI.  Maxwell  hervorgehoben  haben,  dass  die  Strömung 

llelmholtz,  wisgensch.  Abhandlungen.  36 
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der  Elektricität,  ähnlich  der  lebendigen  Kraft  einer  bewegten 
trägen  Masse,  einer  Arbeit  äquivalent  ist.  Nur  tritt  der  Unter- 
schied ein,  dass  dies  Arbeitsäquivalent  der  elektrischen  Strö- 
mung in  einer  complicirten  Weise  von  den  räumlichen  Verliält- 
nissen  der  vorhandenen  Ströme  abhängt. 

Wenn  zwei  geschlossene  Stromkreise  s und  a mit  den 
Stromintensitäten  i und  j vorhanden  sind,  ist  das  Potential 
von  der  Form: 


iV*'2  + Po.aJ 


Darin  sind  Ps>s  und  r\a  die  Potentiale  der  Kreise  s und  c 
auf  sich  selbst,  Paa  das  Potential  der  beiden  aufeinander,  alle 
für  die  Stromeinheit  in  s und  a berechnet. 


Die  Grösse  P8i„.i.j  ist  also  nach  ihrer  ursprünglich  von 
Herrn  F.  E.  Neumann  ihr  gegebenen  Bedeutung  die  Grösse 
mechanischer  Arbeit,  welche  bei  constanten  Strömen  die  beiden 
Leiter  leisten  können,  wenn  sie  in  unendliche  Entfernung  von 
einander  gebracht  werden.  Ihre  negativen  Difierentialquotienteu. 
für  irgend  eine  Lagenänderung  genommen,  sind  die  elektro- 
dynamischen Kräfte,  welche  diese  Lagenänderung  hervorzu- 
bringen streben.  Dass  für  geschlossene  Ströme  diese  Kräfte 
auf  ein  Potential  zurückgeführt  werden  können,  ist  durch  die 
Ergebnisse  der  Versuche  erwiesen.  Für  ungeschlossene  Ströme 
könnte  dies  zweifelhaft  erscheinen. 


Eben  deshalb  ist  es  wichtig,  dass  die  Grösse  — Pti9 . i -j 
noch  die  zweite,  von  den  Bewegungen  der  Stromleiter  unab- 
hängige Bedeutung  hat.  Sie  ist  derjenige  Theil  des  vorhan- 
denen Arbeitsäquivalentes,  der  von  dem  gleichzeitigen  Vor- 
handensein der  beiden  Ströme  i und  j herrührt.  Eine  Function 
dieser  Art  muss  offenbar  auch  für  eine  einzelne  oder  zwei 
neben  einander  bestehende  ungeschlossene  Strömungen  existiren. 
Es  muss  sich  der  Werth  des  Arbeitsäquivalentes  ihrer  elek- 
trischen Bewegung  angeben  lassen. 

Wenn  wir  mit  Ds  und  Da  die  Elemente  der  Länge  zweier 
linearen  Leiter  s und  6 bezeichnen,  mit  (Dt,  D0)  den  Winkel, 
welchen  die  Richtungen  beider  mit  einander  machen,  mit  r 
ihre  Entfernung,  mit  i die  Intensität  des  Stromes  in  s,  mit  j 
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die  in  er,  so  ist  nach  Herrn  F.  E.  Neumann  das  Potential 
der  beiden  Stromelemente  aufeinander  gleich:  72 


cos  (£>,,  Da) 
r 


•D,.D 


o • 


Darin  ist  A1  2 eine  Constante,  deren  Grösse  von  dem  zur  Mes- 
sung der  Stromstärke  gebrauchten  Maasse  abhängt.  Herr 
Neumann  hat  Ampere’s  elektrodynamische  Stromeinheiten 
gebraucht,  und  demzufolge  A-  — J gesetzt.  Wir  wollen  im 
Folgenden  elektrostatisches  Strommaass  gebrauchen,  das  heisst 
als  Einheit  der  Stromstärke  diejenige  ansehen,  wobei  die  ge- 
sainmte  Quantität  Elektricität  (algebraisch  summirt),  welche 
durch  einen  Querschnitt  des  Leiters  in  der  Zeiteinheit  fliesst-, 
gleich  Eins  ist.  *)  Als  Einheit  der  Elektricität  bezeichnen  wir 
mit  Gau ss  diejenige,  welche  ruhend  in  der  Einheit  der  Ent- 
fernung die  gleiche  ruhende  Masse  mit  der  Einheit  der  Kraft 
abstösst.  Dann  ist  nach  den  Messungen  der  Herren  W.  Weber 
und  K.  Kohlrausch  zu  setzen: 


4-  = 310  740. 10e 

A 


Millim. 
Secdn.  ’ 


oder  l/A  ist  eine  Geschwindigkeit  von  41928  geographischen 
Meilen  in  der  Secunde,  eine  Geschwindigkeit,  welche  der  des 
Lichtes  gleich  kommt. 

Der  obige  Ausdruck  für  das  Potential  zweier  Stromele- 
mente, sowie  auch  der  von  Ampere  für  die  Anziehungs- 
kraft zweier  Stromelemente  gegebene  Ausdruck , aus  dem 
jener  Werth  des  Potentials  abgeleitet  wurde,  ist  selbst  herge- 
leitet aus  und  geprüft  worden  an  Beobachtungsthatsachen, 
welche  sich  auf  geschlossene  Ströme  beziehen. 2)  Er  ist  aber 


1)  Diese  Bestimmung  ist  analog  gemacht  derjenigen,  welche  die 
Commission  der  British  Association  für  Bestimmung  des  Widerstands- 
maasses  gewählt  hat.  Herrn  W.  Web  er  ’s  mechanische  Stromeinheit  ist 
doppelt  so  gross,  well  er  verlangt,  dass  die  Einheit  der  positiven  Elek- 
tricität allein  genommen,  in  der  Zeiteinheit  den  Querschnitt  durchfliesse. 

2)  Ströme  mit  Gleitstellen  können  immer  als  geschlossene  Ströme  von 
veränderlicher  Form  betrachtet  werden.  Entladungsströme  von  Leydener 
Flaschen  sind  bisher  auf  die  elektrodynamischen  Wirkungen  der  Unter- 
breehungsstelle  zwischen  den  beiden  Belegen  nicht  untersucht  worden. 

36* 
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bisher  nicht  durch  die  Erfahrung  als  gültig  erwiesen  für  solche 
Ströme , welche  nicht  als  ein  System  überall  geschlossener 
Stromcurven  angesehen  werden  können,  deren  jede  einzelne  in 
ihrer  ganzen  Länge  constante  Intensität  hat,  und  in  der  Tkat 
ergeben  die  Theorien  der  Herren  W.  Weber  und  CI.  Max- 
well andere  abweichende  Ausdrücke  für  das  Potential  zweier 
Stromelemente,  obgleich  ihre  Ergebnisse  für  alle  elektrodyna- 
mischen und  inducirenden  Wirkungen  geschlossener  Ströme 
durchaus  mit  der  Neumann’schen  Theorie  zusammenstimmen. 

73  Wir  haben  zunächst  zu  untersuchen,  welches  die  allge- 
meinste Eorm  des  Ausdrucks  für  das  Potential  der  einzelnen 
Stromelemente  sei,  die  in  allen  den  Fällen,  wo  einer  der 
Ströme  geschlossen  ist,  den  gleichen  Werth  wie  die  Neu- 
m an n’sche  Formel  ergiebt.  Zu  dem  Ende  stellen  wir  folgende 
Ueberlegung  an. 

Es  gehe  der  Stromleiter  s vom  Punkte  a zum  Punkte  b. 
und  der  in  ihm  fliessende  Strom  habe  die  Intensität  i,  ferner 
gehe  der  Stromleiter  a vom  Punkte  c zum  Punkte  und  der 
Strom  in  ihm  habe  die  Intensität  j.  Es  sei  Q der  wirkliche 
Werth  des  Potentials  dieser  beiden  Stromleiter  und  P der 
nach  Neumann’s  Formel  berechnete  Werth.  Wenn  wir  nun 
statt  des  Stromleiters  s einen  anderen  Sj  mit  denselben  End- 
punkten setzen , und  in  ihm  dieselbe  Stromintensität  i von  a 
nach  b fliessen  lassen,  mögen  die  entsprechenden  Werthe  von 
Q und  von  P beziehlich  mit  und  Pl  bezeichnet  werden. 
Lassen  wir  mm  die  beiden  Stromleiter  5 und  sl  zugleich  be- 
stehen, aber  so,  dass  die  Stromintensität  in  letzterem  gleich 
— i gemacht  wird,  und  daher  sein  Potential  auf  o den  nega- 
tiven Werth  — Qj  erhält,  so  bilden  i in  s und  — i in  einen 
geschlossenen  Strom , dessen  Potential  Q — Qy  ist.  Dieses 
ist  aber  auch  durch  die  Neum  an  n’sche  Form  vollständig  ge- 
geben, also: 

Q — Q\  — P — Pv 

Setzen  wir  also : Q = P -f  F, 

so  ist  auch:  Qy  = Pl  F 

und  die  Grösse  F überhaupt  durchaus  unabhängig  von  der 
Form,  Länge,  Lage,  Richtung  des  Stromleiters  s zwischen  a 
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und  b , wenn  nur  die  Lage  dieser  seiner  Endpunkte  unver- 
ändert bleibt. 

Ebenso  ergiebt  sich , dass  F auch  unabhängig  von  der 
Form  des  Stromleiters  a zwischen  den  Punkten  c und  d ist, 
wenn  nur  diese  beiden  Endpunkte  von  (j  unverändert  bleiben. 

Die  Grösse  F hängt  also  von  keinen  anderen  Raumgrössen 
ab,  als  von  den  Coordinaten  der  Punkte  a,  b,  c und  d.  Wenn 
nun  überhaupt  die  Gesammtwirkungen,  welche  zwei  Ströme  aut 
einander  ausüben,  als  die  Summen  der  gleichartigen  Wirkungen 
aller  einzelnen  Elemente  des  einen  auf  alle  einzelnen  Elemente 
des  anderen  betrachtet  werden  dürfen,  so  sind  die  Ausdrücke 
Q und  F entstanden  durch  Integrationen  über  sämmtliche  Ele- 
mente von  s und  u-,  und  die  Function  F,  welche  nur  von  den 
Coordinaten  der  Endpunkte  abhängt,  muss  also  die  Form  haben : 


wo  jede  dieser  rechts  stehenden  Functionen  nur  von  der  Lage 
der  durch  die  Indices  bezeichneten  Punkte  abhängt. 

Die  einzige  Raumgrösse,  welche  durch  zwei  Punkte  voll- 
ständig bestimmt  ist,  ist  deren  Entfernung;  also  müssen 
Fhtd  etc.  Functionen  der  Entfernungen  rb)d  etc.  sein.  Von 
anderen  Raumgrössen  können  sie  nicht  abhängen,  wohl  aber 
können  sie  noch  beliebige  Functionen  der  Intensitäten  i und 


Reduciren  wir  nun  die  beiden  Stromleiter  ä und  a auf 
zwei  verschwindend  kleine  Elemente  Ds  und  Du-,  und  ver- 
stehen wir  unter  F irgend  eine  Function  der  Entfernung  r 
dieser  Elemente  und  der  Intensitäten  i und  j,  so  wird: 


Dies  ist  also  die  allgemeinste  Form  der  Ergänzung,  welche 
dem  N eum an n 'sehen  Ausdrucke  des  Potentials  zweier  Strom- 
elemente gegeben  werden  kann,  ohne  dass  dadurch  die  Ge- 
sammtwirkung  eines  geschlossenen  Stromes  auf  einen  beliebig 
beschaffenen  anderen  Strom  geändert  wird. 

Ich  erlaube  mir  im  Folgenden  die  Form  der  Function  F 
durch  die  schon  in  der  Einleitung  erwähnten  Hypothesen  zu 


F — Fb,  d — Fa<  d — Fb,  c -f  Fa>  c , 


j sem. 


. Ds . Di t. 
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beschränken,  welche  sich  auf  die  Analogie  der  sämnitliehen 
bisher  bekannten  Fälle  elektrischer  Wirkungen  stützen. 

Erstens  setze  ich  die  in  der  Function  F zusammenge- 
fassten Wirkungen  den  Intensitäten  i und  j direct  proportional. 

Zweitens  setze  ich  voraus,  dass  die  Abhängigkeit  von 
der  Entfernung  in  diesem  Falle  dieselbe  ist,  wie  bei  allen 
anderen  elektrischen  Fernwirkungen,  die  sich  von  einem  Mas- 
senelemente gleichmässig  nach  allen  Richtungen  ausbreiten: 
dass  nämlich  die  Potentialfunction  proportional  1/r,  die  Kräfte 
proportional  1 / r 2 sind. 

Nach  diesen  beiden  Hypothesen  haben  wir  zu  setzen: 


J'-F 

ds . d a 


B.i.j. 


d*r 
ds  .da 


wo  B eine  Constante  bezeichnet. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  von  Ds  und  Da  bezieh- 
lich  mit  .r,  y,  z und  g,  r/,  Z,  die  Projectionen  beider  Elemente 
76  auf  die  Coordinaten  beziehlich  mit  Dx , Dy,  Dz  und  Dg, 
Dr„  D±,  so  ist: 


i?.Ds  = *-S.D*  + ^ 

ds  r r 


.Dy  + ^.Dz 


— cos  (r,  Ds) . Ds, 
y- . Da  — — cos  (r,  Da) . Ds, 

da 

wenn  (r,  Ds)  und  (?*.  Da)  die  Winkel  bezeichnen,  welche  die 
vom  Punkte  (g,  rh  Z)  nach  (x,  y,  z)  positiv  gerechnete  Richtung 
von  r mit  den  Richtungen  der  Elemente  Ds  und  Da  macht. 
Weiter  erhalten  wir  durch  nochmalige  Differentiiruug: 

-J-^-.Ds.D<j 
ds  .da 

= - -i  (/}*.£>£  + Dy.  Dt,  + Dz.  Dt) 

•+•  — cos  (r,  Ds) . cos  (r,  Da)  Ds . Da, 

oder: 

= -i-  [cos(r,  Ds) . cos(r,  Da)  — cos  (Ds . Da)\ 


Es  hat  also  der  oben  gegebene  Werth  von  (PF'ds.da 
wirklich  dieselbe  Art  der  Abhängigkeit  von  r , wie  andere  elek- 
trische Potentialfunctionen.  Dagegen  wäre,  wie  man  sich  leicht 
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überzeugt,  keine  andere  Function  von  r,  als  allein  F=  B.i.j. r, 
ira  Stande,  den  in  den  obigen  beiden  Hypothesen  gestellten  An- 
forderungen zu  genügen. 

Was  die  Annahme  insbesondere  betrifft,  dass  die  Function 
F den  Intensitäten  i und  j direct  proportional  sei,  so  werden 
wir  es  im  Folgenden  mit  Gleichungen  zu  thun  haben,  in  denen 
die  Stromintensitäten  nur  linear  Vorkommen.  Sollte  also  die 
Abhängigkeit  der  Function  F von  i eine  solche  sein,  dass  sie 
nach  Potenzen  von  i entwickelt  höhere  Potenzen  dieser  Grösse 
eintreten  Hesse,  als  die  erste,  — worauf  bisher  aber  noch  keine 
Erfahrungsthatsache  hindeutet,  — so  würden  immerhin  unsere 
Gleichungen  noch  für  Strömungen  von  einer  gewissen  geringeren 
Intensität  ihre  Geltung  behalten. 

Dasselbe  würde,  wie  schon  erwähnt,  der  Fall  sein,  wenn 
nach  einer  von  Herrn  W.  Weber  aufgestellten  Hypothese 
die  Fernwirkungen  nicht  bloss  von  der  Intensität,  sondern  auch 
vom  Product  der  Intensität  und  der  Dichtigkeit  der  freien 
Elektricität  abhängen  sollten,  eine  Hypothese,  die  übrigens 
ebenfalls  noch  durch  keine  Erfahrungsthatsache  unterstützt  wird. 

In  den  von  uns  zu  behandelnden  Fällen  wenigstens  würde 
die  Dichtigkeit  im  Innern  der  Leiter  bei  verschwindend  kleinen 
Stromintensitäten  immer  selbst  eine  verschwindend  kleine  Grösse 
derselben  Ordnung  sein,  und  also  das  Product  beider  zu  ver- 
nachlässigen. 

Beide  Möglichkeiten  würden  also  nur  die  Breite  der  An- 
wendbarkeit unserer  Folgerungen  für  stärkere  Ströme  beschrän- 
ken, ohne  ihre  Richtigkeit  für  schwache  Ströme  aufzuheben. 

Ich  setze  jetzt , um  den  von  uns  zu  brauchenden  verall- 
gemeinerten Ausdruck  des  elektrodynamischen  Potentials  zweier 
Elemente  auf  die  zweckmässigste  Form  zu  bringen,  die  oben 
gebrauchte  Constante: 

s= 

w 


76 


worin  k eine  neue  Constante  bezeichnet.  Dann  wird  das  Po- 
tential zweier  Stromelemente  gleich  dem  Ausdrucke: 


- .}  A1  '-ji [(1  + h).  cos  (Ds,  Do) 

-f  (1  — k) . cos  (r,  Ds) . cos  (r,  Dg )]  Ds . Dg. 
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§ 2.  Umformung  der  Ausdrücke  des  Potentials  für  continuir- 
lieh  im  Raume  verbreitete  Strömungen. 

Ich  bezeichne  mit  u,  v,  w die  Componenten  der  elektrischen 
Strömung  in  Richtung  der  positiven  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  x,  y,  z im  Innern  eines  continuirlich  durchströmten  Kör- 
pers, und  die  Werthe  des  elektrodynamischen  Potentials,  wel- 
ches die  sämmtlichen  vorhandenen  Ströme  in  Bezug  auf  die 
Stromcomponenten  u,  v , w im  Volumenelemente  dx.dy.d: 
hervorbringen,  der  Reihe  nach  mit: 

— A2 . U.  u .dx  ,dy  .dz, 

— A2.  V .v'.dx  .dy  .dz, 

— A2  .W ,w  .dx  .dy , dz. 


Der  Werth  von  6r  ist  nach  dem  in  Gleichung  (1)  festgestellten 
WTerthe  des  Potentials  je  zweier  einzelner  Stromelemente: 


17  ~ ■ 7 + t"  • e - 1)  + ® o - >i) 


+ 1 c(z  — ;)]  j .dj-.dij.d.C 


(la) 


.r8  = (*—f)*  + (y  — »;)» + (*  — £)*. 

Unter  dem  Integralzeichen  sind  ?/,  v,  w als  Functionen  von 
|,  £ zu  nehmen,  und  die  Integration  ist  entweder  über  den 

ganzen  Raum,  oder  wenigstens  über  alle  Stellen  des  Raumes 
auszudehnen,  in  denen  elektrische  Strömungen  oder  Bewegungen 
elektrisirter  Massen  Vorkommen. 

Die  Werthe  von  Fund  W erhalten  wir,  wenn  wir  in  (la) 
vertauschen:  U,  ?/,  x , | 

mit  Vt  v,  y,  rj 

oder  mit  JV,  w,  z,  £. 


Der  Werth  von  U lässt  sich  auch  in  folgender  Form 


schreiben : 


" -m  * Li-‘ 

d*r  ‘ 
dx . 


d2r  a~r  \ 

* dx . d £ ' * dx . dt} 

j.  | 


i 


+ w . 


Bezeichnen  wir  mit  W folgenden  Ausdruck: 


(ibi 


(lc) 


) 


i 


Digitized  by  Google 


I 


Bewegungsgleiehungen  der  Elektricität. 


569 


so  können  wir,  vorausgesetzt,  dass  einen  endlichen  Werth 
hat  die  Werthe  von  U,  V und  Hr  in  folgender  Form  geben: 


U 

V 

w 


1 - k dty 
2 


1 -k  dV 
2 ‘ dy 

1 -l'  d'F 


£+ fff 7 -'l 

■fffi.dt.Jv.dC, 


(id) 


In  dem  Ausdrucke  (lc)  für  V sind  die  Grössen  dr/dg,  dr/di 
dr/dZ  echte  Brüche,  und  W ist  jedenfalls  endlich,  wenn,  wie 
im  Folgenden  mit  Ausnahme  von  § 7 immer  angenommen  wer- 
den wird,  nur  endliche  elektrische  Massen  mit  endlicher  Ge- 
schwindigkeit bewegt  werden,  und  diese  sich  alle  in  endlicher 
Entfernung  von  einander  befinden,  so  dass  jenseits  eines  ge- 
wissen Abstandes: 

u — v = w = 0.  ( 1 e) 


Um  die  Continuität  der  Functionen  lF,  U,  V und  so- 
wie ihrer  Differentialquotienten  festzustellen,  beziehlich  die 
Ausnahmefälle  zu  finden,  nehmen  wir  hierzu  noch  die  Glei- 
chungen, welche  die  Constanz  der  Quantität  der  Elektricität 
ausdrücken. 

Bezeichnen  wir  mit  cf  die  Potentialfunction  der  freien 
Elektricität , so  ist  im  Innern  eines  Raumes , in  welchem  die 
Elektricität  endliche  Dichtigkeit  hat,  die  Abnahme  dieser  Dich- 
tigkeit Für  die  Zeiteinheit  gleich: 

1 d/Jq ■.  du  , dv  , dw  ^ 

4tt  ~df  “ J7r  + dj  + Ts  ’ 

worin  das  Zeichen  A die  Operation  bezeichnet: 

A d‘  , dr  , d* 

* = d?  + d?  + d?‘ 

Ind  an  einer  mit  Elektricität  belegten  Fläche  ß mag  N die  78 
Normale  der  Fläche  bezeichnen,  a , b,  c die  Winkel,  welche 
ihre  Richtung  mit  den  positiven  Axenrichtuugen  der  x,  y , z 
bildet,  dSi  das  Flächenelement;  <p , ?/,  v,  w mögen  Werthe  die- 
ser Functionen  bezeichnen  an  der  Seite  der  Fläche,  die  der 
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negativen  Richtung  der  Normale  zugekehrt  ist,  dagegen  qr,, 
uv  üj  und  w j die  Werthe  an  der  Seite  der  Fläche,  wo  die 
positive  Richtung  der  Normale  hinzeigt.  Dann  ist  die  Zu- 
nahme der  Elektricitätsmenge  auf  der  Flächeneinheit  gleich: 


1 * 

4;r  dt . d N dt . dN 

= (m  — Mj)  cos  a -f  [v  — Pj)  cos  b 4*  (w  — tcjcos  c. 


Wenn  man  nun  mit  Benutzung  von  (2)  und  (2  a)  die  Gleiclnmg 
(lc)  partiell  integrirt,  so  erhält  man: 


<bi 
d 


. dfl  — ^ ^ Jr . A <p . dl . d r\ . dZ,  (2b) 


oder  auch,  wenn  man  die  freie  Elektricität  mit  E bezeichnet: 


Die  Integrale,  welche  bei  der  Bildung  von  (2b)  sich  auf 
die  unendlich  entfernte  Grenzfläche  des  Raumes  beziehen, 
müssen  nach  der  bei  (lc)  gemachten  Annahme  gleich  Null 
werden,  und  sind  deshalb  weggelassen. 

Durch  Benutzung  des  Green ’schen  Satzes  ergiebt  sich 
ferner,  dass,  wenn  dcp/dt  nirgends  discontinuirlich  ist,  das 
heisst,  wenn  nirgends  elektromotorische  Flächen  von  verän- 
derlicher Kraft  Vorkommen,  der  in  (2b)  angegebene  Werth 
von  gleich  sei: 

v=~kf? 


Auch  hier  können  wieder  die  auf  die  unendlich  entfernte  Grenz- 
fläche des  Raumes  bezüglichen  Integrale  weggelassen  werden, 
unter  Voraussetzung,  dass  daselbst  dyldt  keine  grösseren 
Glieder  enthält,  als  solche  von  der  Form: 


wo  a der  Winkel  ist,  den  die  Linie  r mit  irgend  einer  festen 
geraden  Linie  bildet,  und  B eine  Constante.  Die  gemachte 
Voraussetzung  wird  immer  zutreffen,  wenn  alle  zu  berücksich- 
tigenden elektrischen  Bewegungen  nur  in  endlicher  Entfernung 
von  der  untersuchten  Stelle  vor  sich  gehen. 
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Da  nun: 


Jr  = -, 
r 


so  folgt: 


und : 


rj'- 


1 


A >!>■  = 2 • 

(xt 


(2d) 


Die  Function  W ist  also  analytisch  darstellbar  als  die  Poten- 
tialfunction einer  mit  der  Dichtigkeit  — (\  j 2 n).dcf*  dt  ausgebrei- 
teten Masse.  Da  nun  dtp/ dt  jedenfalls  nicht  an  einer  Fläche 
unendlich  wird,  so  ist  überall  stetig,  ebenso  seine  Differen- 
tialquotienten dWjdx,  dty/dy,  dty jdz]  beide  mit  eventueller 
Ausnahme  solcher  Punkte,  in  denen  dcpjdt  unendlich  wird. 

Demgemäss  sind  die  oben  in  (ld)  gegebenen 
Werthe  von  U , Vy  W jedenfalls  überall  stetig,  mit 
Ausnahme  solcher  Punkte,  wo  die  elektrische  Strö- 
mung unendlich  wird. 

Es  ergiebt  sich  ferner  aus  (2  d)  durch  Differentiation 
nach  .r: 


dV 

dx 


dtf 

d t 


.di) . 


und  durch  partielle  Integration  nach  g : 


dx 


_L  C—* 

2nJ  dt. d( 


1^ 

r 


• dg . di] . 


Daraus  folgt,  dass  auch  die  ersten  Differentialquotienten  von 
W nach  x,  y , z genommen  als  Potentialfunctionen  einer  Masse 
dargestellt  werden  können,  deren  Dichtigkeit  — {\j27i).d~cpjdt.dx 
ist.  Diese  ist  überall  endlich,  ausgenommen  in  Punkten,  in 
denen  die  Geschwindigkeiten  unendlich  werden.  Also  müssen 
mit  Ausnahme  solcher  Punkte  auch  die  zweiten  Differential- 
quotienten von  W überall  stetig  sein. 

Nachdem  dies  festgestellt  ist,  folgt  aus  den  in  (lb)  fite 
U,  Fund  W gegebenen  Werthen,  dass  auch  17,  V,  W mit 
Ausnahme  einzelner  Punkte  unter  den  angegebenen  Voraus- 
setzungen überall,  namentlich  auch  an  den  Grenzflächen  der 
Leiter,  stetige  Differentialquotienten  haben  müssen.  Dasselbe 
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Resultat  kann  übrigens  auch  direct  aus  der  Gleichung  (la) 
mittels  ähnlicher  Betrachtungen  abgeleitet  werden,  wie  sie  an- 
gewendet werden,  um  für  die  Potentialfunctionen  von  Massen 
endlicher  Dichtigkeit  den  gleichen  Beweis  zu  führen, 
so  Aus  der  Gleichung  (2d)  folgt: 

J<P=2^,  (2  f) 


und  demgemäss  aus  (1  d) : 


AU 

= (i  - 

> dx.it 

— 4:71  U J 

AV 

= (i- 

- k)  • 

] dy.dt 

— 4 7t  V, 

AW 

-(i- 

1\  di<P 
^'dz.dl 

— 4 nw. 

ergiebt 

sich 

aus  (ld): 

dU 

, dV 

, dJV 

1 z. 

dx 

+ ~€ 

+ dz  - 

2 ^ 

+ri 

v 

r + v 

■ sp*  + «0 

• hV* 

(3) 


Indem  man  aus  (2f)  für  das  erste  Glied  links  den  Werth  setzt, 
und  das  folgende  Glied  partiell  integrirt  mit  Berücksichtigung 
von  (2)  und  (2a),  so  erhält  man: 


lLu  4.  dJV-  - 

dx  ^ dy  + dz  ~ dt 


(3  a) 


Nachdem  diese  Eigenschaften  der  Functionen  £7,  F,  JV  fest- 
gestellt  sind,  können  wir  zur  Aufstellung  der  Bewegungsglei- 
chungen übergehen. 


§ 3.  Beweguugsgle  ichu  ngen  der  Elektricität. 

Die  elektromotorische  Kraft,  die  im  Punkte  .r,  r wirkt, 
ist  zusammengesetzt  aus  derjenigen,  die  von  der  elektrostatischen 
Kraft  der  freien  Elektricität  herrührt,  und  deren  Grösse  durch 
die  negativ  genommenen  Differentialquotienten  der  Potential - 
function  tp  der  freien  Elektricität  gegeben  wird,  und  ferner  aus 
der  Inductionskraft,  die  in  Richtung  der  x gleich  — AldUj  dt 
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ist.  Bezeichnen  wir  also  den  Widerstand  eines  prismatischen 
Leiters  von  der  Einheit  der  Länge  und  Einheit  des  Quer- 
schnittes mit  x,  so  sind  Folgendes  die  Bewegungsgleichungen  der 


Elektricität : l) 


J2dU 
A'~df ’ 


xv  = 
xw  = 


d(f:  jo  dV 

dy  ~~  A d t 1 

d(r  jo  d Tfr 

ji  - A'  -it  ’ 


Was  den  Werth  der  Constanten  x betrifft,  so  ist  Herrn 
W.  Web  er’s  elektromagnetische  'Stromeinheit  nach  unserer 
Bezeichnung  gleich  1 jA,  seine  Einheit  der  elektromotorischen 
Kraft  dagegen  gleich  A zu  setzen,  also  seine  elektromagnetische 
Widerstandseinheit  gleich  A2.  Für  Kupferdrähte  von  1 mm 
Länge  und  1 mg  Gewicht  ergeben  seine  Messungen  die  Grösse 
des  Widerstandes,  aus  verschiedenen  Drahtproben  berechnet, 
wie  folgt: 

Jacobi’s  Draht 2 310000 

Kirchhoffs  Draht 1 916000 

W.  Weber’s  Draht  ....  1 865000 

MitteT  2 030  300 . 


Um  für  einen  Leiter  von  einem  Millimeter  Länge  und  einem 
Quadratmillimeter  Querschnitt  den  Widerstand  zu  finden,  muss 
man  diese  Zahlen  durch  das  specifische  Gewicht  des  Kupfers 
8,95  dividiren,  und  so  ergiebt  sich  als  dem  Mittel  jener  drei 
Kupfersorten  entsprechend: 


z = 227  000  Ä- 


Quadiatinillim. 


oder : 


x 


425  370 . 1012 


iSecdn. 


Secdn. 


1)  Um  die  hier  gegebenen  Gleichungen  auf  die  Kirchhoff’schen 
zurückzuführen,  setze  man: 

statt  k x q A2 


— 1 


9 


nunmehr 
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Der  bestleitende  Draht  von  galvanoplastischem  Kupfer  ergiebt: 

1 


x = 


513  144.  1012 


Secdn. 


In  den  Gleichungen  (3  b)  sind  U,  V,  W und  qp  zunächst  als 
Integrale  gegeben.  Um  die  betreffenden  Gleichungen  in  die 
Form  von  Differentialgleichungen  zu  bringen,  brauchen  vir 
nur  die  genannten  vier  Grössen  als  Unbekannte  zu  benutzen. 

Wir  haben  dabei  zu  unterscheiden: 


1)  Theile  des  Raumes,  die  wir  mit  S bezeichnen  wollen, 
welche  leitend  sind,  und  auf  deren  Inneres  keine  andereu 
Kräfte  wirken,  als  die  elektrostatischen  und  inducirten  elektro- 
82  motorischen  Kräfte.  Innerhalb  solcher  Theile  gelten  die 
Gleichungen  (3  b),  welche  bei  Berücksichtigung  von  (3)  die 
Form  annehmen: 


AU-  (1 
AV-  (1 
A IV  — (1 


r- 


^ dx.  dt 
d2rp 


*) 

*) 


c/y . dt 

rfV 

dz . d t 


in  [di jn  r>  d U\ 

T \dJ  + A‘  dTf  ’ 
iE.  Ipt  + } , 

X \dy  dt  \ 

in  | dW\ 

T \te+A~-dt)- 


(I) 


2)  In  anderen  Theilen  des  Raumes  können  wir  die  elek- 
trischen Strömungen  als  vorgeschrieben  betrachten.  Dies  wird 
zum  Beispiel  der  Fall  sein,  wo  elektrisch  geladene  Isolatoren 
bewegt  werden,  oder  elektrische  Ströme  in  Drähten  unter  Ein- 
fluss relativ  grosser  hydroelektrischer  Kräfte  circuliren.  Auch 
wenn  man  Magnete  durch  ein  System  elektrischer  Ströme  er- 
setzt denkt,  sind  diese  als  unveränderlich  vorgeschriebene  Ströme 
zu  betrachten.  Diese  Theile  des  Raumes  mögen  mit  Sl,  die 
Werthe  der  Functionen  U7  V,  /F,  qp  etc.  mit  L\,  l\,  ff]. 
.(fl  etc.  bezeichnet  werden.  In  ihnen  ist : 


1- 
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3)  Im  ganzen  Raume  5 und  Sl  gilt  die  Gleichung  (3a): 

(II) 


dü  dV  dW  , Jif 
dx  + dg  + dz  - dt' 


4.  dir ; _ «*Vl 

rfx  + dy  + 


(Ha) 


4)  Die  Grenzbedingungen  an  mit  Elektricität  belegten 
Flächen  LI  sind: 

U-  L\  - V — Kj  = = <p-  (Pl  = 0,  (HI) 

_rfr»  - rfr  _firi  _ _ dW'  - n ,TV\ 

<LV  dX  “ rfxV  t/JV*  “ <kV  (/.V  “U*  ^AV' 

5)  In  unendlicher  Entfernung  von  den  Leitern  und  be- 
wegten Massen  : 

u — v=  rv=  (P  — o . (V) 

Wenn  aus  diesen  Gleichungen  U,  V,  //'  und  cp  bestimmt 
sind,  erhält  mau  ?/,  v,  w durch  die  Gleichungen  (3). 

Das  System  der  Gleichungen  (I)  bis  (V)  vertritt  voll- 
ständig die  Bedingungen  der  Aufgabe,  die  ausgesprochen  sind  ** 
durch  die  Gleichungen  (la),  nebst  den  entsprechenden  Glei- 
chungen für  v und  tc,  und  durch  (2),  (2  a),  (3  b). 

Da  das  System  (I)  bis  (V)  abgeleitet  ist  aus  den  Be- 
dingungsgleichungen  der  Aufgabe,  so  Fügt  es  keine  neuen  Be- 
dingungen hinzu,  die  jene  nicht  enthalten. 

Umgekehrt  ist  nachzuweisen,  dass,  wenn  das  System  (I) 
bis  (V.)  erfüllt  ist,  jene  vier  Bedingungsgleichungen 
der  Aufgabe  erfüllt  sind. 

Zunächst  ist  ersichtlich,  dass  die  Gleichungen  (3b)  un- 
mittelbar aus  (I)  erhalten  werden,  wenn  man  AU  etc.  durch 
die  Geschwindigkeiten  ausdrückt,  wie  in  den  w,  v,  w definiren- 
den  Gleichungen  (3)  vorgeschrieben  ist. 

Die  Gleichung  (2)  erhält  man,  wenn  man  die  Gleichungen  (II) 
und  (Ha)  der  Operation  A unterwirft,  und  die  Werthe  von 
A (dUjdx)  etc.  aus  (3)  bildet. 

Die  Gleichung  (2  a),  welche  an  Flächen  LI  gilt,  erhält  man 
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durch  folgende  Betrachtungen.  Wenn  eine  Function  ist, 
die  auf  beiden  Seiten  dei'  Fläche  il  gleiche  Werthe  hat, 

«j;=  v 


aber  dW/dN  von  dll\/dN  verschieden  ist, 
zu  sehen: 


d(V-  ¥*)  _ d(V-  ¥*) 
dx  “ dN 


cos  fl, 


so  ist,  wie  leicht 


diV-VQ 

dy 

dVPZ^\) 

dz 


W-^cosb 
dy  ’ 

dW-V,) 


dN 


cosc. 


wo  a,  b,  c wie  früher  die  Winkel  sind,  welche  die  Normale  dV 
mit  den  Coordinatenaxen  macht.  Da  dU j dx,  dUjdy,  dUjdz 
auf  beiden  Seiten  der  Fläche  Si  nicht  verschieden  sind,  so  ist : 


dx . dy 

d-(ü-  Ui) 
dy  ■ dy 


— ± i «£r_S>  1 cos« 

~ dN  \ dy  f C0Sa’ 

— Jl  | d{U  — Ui)  \ j 
dN  { dy  f 0S  ’ 


und  daraus  folgt: 


d*(U—  Ut)  , 
—3—  ~ cos  b 

d x . dy 


d'(l 7-  Ux)  A 

— r * — - COSa  = 0. 

dy* 


Daraus  folgt  weiter,  dass,  wenn  man  die  Werthe  von  dqjdt 
imd  dcpl/dt  aus  den  Gleichungen  (II)  entnimmt: 


84  cos« 


A(U- 


üx)  + k 


d*(<p-(r  i) 
d t . dx 


+ COS& 


A ( V—  V^)+k 


di.dy  j 


+ COS  C 


A{H'-Wi)  + kd^f 


1 


und  wenn  man  hierin  für  AU,  A U}  u.  s.  w.  die  Werthe  setzt 
aus  (3)  und  (Ia),  so  folgt  die  Gleichung  (2a). 

Endlich  ist  noch  zu  erweisen,  dass  die  Functionen  U , V , ff' 
der  Gleichungen  (I)  bis  (V),  wenn  man  vermöge  der  Glei- 
chungen (3)  die  Geschwindigkeiten  u,  v,  w einfuhrt,  gleich  den 
in  (1  a)  und  gemäss  (la)  gebildeten  Werthen  dieser  Grössen 
sind.  Dies  geht  daraus  hervor,  dass  eine  Function,  die  überall 
endlich  und  stetig  ist,  deren  Differentialquotienten  ebenfalls 
überall  endlich  und  stetig  sind,  und  die  in  unendlicher  Ent- 
fernung gleich  Null  ist,  wie  dies  die  Gleichungen  (III),  (IV)  r 
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(V)  von  U,  V,  W aussagen,  nach  den  bekannten  Sätzen  über 
Potentialfunctionen  dargestellt  werden  kann  in  der  Ponn: 

Setzt  man  nun  statt  AU  die  in  (3)  und  (Ia)  gegebenen 
Werthe,  so  erhält  man  Gleichungen  von  der  Form  (ld),  wo 
der  Werth  von  dW/dx  u.  s.  w.  zunächst  in  der  Form  von  (2e) 
gegeben  ist.  Die  Transformationen  aber  des  Werthes  von 
welche  uns  von  der  Form  (lc)  zu  (2  e)  geführt  haben,  und  welche 
auf  partiellen  Integrationen  beruhten,  kann  man  alle  rückwärts 
machen,  und  kommt  so  auf  die  Gleichungen  (ld)  und  (lc), 
die  nur  eine  andere  Schreibweise  von  (la)  sind. 

Es  ist  in  diesen  Entwickelungen  keine  Rücksicht  genommen 
auf  das  Vorkommen  elektromotorischer  (hydroelektrischer  oder 
thermoelektrischer)  Molecularprocesse.  Haben  diese  constante 
Kraft-,  so  geben  sie  einfach  einen  den  übrigen  Strömen  super- 
ponirten  constanten  Strom.  Haben  sie  aber  ineonstante  Kraft, 
so  lassen  sich  die  Umformungen  der  Function  *P'  nicht  immer 
so  ausführen,  wie  oben  geschehen. 


Die  in  der  Einleitung  erwähnte  Analogie  zwischen  den 
Bewegungen  der  Elektricität  in  einem  Leiter  und 
denen  eines  Gases  zeigt  sich  in  folgender  Weise.  Es  sei  p 
der  Druck,  p die  Dichtigkeit,  «,  v , to  die  Componenten  der 
Strömungsgeschwindigkeit;  letztere  seien  so  klein,  p und  p so 
wenig  von  den  Werthen  p0  und  p0  in  der  ruhenden  Flüssigkeit 
unterschieden,  dass  die  Glieder  zweiter  Dimension  der  Grössen 
(p  — p0)j  (o  — p0)  vernachlässigt  werden  können.  Dann  sind  die 
Bewegungsgleichungen  eines  reibenden  Gases,  auf  dessen  In- 
neres keine  äusseren  Kräfte  wirken: 


1 

dp 

du 

A 

d 1 

fdu 

+ 

d v 

dw  \ 

9 

’ 1 x ~ 

dt 

— p Au 

— V 

di\ 

Kdx 

dy 

dz  J 

1 

dp 

dv 

A 

d j 

(du 

dv 

+ 

dw' 

9 

'~dy  = 

dt 

— u A o 

« 

— V 

dy 

\dx 

T 

dy 

dz  ) 

1 

9 

dp 

dz 

dto 

dt 

— pAw 

— V 

& 

(du 

+ 

dv 

dy 

+ 

dw' 
dz  j 

1 

9 

do 

dt 

du 

dx 

d v 

d io 
dz 

» 

Helm  hol  tx,  wlssensch.  Abhandlungen. 
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t 
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Man  setze: 

statt  w,  v,  w,  ? ~ P° 

Qo 

u,  v,  w;  -T  ff  , 

so  erhalten  wir  die  für  das  Innere  eines  Leiters  von  constantem 
Leitungsvermögen  geltenden  Bewegungsgleichungen  der  Elek- 
tricität.  Dabei  ergiebt  sich: 

P_r_h L = „L  ( 

Q — »o 

Dem  kann  ein  Gas  von  stabilem  Gleichgewicht  nur  entsprechen, 
wenn  k positiv  ist.  Ist  k = 0,  wie  in  Herrn  Max  wt  eil  ’s  An- 
nahme, so  würde  die  Elektrizität  sich  wie  eine  incompressibie 
Flüssigkeit  bewegen.  Auch  müssen  die  beiden  Reibungscoeffi- 
cienten  n und  v positiven  Werth  haben,  wenn  die  Vergleichung 
statthaft  sein  soll,  w'as  bei  v nur  der  Fall  ist,  w enn  1 > k > 0 ist. 

Die  Geschwindigkeiten  der  Flüssigkeit  entsprechen  aber 
hierbei,  wie  man  sieht,  nicht  den  Geschwindigkeiten  der  Elek- 
trizität, sondern  den  elektromotorischen  Kräften.  Die  Ge- 
schwindigkeiten der  Elektricität  wären  vielmehr  den  durch  die 
Reibung  hervorgebrachten  Bewregungskräften  proportional. 

Die  Grenzbedingungen  freilich  sind  abweichend;  indessen 
giebt  eine  solche  Vergleichung  immerhin  einen  Anhalt  für  die 
Vorstellung. 

§ 4.  Eindeutigkeit  der  Lösungen  und  Stabilität  des  Gleich- 
gewichts. 

Bezeichnen  wir  mit  < l > denjenigen  Theil  der  Arbeit,  welcher 
durch  Abänderung  der  elektrischen  Strömungen  in  den  Leitern  S 
86  verändert  wrird,  so  besteht  derselbe  aus  zwei  Theilen  *f>0,  welcher 
den  elektrodynamischen,  und  &v  welcher  den  elektrostatischen 
Wirkungen  entspricht.  Die  ganze  Grösse  dieser  Arbeit  ist: 

= <£0  + <Plf  (4) 

<l>0  = lA‘f(U«  + Vv  -j-  H w)  dx . di/ . dz , (4  a) 

= Lfv- Jv-d*  (4b> 


Q - Q* 


" f 


u 


Qo 


) 


x 

An  Ä*  * 


1 — k y. 

k An  A 
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Durch  partielle  Integration  ist  dieser  letztere  Werth,  wie  be- 
kannt, auf  die  Form  zu  bringen: 


*.  - fe) 


+ 


d 


<P 


dz 


dx . dy  . dz , 


(4  c) 


und  ist  also  nothwendig  positiv. 

In  dem  Werthe  von  % ersetzen  wir  zunächst  ?/,  v,  w 
durch  die  Werthe  dieser  Grössen  in  (3)  und  (Ia)  und  erhalten: 

= - f’-fl  U.  AU+  V.JV+  W.  J w 


- (1  - h) 


d'if 


(/*■ 


I J dr . dy . dz. 


Wenn  man  hier  partiell  integrirt  mit  Berücksichtigung  der 
Gleichungen  (III),  (IV)  und  (V),  so  erhält  man: 


f JWGSV  ;-* 


dU 


dV  d w 


dx  dy  dz 


j dx . dy  . dz. 


Hierin  bezeichnet  Um  irgend  eine  von  den  Grössen  U,  V,  IV, 
und  xn  irgend  eine  von  den  Coordinaten  x,  y , z. 

Wenn  man  berücksichtigt,  wie  sich  aus  (III)  und  (IV) 
durch  partielle  Integration  ergiebt,  dass: 

Cidjl  dV dU  dF) 

J ' dy  d x dx  dy  J 

so  verwandelt  sich  der  letzte  Ausdruck  in: 


dx . dy  . dz  = 0, 


*0  - rJ{2 


(dUn  _ dü.' " 

\dxn  dx. 


m 


-h  ä J dx . dy . dz.  (4d 


Durch  die  in  (4  c)  und  (4  d)  gegebenen  Werthe  von  0j  und  0O 
ergiebt  sich,  dass  beide  nothwendig  positiv  sind,  wenn  k einen 
positiven  Werth  hat,  oder  gleich  Null  ist.  Wenn  aber  k einen 
negativen  Werth  hat,  so  kann  das  Arbeitsäquivalent  der  elek- 
trischen Bewegung  negativ,  also  kleiner  als  im  Gleichgewichts-  87 
zustande  werden.  Es  wräre  alsdann  der  Zustand  der  Ruhe  nicht 
ein  Minimum  der  Arbeit,  also  das  Gleichgewicht  in  diesem 
Zustande  nicht  stabil. 

Der  Unterschied  im  Verlauf  der  Störungen  des  Gleich- 
gewichtszustandes, je  nachdem  k positiv  oder  negativ  ist,  zeigt 
sich  noch  bestimmter,  wenn  wir  die  Gleichung  der  lebendigen 

37* 
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Kraft  für  die  elektrischen  Bewegungen  aufstellen.  Dieselbe 
wird  uns  auch  dazu  dienen,  nachzuweisen,  dass  durch  die  Glei- 
chungen (I)  bis  (V),  ■wenn  gleichzeitig  der  Anfangszustand  ge- 
geben ist,  die  elektrische  Bewegung  eindeutig  bestimmt  ist. 
vorausgesetzt,  dass 

Wenn  nämlich  z-wei  von  einander  verschiedene  Lösungen 
der  Gleichungen  (I)  bis  (V)  existirten,  und  in  der  einen: 

u\  r,  w,  <p\ 

in  der  anderen: 

U ",  V",  W",  cp" 

die  Werthe  der  in  den  Gleichungen  vorkommenden  Functionen 
wären,  so  würden  auch  ihre  Unterschiede: 

U'  - U”  = U,  V’-  V"=  V ; 

W - W:  cp'-  cp'  = cp 

gesetzt,  den  Gleichungen  (I)  bis  (V)  genügen,  wenn  in  diesen 
ux  — vx  = tCj  = 0 gesetzt  würde. 

Um  nun  zu  ermitteln,  unter  welchen  Bedingungen  eine 
solche  Verschiedenheit  der  Lösungen  möglich  wäre,  wollen  wir 
den  Werth  von  d<l>jdt  mittels  der  Gleichungen  (I)  bis  (V)  be- 
stimmen, wobei  wir  festsetzen,  dass: 

ui  — vi  — wi  — 0 (5) 

sei,  also  keine  Bewegung  der  Elektricität  ausserhalb  der  Leiter  S 
vorkomme. 

Aus  den  in  § 1 aufgestellten  Principien  ist  schon  klar, 
dass  der  Werth  sein  muss: 

d-£=  -fX(u‘-i-v‘  + w!)dS,  (5a) 

da,  wenn  äussere  inducirende  Kräfte  fehlen,  die  in  der  Leitung 
erzeugte  Wärme,  deren  mechanisches  Aequivalent  rechts  in 
Gleichung  (5  a)  steht,  nur  erzeugt  werden  kann  auf  Kosten 
des  Arbeitsäquivalents  der  elektrischen  Vertheilung  und  Be- 
wegung. In  der  That  lässt  sich  die  Gleichung  (5  a)  verificiren 
aus  den  Gleichungen  (3),  (I)  bis  (V),  (4)  bis  (4d)  und  (5).  Am 
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einfachsten  geschieht  dies  mittels  der  mit  (I)  identischen  Glei- 
chungen (3  b). 


Aus  der  in  (1  b)  vorgeschriebenen  Bildungsweise  von  T7  und  der 
in  (4a)  vorgeschriebenen  von  <J>0  ist  leicht  ersichtlich,  dass: 


Ferner  ergiebt  sich  aus  (4c)  leicht: 


<10 

dt 


•-ui 

= hS'f  • 


d <p  d2<p 


+ dJL. 


d2(p  | dq  di<j 


dx  dx.dt  dy  dy.dt 

d~<p  d”(px 

dX.dt  dN.dt 


+ 


dz  dz . dt 


dx .dy . dz 


dii  ~ hfv  ■ A (5?) dx  ■ d-v  ■ dz< 


und  wenn  wir  hierin  die  Grössen  u,  v,  tc  mittels  der  Gleichungen 
(2)  und  (2a)  einführen,  und  partiell  integriren,  ergiebt  sich: 


d0 , 
dt 


dx . dy . dz. 


Da  ausserhalb  S nach  Gleichung  (5  a)  u,  v,  tc  überall  Null 
sind,  ist  es  einerlei,  ob  wir  die  Integration  in  diesem  letzten 
Ausdruck  nur  auf  den  Raum  S,  oder  auf  den  ganzen  unend- 
lichen Raum  ausdehnen. 

Diese  Umformungen  zeigen,  dass  die  Gleichungen  (I)  bis  (V) 
der  Forderung  des  Gesetzes  von  der  Erhaltung  der  Kraft, 
wie  sie  in  (5  a)  aufgestellt  ist,  entsprechen. 

Die  Gleichung  (5  a)  zeigt,  dass  die  Grösse  d<l>/dt  nur  einen 
negativen  Werth  haben  kann,  da  das  rechts  stehende  Integral 
eine  Summe  von  lauter  Quadraten  ist,  und  y , der  Widerstand, 
jedenfalls  positiv. 

A.  Wenn  £2^0  ist,  ist  <l>  nothwendig  immer  positiv,  und 
kann  nicht  kleiner  als  Null  werden.  Ist  es  also  in  irgend  einem 
Augenblicke  der  Bewegung  gleich  Null,  so  muss  es  von  da 
ab  fortdauernd  gleich  Null  sein.  Damit  aber  Null  sei, 
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müssen  alle  die  positiven  Quadrate,  deren  Summe  es  ist,  gleich 
Null  sein,  also  entsprechend  (4),  (4c)  und  (4 d): 

dy  d( jp  d(f  ^ 

dx  dy  dz  ’ 


was,  da  q im  Unendlichen  gleich  Null  sein  muss,  nur  ge- 
schehen kann,  wenn  im  ganzen  Raume  <p  — 0,  d.  h.  wenn  gar 
keine  freie  Elektricität  existirt. 

«e  Ferner,  wenn  wir  (4 d)  gleich  Null  setzen,  ergiebt  sich: 


d_u  = dv  dv  _ dw  dir  __  djj 

dy  dx  ’ dz  dy  dx  dz 


dü  . dV  . dir 

- — — - | » — ■ | ■ 

dx  dy  dz 


Durch  Differentiiren  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen: 

AU  = AV  = AW=0, 

und  da  ausserdem  U , V,  IV  und  ihre  ersten  Differential- 
quotienten nirgends  unstetig  sein  sollen,  so  folgt,  dass  im 
ganzen  Raume: 

u=  v=  tr=  o. 


i 


Daraus  folgt  also  entsprechend  den  Gleichungen  (4  e),  dass, 
wenn  im  Anfang  der  Bewegung: 

U'  - U " — Vf  — V”  = IV  - W"  = q - <p  = o, 

diese  Differenzen  fortdauernd  gleich  Null  bleiben. 

Wenn  also  ä^O,  und  wenn  für  den  Anfang  der 
Bewegung  die  Werthe  von  £7,  V,  W gegeben  sind,  so 
bestimmen  die  Gleichungen  (I)  bis  (V)  in  Verbindung 
mit  (3)  die  Bewegung  der  Elektricität  vollständig. 

Es  folgt  ferner  daraus,  dass,  wenn  wir  für  die  Zeit  t < r 
und  t > r zwei  verschiedene  analytische  Ausdrücke  der  Bewe- 
gung haben,  diese  eine  einzige  continuirliche  Bewegung  dar- 
stellen, wenn  zur  Zeit  t — r beide  Ausdrucksfonnen  überall  im 
Raume  gleiche  Werthe  von  q,  U,  V und  fV  ergeben. 

B.  Wenn  k negativ  ist,  so  kann  (p  negativ  werden, 
und  die  Bewegung  der  Elektricität  kommt  nicht  nothwendig 
zum  Stillstand,  wenn  (P  gleich  Null  wird.  Aber  auch  in  die- 
sem Falle  muss,  wenn  äussere  Einwirkungen  fehlen,  d(p-dt 
nach  Gleichung  (5  a)  nothwendig  immer  einen  negativen  Werth 
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hir.ben,  und  wenn  also  </>  einmal  negativ  geworden  ist,  so  muss 
es  zu  immer  grösseren  und  grösseren  negativen  Werthen  fort- 
schreiten.  Damit  deinen  endlichen  negativen  Werth  /'haben 
könne,  muss  nothwendig  der  mit  dem  negativen  k multiplicirte 
Theil  seines  Werthes: 


dx. dy . dz 


dW 

dz 


dx .dy .dz 


grösser  als  Fj  ( — k)  sein  und  bleiben. 

Wenn  tp  überall  endlich  ist  und  bleibt,  so  muss  dtp  j dt  in 
endlichen  Theilen  des  Raumes  einen  endlichen  Werth  haben, 
damit  das  vorstehende  Integral  einen  endlichen  Werth  haben 
könne.  Wenn  die  leitenden  Körper  S endlich  begrenzt  sind, 
nimmt  dtp)  dt  in  unendlicher  Entfernung  ab  wie  1 /r2,  und  die 
von  unendlich  entfernten  Theilen  des  Raumes  herriihrenden 
Theile  des  Integrals  werden  also  jedenfalls  unendlich  klein. 
Damit  aber  dtp  / dt  endliche  Werthe  in  endlicher  Raumer- 
streckung habe,  müssen  endliche  Geschwindigkeiten  der  Elek- 
tricität in  endlichen  Räumen,  oder  unendlich  grosse  Geschwin- 
digkeiten in  unendlich  kleinen  Räumen  bestehen.  Denn  es  ist: 


Wenn  aber  die  Geschwindigkeiten  fortdauernd  in  endlichen 
Räumen  endliche  Werthe  haben,  muss  d<l>jdt  nach  Gleichung 
(5  a)  fortdauernd  einen  endlichen  negativen  Werth  haben,  und 
also  fortdauernd  wachsen  bis  zu  unendlicher  negativer  Grösse. 

Daraus  folgt,  dass,  wenn  nicht  dtp) dt,  u,  v oder  w von 
vornherein  an  einzelnen  Stellen  unendliche  Werthe  haben,  sie 
jedenfalls  mit  der  Zeit  zu  unendlichen  Werthen  amvachsen 
müssen.  Ist  also  bei  negativem  k die  Grösse  </>  nur  einmal 
negativ  geworden,  so  wrird  die  entsprechende  elektrische  Be- 
wegung sich  fortwährend  an  Intensität  steigern,  wenn  sie  nicht 
von  Anfang  an  in  einzelnen  Stellen  unendlich  ist. 

Das  bedeutet  also,  dass  bai  negativen  Werthen  von 
fi  das  Gleichgewicht  der  ruhenden  Elektricität  in 
leitenden  Körpern  ein  labiles  Gleichgewicht  ist. 

Bewegungen,  welche  negativ  machen,  sind  in  sehr  man- 
nigfacher Weise  möglich.  Man  braucht  nur  anzunehmen,  dass 
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in  irgend  einem  Augenblick  keine  freie  Elektricität  existire. 
also  cp  — 0 sei,  und  dass  ausserdem  sei: 


v — i* , w=d/ 

dy  d 


Dann  fallen  alle  positiven  Theile  von  weg.  und  nur  der  ne- 
gative bleibt  übrig.  Die  Function  % ist  hierbei  nur  den  Be- 
dingungen unterworfen,  dass  nach  den  Gleichungen  (la)  bis  (V) 
und  (5  a)  ausserhalb  S: 

AA/  = 0, 


und  an  den  Grenzen  von  S die  ersten  und  zweiten  Differential  - 
quotienten  von  / continuirlich  und  in  unendlicher  Entfernung 
gleich  Null  seien.  Es  kann  / innerhalb  S vollkommen  beliebig 
gewählt  werden,  und  ist  dann  für  den  Aussenraum  bis  auf  eine 
willkürliche  Constante  bestimmt. 

ei  Unter  diesen  Umständen  ist  nun  auch  die  für  positive 
Werthe  von  k gezogene  Folgerung  nicht  zulässig,  dass  die 
Gleichungen  (I)  bis  (V)  die  Bewegung  der  Elektricität  eindeu- 
tig bestimmen,  wenn  die  Werthe  U,  V7  W7  cp  für  die  Anfangs- 
zeit gegeben  sind.  Es  kann  sich  nämlich  zu  der  gegebenen 
Anfangsbewegung  eine  verschwindend  kleine  labile  Bewegung 
gesellen,  welche  nach  Verlauf  einer  gewissen  Zeit  endliche 
Werthe  erhält. 

Wohl  aber  kann  auch  für  negative  Werthe  von  k gezeigt 
werden,  dass,  wenn  in  zwei  verschiedenen  Integralen  der  Glei- 
chungen (I)  bis  (V)  sich  die  Grössen  U,  V.  IV,  cp  zu  Anfang 
und  zu  Ende  einer  gewissen  Zeit  unendlich  wenig  von  einan- 
der unterscheiden,  die  beiden  Integrale  auch  während  der  gan- 
zen Dauer  dieser  Zeit  sich  unendlich  wenig  von  einander  un- 
terscheiden. 

Denn  für  ihre  Differenz  gilt  Gleichung  (5  a),  und  ist  d ibjdt 
fortdauernd  negativ.  Wenn  also  für  ihre  Differenz  der  Werth 
von  zu  Anfang  und  zu  Ende  der  betreffenden  Zeitperiode 
verschwindend  klein  ist,  so  muss  er  während  der  ganzen  Dauer 
dieser  Periode  verschwindend  klein  gewesen  sein. 

Wenn  also  auf  einen  elektrischen  Leiter  während  einer  ge- 
wissen endlichen  Zeit  inducirende  Kräfte  einwirken,  und  ein 
Integral  der  entsprechenden  Bewegung  gefunden  wird,  welches 
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die  Werthe  von  U,  V,  W,  q für  t = — oo  und  t = + cc, 
gleich  Null  ergiebt,  so  giebt  es  keine  zweite  Lösung,  die  den- 
selben Bedingungen  genügte. 

§ 5.  Radiale  Strömungen  der  Elektricität  in  einer  leitenden 

Kugel. 

Die  Erörterungen  des  vorigen  Paragraphen  zeigen  nur  die 
Möglichkeit,  dass  unendlich  fortschreitende  Störungen  des  elek- 
trischen Gleichgewichts  eintreten  könnten,  wenn  k einen  nega- 
tiven Werth  hat;  aber  sie  lassen  noch  dem  Zweifel  Raum,  ob 
solche  Störungen  auch  wirklich  zu  Stande  kommen  können 
bei  denjenigen  Methoden,  elektrische  Bewegungen  hervorzurufen, 
welche  uns  bei  Versuchen  zu  Gebote  stehen. 

Um  zu  zeigen,  dass  dies  der  Fall  sei,  wird  es  genügen, 
ein  möglichst  einfaches  Beispiel  zu  behandeln,  imd  ich  wrähle 
dazu  radiale  Bewegungen  der  Elektricität  in  einer  Kugel,  die 
hervorgebracht  wrerden  durch  Verengerung  und  Erweiterung 
einer  äusseren  concentrischen,  mit  Elektricität  geladenen  Ku- 
gelschaale.  In  dieser  Form  wird  zwar  das  wirkliche  Experi- 
ment nicht  leicht  ausgeführt  werden.  Aber  es  ist  zu  bemerken, 
dass  ein  unserem  Falle  entsprechendes,  von  den  Richtungen  der 
Radien  unabhängiges  Glied  jedesmal  Vorkommen  wird,  wrenn 
man  die  durch  Annäherung  eines  elektrisirten  Körpers  in  der 
Kugel  hervorgerufene  Bewegung  nach  Kugelfunctionen  ent- 
wickelt. Denkt  man  sich  nämlich  alle  die  elektrischen  Be- 
wegungen in  der  Kugel  superponirt  (und  ungestörte  Superpo- 
sition verschiedener  Bewegungen  ist  möglich),  welche  dadurch 
entstehen  würden,  dass  der  gleiche  elektrisirte  Körper  von 
allen  möglichen  verschiedenen  Richtungen  aus  zur  Kugel  in 
gleicher  Weise  bewegt  wird,  so  wird  die  Summe  aller  dieser 
Bewegungen  auf  den  von  uns  zu  behandelnden  Fall  führen, 
und  es  ist  klar,  dass  die  durch  solche  Superposition  entstan- 
dene Gesammtbewegung  kein  mit  der  Zeit  in  das  Unendliche 
wachsendes  Glied  enthalten  kann,  wenn  nicht  die  ursprüngliche 
einzelne  Bewegung  ein  solches  enthält.  Stellt  sich  also  her- 
aus , dass  unser  vorausgesetzter  einfachster  Fall  eine  labile 
Störung  des  elektrischen  Gleichgewichts  ergiebt,  so  folgt,  dass 
diese  auch  stattfindet  in  jedem  Falle,  wto  eine  elektrische  Masse 
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in  gleicher  Weise  der  leitenden  Kugel  genähert  und  von  ihr 
entfernt  worden  ist,  wie  wir  dies  von  der  von  uns  angenom- 
menen coneentrischen  elektrischen  Schicht  voraussetzen. 

Wir  setzen: 


.r  = o cos  u , y = o cos  ß, 


z = o cos  y. 


Der  Radius  der  leitenden  Kugel  sei  üi ; über  eine  grössere  con- 
centrische  Kugelfläche  von  dem  veränderlichen  Radius  R sei 
die  elektrische  Masse  M gleichmässig  ausgebreitet.  Die  elek- 
trischen Strömungen  sollen  nur  in  Richtung  des  Radius  ge- 
schehen; wir  werden  also  setzen  können: 


u 


(6) 


Da  alles  um  den  Mittelpunkt  der  Kugel  symmetrisch  ist. 
werden  auch  die  Werthe  der  elektromotorischen  Kräfte  l\  V. 
fV  von  der  Form  sein: 


T r d ji 

~ ~dy  ’ 


und  cp  wird  wie  y und  77  nur  eine  Function  von  o und  t sein. 

Da  die  Herren  W.  Weber  und  Lorberg  die  Annahme 
gemacht  haben,  die  Elektricität  könne  auch  träge  Masse  haben, 
so  will  ich  diese  Annahme  in  diesem  Paragraphen  ebenfalb 
recipiren,  und  den  linken  Seiten  der  Bewegungsgleichungen 
(3b)  noch  entsprechende  Glieder  hinzusetzen;  die  träge  Masse 
der  elektrostatischen  elektrischen  Einheit  werde  mit  /<  bezeich- 
net. Die  Gleichungen  (3  b)  verschmelzen  dann  in  eine  Integral- 
gleichung für  das  Innere  der  Kugel: 


dx  , 

•“  ,77  + ** 


/odH 

- 't  ~ A -ü  ’ 


und  die  Gleichungen  (3)  und  (3  a),  die  im  ganzen  Raume  gel- 
ten, werden: 


jn=(i-k)d-£-4*x, 


411  = 


Die  Gleichungen  (6  b)  und  (6  c)  treten  hier  an  Stelle  von 
je  drei  Gleichungen,  die  durch  Differentiirung  nach  x,  y und  r 
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aus  ihnen  entstehen.  Es  ist  beim  Uebergang  von  den  letzteren 
zu  ihren  beiden  Integralgleichungen  nicht  nöthig,  eine  willkür- 
liche Function  der  Zeit  hinzuzufügen,  da  eine  solche  schon  in 
77  und  / steckt,  deren  Differentialquotienten  nach  x,  y,  z ge- 
nommen wir  allein  brauchen. 

Die  letzten  beiden  Gleichungen  ergeben  noch,  wenn  sie 
von  einander  subtrahirt  werden: 

Tt  = <6e) 


Die  Gleichung  (6d)  ergiebt  ferner,  dass  77  durch  den  gan- 
zen Raum  gleich  der  Potentialfunction  der  Dichtigkeit  (k/4 n). 
d ff  d t sei.  Dadurch  ist  7/  ebenfalls  bis  auf  eine  willkürliche 
Function  der  Zeit,  die  keinen  Einfluss  auf  die  Lösung  unserer 
Aufgabe  hat,  vollständig  bestimmt,  wenn  ff  gefunden  ist. 

Zur  Bestimmung  von  cp  im  Innern  der  Kugel  ergiebt  sich 
zunächst  aus  der  Gleichung  (6  b),  wenn  wir  an  ihr  die  Operation 
A ausführen,  und  die  Werthe  von  II  und  / aus  (6d)  und  (6e) 
substituiren : 


jll L.i'v 

(4  T dl1 


+ 


y. 

4 7t 


Im  äusseren  Raume  dagegen  ist  der  Werth  von  fp  nur  ab- 
hängig von  den  Gesammtmengen  der  Elektricität  9)7  auf  der 
Kugel  vom  Radius  97,  M auf  der  vom  Radius  R. 

Für 91  < g < Aist 7 = | + f und  ^ ; 

für  o > R ist  fp  — — und  ^ = 0. 

' r q dt 


Was  die  Grenzbedingungen  (III),  (IV),  (V)  betrifft,  so  sind 
diese  erfüllt,  wenn  II  die  Potentialfunction  von  (A/4?i) . dtp  \dt, 
und  letztere  Grösse  überall  continuirlich  ist.  Also  die  einzige 
Grenzbedingung  ist,  dass  die  aus  der  Gleichung  (7)  gefundene 
Function  (p  für  o = 97  sei: 


9 


W M 
M + R ’ 


Ich  bemerke  hier  gleich , dass  für  den  Fall  k = 0 , wenn 
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wir  mit  e die  Dichtigkeit  der  Elektricität  bezeichnen,  die  Glei- 
chung (7)  ergiebt: 


woraus  folgt: 

e = BQe~nJ  -f-  B1  c— 


wo  n0  und  die  beiden  Wurzeln  der  G-leiehung  sind: 

jjni2  — xn  -f-  4jt  — 0. 

Soll  vor  Einwirkung  der  äusseren  Kräfte  Ruhe  bestehen,  so 
muss  B0~Bl=0  sein,  folglich  für  alle  Zeit  e = de!dt  = 0. 
Folglich  tritt  gar  keine  Bewegung  ein,  wenn  k = 0. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Sätze  über  den 
Werth  des  Arbeitsäquivalents  der  elektrischen  Bewegung  und 
die  continuirliche  Abnahme  dieses  Werthes  bei  einer  durch 
äussere  Kräfte  nicht  influirten  Bewegung  ändern  sich  in  un- 
serem Falle  nur  in  so  weit,  als  zu  dem  elektrostatischen  und 
elektrodynamischen  Arbeitsäquivalent  noch  die  lebendige  Krad 
der  bewegten  Elektricität  hinzukommt,  deren  Grösse  ist: 


die  Integration  über  die  ganze  Kugel  ausgedehnt. 

Wenn  man  die  Gleichung  (7)  mit  dtp) dt  multiplicirt,  über 
die  ganze  Ausdehnung  der  Kugel  integrirt,  und  diese  Integra 
tion  partiell  ausführt,  beachtend,  dass  in  diesem  Falle  an  der 
Oberfläche  der  Kugel  dip/dt-Q  ist,  so  können  wir  der  Be- 
zeichnung des  vorigen  Paragraphen  entsprechend  setzen: 


und  erhalten  dann  das  Resultat: 


Es  entspricht  diese  Gleichung  der  Gleichung  (5  a)  des  vorigen 
Paragraphen,  mit  der  durch  Einführung  der  Grösse  u,  beding- 


der  Stabilität  des  Gleichgewichts,  der  Eindeutigkeit  der  Lö- 
sungen, der  Continuität  zweier  Bewegungen  von  verschiedenem 
analytischen  Ausdrucke  daraus  ableiten. 


ten  Modification,  und  es  lassen  sich  dieselben  Schlüsse  betreff* 
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Ablauf  elektrischer  Radialströme  in  der  Kugel  ohne  äussere  95 

Einwirkung. 

Um  später  die  vollständigen  Integrale  der  durch  eine  ge- 
gebene äussere  Einwirkung  hervorgerufenen  Ströme  finden  zu 
können,  müssen  wir  zuerst  das  vollständige  Integral  der  Glei- 
chung (7)  mit  der  Grenzbedingung  (7  b)  suchen  für  den  Fall, 
dass: 

*1  = 0-  (8) 


Setzen  wir  innerhalb  der  Kugel: 

m , M . Ba 

v = it + b + ~r  ■ 


e1lal 


sm 


(8  a) 


so  ist  Gleichung  (7  b)  erfüllt,  wenn  a eine  ganze  Zahl  ist,  und 
Gleichung  (7),  wenn: 


oder: 


rrV 


Die  beiden  hier  für  l/na  gegebenen  Werthe  sind  auch  die 
Werthe  für  die  Grösse: 


nc 


f+k(^T 


Ich  bemerke  dabei,  dass  ein  complexer  Werth  für  a die 
Bedingungen  nicht  erfüllen  kann,  da  eiu  solcher  einen  com- 
plexen  auch  für  n ergeben  würde,  und  dann  nicht  für  jeden 
Werth  von  t die  Gleichung  (7  b)  zu  erfüllen  wäre. 

* Da  x und  u positive  Grössen  bedeuten,  so  hat  na  Werthe, 
deren  reeller  Tlieil  jedenfalls  negativ  ist,  und  einer  zum  Gleich- 
gewichtszustand zurückkehrenden  Bewegung  entspricht,  wenn 
k positiv  ist. 

Ist  k dagegen  negativ,  so  wird  n ebenfalls  für  sehr  grosse 
Werthe  von  a negative  reelle  Theile  haben.  Wenn  aber  9t 
gross  genug  ist,  dass  für  niedrige  Werthe  von  a: 


Aß\* 

71a  J 


so  wird  von  den  beiden  entsprechenden  Werthen  von  «a  einer 
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positiv  werden,  und  einer  das  Gleichgewicht  zerstörenden  Be- 
wegung entsprechen.  W enn  u = 0 ist , wird  dies  für  jeden 
Werth  von  et  der  Fall  sein.  Hat  u einen  gewissen  positiven 
Werth,  so  wird  jedenfalls  9t  so  gross  gedacht  werden  können, 
dass  es  der  vorstehenden  Ungleichung  Genüge  leistet.  Da 
og  übrigens  die  (konstante  u so  klein  ist,  dass  ihr  Einfluss  durch 
keine  bisher  augestellten  Versuche  sich  entdecken  Hess,  so 
wird  es  sich  dabei  gar  nicht  um  erhebliche  Werthe  von  9t 
handeln.  Hätte  u Werthe,  welche  neben  der  Grösse  A29l2  in 
Betracht  kämen , wenn  9?  auch  nur  mit  den  Dimensionen  ge- 
wöhnlich gebrauchter  Drahtspiralen  vergleichbar  wäre,  so 
müssten  solche  Spiralen,  die  zwei  neben  einander  laufende 
Fäden  enthalten,  einen  merklichen  Extracurrent  auch  dann 
geben,  wenn  beide  Fäden  in  entgegengesetzter  Richtung  durck- 
strömt  werden.  In  diesem  Falle  würde  es  das  durch  die  Grösse 
fi  gemessene  Beharrungsvermögen  der  Elektricität  fast  allein 
sein , was  den  Extracurrent  in  Gang  erhielte.  Jedenfalls  ist 
aber  der  so  entstehende  Extracurrent  verschwindend  klein 
gegen  denjenigen,  welcher  bei  gleich  gerichteter  Durchströ- 
mung solcher  Doppelspiralen  entsteht,  und  dessen  Grösse  von 
dem  mit  A2  multiplicirten  Potential  der  ganzen  Spirale,  auf 
sich  selbst  genommen,  abhängt. 

Aus  der  Gleichung  (8  a)  können  wir  ein  vollständiges  In- 
tegral der  Gleichungen  (7)  und  (7b)  ableiten  in  der  Form: 


y 

<fo 


m . m, 

9t  + R + Vw 


i‘JjßJ,V+S(,V]sn,jf)j 


Darin  sind  na  und  tta  die  beiden  Werthe,  welche  Gleichung  (8l>; 
für  den  betreffenden  Werth  von  a ergiebt,  Ba  und  53a  aber  sind 
willkürliche  Coefficienten , welche  so  bestimmt  werden  können, 
dass  (f  und  d(f\dt  für  £ = 0 willkürlich  gegebene  Functionen 
von  o im  Innern  der  Kugel  werden. 

Wenn  (p  und  drpjdt  ftir  die  Zeit  f = 0 gegeben  sind,  so 
ist  in  unserem  Falle,  wo 

dü_d_v  d_V_dW  dW^dU 

dy  dx  ’ dz  dy  dx  dz 
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der  Anfangszustand  vollständig  bestimmt,  da  dann  die  Poten- 
tiale <l>0  und  nach  (4  c)  und  (4d)  vollständig  bestimmt  sind, 
ebenso  wie  das  von  der  lebendigen  Kraft  der  elektrischen  Be- 
wegung abhängige  Glied  <i>2  des  Potentials,  welches  noch  hin- 
zukommt, wenn  fi  von  Kuli  verschieden  ist.  Es  können  also 
zwei  Bewegungen,  für  welche  tp  und  dtp  \ dt  überall  im  Anfang 
gleich  ist,  sich,  wenigstens  wenn  k positiv  ist,  überhaupt  nicht 
von  einander  unterscheiden.  Ebensowenig  können  sich  bei 
negativem  Wertlie  von  k zwei  Bewegungen  von  einander  unter- 
scheiden, bei  denen  zur  Zeit  t = 0 die  Functionen  cp  und  d<p  jdt  97 
überall  die  gleichen  Wertlie  haben,  und  die  beide  nach  Ab- 
lauf unendlicher  Zeit: 

<f  = Const., 


machen.  Zu  dem  Ende  müssen  in  der  Reihe  (9)  nur  die 
Glieder  bewahrt  bleiben,  welche  hinreichend  grosse  Werthe 
von  a enthalten,  dass  na  und  na  nur  negative  reelle  Theile 
enthalten. 

Die  Fälle,  wo  ?ia  oder  na  positive  reelle  Theile  enthalten, 
werden  wir  erst  am  Schlüsse  dieses  Paragraphen  besonders 
besprechen. 


Elektrische  Radialströme  bei  bestimmter  äusserer 

Erregungsweise. 


Es  sei  A irgend  eine  Constante,  für  welche  wir  nur,  um 
die  Behandlung  von  Ausnahmefällen  zu  umgehen,  festsetzen, 
dass  sin  (A91)  nicht  gleich  Null  sein  soll.  Es  seien  ferner  v0 
und  vx  die  Werthe  von  n aus  der  Gleichung: 

— { 4^  m2  + — n 4*  1 J = A2 . k . ii2 , (9  a) 


und  es  werde  gesetzt: 


M 

R 


— - (X  . «N»  - V0  . «*■']  + C„, 


so  ist  innerhalb  der  Kugel: 

f • **  ^ 1 + *0  + q,,  (9c) 
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wo  unter  (p0  die  in  der  Gleichung  (9)  enthaltene  unendliche 
Reihe  zu  verstehen  ist. 

Dass  cp  ein  Integral  der  Gleichung  (7)  mit  Einhaltung 
der  Grenzbedingung  (7b)  ist,  geht  aus  dem  Bisherigen  her- 
vor. Die  Coefficienten  B&  und  #3a  der  Reihe  <p0  werden  wir 
nun  nach  Fourier’s  Methode  so  bestimmen  können,  das  für 
die  Zeit  t = 0 : 


<P  = 

d(p 
dt 


c + f + c0, 


0 


wird.  Zu  dem  Ende  muss  sein: 


C 


. sin  (Ap) 
y .sin  (X i)t)  J 

0 = na 


i“J{(ßa+Sa)siu(^)j,| 
• "i"  Na  • 39a  > 1 


98  was  nach  bekannten  Rechnungsmethoden  ergiebt: 


ß _i_  93  _ /_na+i . 2^3*!_ 


Ba=-^r[Ba-  h«a], 
‘a  *'a 

«a  = [Ba  + 39a]. 

"a  ,la 


(9f) 


Da  die  Coefficienten  B und  $8  für  hohe  Werthe  von  a ab- 
nehmen, wie  a-3,  so  convergirt  die  Reihe  für  (p0  und  hat  einen 
eindeutigen  Werth  für  t = 0 und  alle  positiven  Werthe  von  t. 
wenn  nicht  eine  von  den  Grössen  oder  nx  positiv  unendlich 
wird,  was  geschieht,  wenn  gleichzeitig  /x  = 0 und  k negativ 
ist.  Ebenso  sind  die  Reihen  für  d(pjdt  und  für  dcpjdp,  wenn 
und  die  Reihe  für  cPrp / dt.dp,  wenn  ausserdem  auch 
ix  — 0,  convergent  und  eindeutig. 

Unter  diesen  Umständen  können  wir  den  Grössen  (p  und 
dtpj  dt  die  ihnen  in  den  Gleichungen  (9d)  für  die  Zeit  f = 0 
und  den  ganzen  Raum  beigelegten  Werthe  auch  für  alle  nega- 
tiven Werthe  von  t beilegen,  ohne  die  Continuität  der  Be- 
wegung zu  stören. 
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Das  entscheidende  Kennzeichen  für  die  Möglichkeit,  zwei 
Bewegungen  von  verschiedenem  analytischen  Ausdrucke  in 
einem  gegebenen  Zeitpunkte  aneinander  zu  schliessen,  ist,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  dass  die  den  gesummten  Arbeitswerth 
ihrer  Differenz  messende  Function  gleich  Null  sei.  Das 
ist  aber  im  vorliegenden  Beispiele  der  Fall,  da  die  in  dem 
Werthe  von  vorkommenden  Werthe  von  dy/do,  dcpjdt , 
und  eventualiter  auch  d2(p  jdt . dg,  für  t — 0 einerseits  durch 
convergente  Reihen  gegeben  sind,  deren  Werthe  andererseits 
mit  den  Werthen  der  Gleichungen  (9d)  zusammenfallen. 

Dadurch  ist  also  diejenige  elektrische  Bewegung  in  der 
Kugel  gegeben,  welche  nach  vorausgehendem  Gleichgewichts- 
zustände der  Elektricität  erregt  wird , wenn  von  der  Zeit 
/ = 0 ab  die  äussere  Kugelschicht  eine  solche  Bewegung  aus- 
fiihrt,  dass  die  elektrische  Potentialfunction  in  dem  Raume 
zwischen  den  beiden  Kugeln  die  durch  Gleichung  (9  b)  gegebene 
Function  der  Zeit  wird. 

So  oft  entweder  p von  Null  verschieden  ist,  oder  k positiv 
ist,  wird  es  immer  möglich  sein,  für  X einen  so  hohen  Werth 
zu  nehmen,  dass  v0  und  v1  reelle  negative  Grössen  sind,  und 
also  die  Bewegung  der  äusseren  Kugel  eine  vorübergehende 
ist  Dies  werde  im  Folgenden  immer  angenommen. 

Da  man  übrigens  beliebig  viele  verschiedene  Bewegungen 
derselben  Art,  die  zu  verschiedener  Zeit  anfangen  und  ver-  o» 
scliiedene  Intensität  haben,  in  der  Kugel  superponiren  kann, 
so  erhalten  wir  die  Lösung  einer  allgemeineren  Form  der 
letztbehandelten  Aufgabe,  wenn  wir  mit  g die  elektrische 
Potentialfunction  bezeichnen,  die  Bezeichnung  cpt  dagegen  für 
die  in  den  Gleichungen  (9)  bis  (9  f)  gegebene  Function  cp  der 
Zeit  beibehalten  und  setzen: 


00 

% — J <?(-.)•  V'.  • dx  + J <fn-t .rfr. 


(10) 


— CO 


Darin  ist  unter  i px  eine  willkürliche  Function  von  r verstanden, 
von  der  wir  nur  voraussetzen,  dass  das  Integral  f . dr, 
zwischen  welchen  Grenzen  man  es  auch  nehme,*  immer  endlich 
sei.  Unter  </?(_»)  dagegen  ist  der  constante  Werth  verstanden, 

H elmhol  tz,  wissensch.  Abhandlungen.  33 


594 


Elektrodynamik. 


den  in  den  Gleichungen  (9)  bis  (9f)  das  cf  t für  negative  Werthe 
von  t hat: 


Hi 


?(-*)  = G+  ^ + C0. 


Zu  bemerken  ist.  dass  für  den  Raum  zwischen  beiden  Kugel- 
flächen bei  der  in  Gleichung  (10)  angezeigten  Integration  immer 
nur  die  Werthe  von  rp  zu  nehmen  sind,  die  diesem  Zwischen- 
räume entsprechen,  auch  wenn  R zeitweilig  kleiner  gewesen 
wäre,  als  das  entsprechende  g. 

Der  Werth  von  rp  ist  eine  Summe  von  Theilen,  die  theils 
wie  (Üft  g 4-  G0)  in  aller  Zeit  unverändert  bleiben,  und  deshalb 
in  der  Gleichung  (10)  nur  eine  Constante  zum  Werthe  von  5 
hinzufügen,  theils  aber  auch  veränderlich  sind. 

Zunächst  wollen  wir  berechnen,  welcher  Art  von  Be- 
wegung der  äusseren  Kugelfläche  die  in  Gleichung  (10)  dar- 
gestellte Bewegung  der  Elektricität  angehört,  und  dazu  den 
Werth  von  5 für  den  Raum  zwischen  und  R berechnen. 
Der  veränderliche  Theil  von  cp  ist  hier  das  Glied  M R — C0. 
was  wir  als  Function  der  Zeit  mit  et  bezeichnen  wollen.  E* 
hat  aber  für  negative  Werthe  von  t—  t die  Grösse  et-t  den 
constanten  Werth  C , und  für  positive  Werthe  von  t — r ist 
entsprechend  der  Gleichung  (9  b): 


C/-i 


C r 

rrrt’r 

# 1 +Q 


evS  1 . 


(10a 


Diese  Grösse  genügt,  wie  leicht  zu  sehen,  der  Differential- 
gleichung : 


d^a  . v dir  A 

~ K + *1)  d,  + "« »’i  7 = °- 


(iob; 


Bezeichnen  wir  nun  den  entsprechenden  veränderlichen  Theil 
von  § mit  E , indem  wir  setzen : 

OC  f 

E = Cj  \iJt  ,rfr  + J gf._t . xl\  . dr . (10c' 

t — ® 


Der  oben  gemachten  Annahme  gemäss  sind  v0  und  vx  nega- 
tive reelle  Grössen,  und  \vt  immer  endlich,  folglich  ist  für 
r = — 00  : 

£( — t • r = 0 , 
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ferner  ist  fiir  t — t \ 

£*_t  = C und  — B~J~-  = 0 . 


Wenn  wir  mit  Berücksichtigung  davon  die  Differential- 
quotienten von  E bilden,  so  erhalten  wir : 


t 


d E r 

'ht- r 

dt 

dt 

— » 

t 

d*  E f 

JT*  = J 

dt * 

— X 


und  indem  wir  diese  Ausdrücke  und  (10c)  entsprechend  der 
Gleichung  (10b)  zusammenfügen,  erhalten  wir: 


rf*  E 


</E 


dl'  ~ K + ’’l)  Ji  + 


dt 


i'j  E 


. (fr . 


(10d) 


Wenn  wir  also  E als  Function  der  Zeit  als  gegeben  unschön, 
so  können  wir  mittels  der  letzten  Gleichung  daraus  den  ent- 
sprechenden Werth  von  xp  herleiten.  Eine  nochmalige  Differen- 
tiation nach  t giebt  diesen  Werth  nämlich  unmittelbar.  Die 
Function  E ist  nur  der  Bedingung  unterworfen,  dass  sie  selbst, 
sowie  ciEjdt  und  <72E /dt2  zu  jeder  Zeit  endlich  sein  müssen, 
weil  sie  sonst  nicht  in  Gestalt  der  oben  gegebenen  Integrale 
unzweideutig  auszudrücken  sind.  Nun  ist  für  die  in  Gleichung 
(10)  dargestellte  Bewegung: 


M r 
B 0 


E. 


Folglich  ist  auch  MjB  eine  bis  auf  die  Endlichkeit  der  ersten 
beiden  Differentialquotienten  willkürliche  Function  der  Zeit, 
und  die  Gleichung  (10)  stellt  die  elektrische  Bewegung  in 
der  leitenden  Kugel  für  jede  beliebige  Function  der  äusseren 
elektrischen  Schicht  mit  continuirlich  sich  ändernder  Ge- 
schwindigkeit dar. 

Ausgeschlossen  sind  jedoch,  wie  mehrfach  hervorgehoben 
ist,  die  Fälle,  wo  u — 0 und  k negativ  ist,  in  denen  die  Reihe 
(9  c)  nicht  convergirt. 

38  * 
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101  Ist  k positiv,  so  ist  die  Lösung  die  einzige  mögliche,  wie 
aus  den  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  und  den  im 
Anfänge  des  jetzigen  dazu  gegebenen  Zusätzen  hervorgeht. 
Wird  von  einer  gewissen  Zeit  ab  E constant,  und  also  ^=0. 
so  bleiben  nur  Bewegungen  übrig,  die  die  Zeit  mit  Factoren 
von  negativen  reellen  Theilen  in  den  Exponenten  haben,  und 
daher  zum  Gleichgewichtszustand  zurückkehren. 

Wenn  dagegen  k negativ  ist,  und  u einen  positiven  end- 
lichen Werth  hat,  werden  bei  gewisser  Grösse  der  leitenden 
Kugel  eine  Anzahl  Exponenten  ??a,  welche  den  unterhalb  einer 
gewissen  Grenze  liegenden  Werthen  von  a entsprechen,  positiv 
sein,  und  schwellende  Bewegungen  darstellen,  die  nie  zuiu  Gleich- 
gewicht zurückkehren.  Das  im  Ausdruck  für  (p  Gleichung  (9) 
vorkommende  Glied : 

Ba  enal 

giebt  laut  Gleichung  (10)  im  Werthe  von  g ein  Glied: 

tx 

Baenal  Ut  ,e~naz  . dr , 

wenn  t0  und  /j  die  Grenzen  bezeichnen,  zwischen  denen  t/'r 
von  Null  verschieden  ist.  Da  yjt  innerhalb  dieser  Grenzen 
vollkommen  willkürlich  ist , wenn  sein  Integral  nur  endlich 
bleibt,  so  wird  das  Integral  in  dem  letztgenannten  Ausdruck 
nicht  nothwendig  gleich  Null  sein,  und  diese  Glieder,  welche 
schwellende  Bewegungen  darstellen,  werden  im  Werthe  von  5 
für  Zeiten  t > tx  nicht  zu  fehlen  brauchen. 

Es  könnte  nun  fraglich  erscheinen , ob  der  gefundene 
Werth  von  g,  der  solche  Glieder  mit  ansteigender  Bewegung 
enthält,  deren  Summe  mit  S bezeichnet  werde,  das  einzige 
Integral  der  Bewegungsgleichungen  ist,  welches  den  vorge- 
schriebenen Werthen  von  MjR  und  einem  anfänglichen  Zu- 
stande elektrischen  Gleichgewichtes  entspricht,  und  ob  nicht 
ein  zweites  davon  verschiedenes  Integral  existire,  welches  keine 
Glieder  von  schwellender  Bewegung  enthielte. 

Um  diesen  Zweifel  zu  beseitigen,  beachte  man,  dass 

%-s 
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ebenfalls  ein  Integral  derselben  Bewegungsgleichungen  ist, 
welches  denselben  Werthen  von  MjR  entspricht,  wie  welches 
fiir  / =*  — qo  wie  für  / = + oo  sich  einem  endlichen  constanten 
Werthe  nähert.  Dieses  letztere  Integral  hat  aber  einen  anderen 
Anfangszustand.  Nämlich  vor  der  Einwirkung  der  Aenderungen 
von  R besteht  schon  die  durch  die  Summe  S dargestellte 
schwellende  Bewegung.  Sie  wird  durch  die  äussere  Einwirkung  102 
vernichtet-,  und  geht  in  eine  abschwellende  über,  die  den 
Gleichgewichtszustand  erreicht.  Im  vorigen  Paragraphen  ist 
aber  gezeigt  worden,  dass  nur  eine  einzige  solche  Bewegung 
existiren  kann,  die  unter  Einwirkung  gegebener  äusserer  Kräfte 
von  einem  gegebenen  Zustande  unendlich  kleiner  Bewegung 
zu  einem  Endzustand  unendlich  kleiner  Bewegung  führt.  Also 
ist  das  Integral  %—S  das  einzige  dieser  Art,  und  es  giebt 
kein  anderes,  welches  bei  den  gegebenen  Kräften  aus  anfäng- 
lichem in  endliches  Gleichgewicht  führt. 

Untersuchung  des  Falles,  wo  k negativ  und  u = 0* 

In  diesem  Falle  giebt  es  keinen  Werth  von  a oder  A,  für 
welchen  nicht  einer  der  beiden  Werthe  von  na  oder  v reell 
positiv  würde.  Um  daher  eine  dauernd  endlich  bleibende  Be- 
wegung zu  erhalten,  muss  man  die  anfängliche  Bewegung  durch 
die  schwellenden,  die  endliche  durch  die  abschwellenden  Glieder 
zusammensetzen. 

Wir  wollen  mit  na  imd  mit  v0  die  positiven  Werthe,  mit  na 
und  i'j  die  negativen  der  Exponenten  bezeichnen.  Die  Glei- 
chungen (8b)  und  (9a)  werden  dabei: 


(11) 


= 0. 


Man  setze: 

1)  für  negative  Werthe  von  t\ 


(11a) 


und  für  91  < q < R : 


(nb) 
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für  />  < 91 : 


,,  = c , c , J» 

^ o.sin(AiK)  1 ^ 0 ^ 91 


4-  — 2 I Ba  . e,la‘ . sill 


71  Q I 


SR 


-))! 


2)  für  positive  Werthe  von  t : 


3/ 

Ä 


und  für  9t  < o < 9t 


r = C.  v1  4-  C.  v0 . ev>* , 


3)i  , Jf 

? = 7 + R ’ 


dagegen  für  o < i? : 

, = C.,1  + C.v0.^^L.,,| 

+ f -7^{®-c"a'-sin(-^)r  I 


(llc) 


(nd) 


(llb) 


(Ile) 


los  Die  Continuität  der  Bewegung  zur  Zeit  t = 0 ist  herge- 
stellt, wenn  die  Werthe  von  <p  und  dipjdt  übereinstimmen,  also: 


0 = O(k0— r,) 
und : 


1 _ ^ ‘ sm  (fÖ  i j_  J_  v \ / ß i 23  \ s;n 
1 p.sin(xiR)  J+  q ^a+'Oaj.Sin^  Jj 


na  Ba  4“  Na  33a  — 0* 


(11  f) 


Es  sind  dies  Gleichungen  von  der  Form  wie  (9  e)  und  finden 
ebenso  ihre  Lösung. 

So  ist  zunächst  eine  immer  endlich  bleibende  Lösung  tiir 
die  eine  in  den  Gleichungen  (11a)  und  (1 1 d)  vorgeschriebene 
Bewegung  der  äusseren  elektrischen  Schicht  gewonnen.  Aus 
dieser  kann  man  wieder  andere  Lösungen  für  andere  äussere 
Krätte  durch  Superposition  zusammensetzen. 

Es  ist  ebenso,  wie  in  dem  allgemeineren  Falle,  wo  («  nickt 
gleich  Null  war,  der  Beweis  zu  führen,  dass  durch  solche 
Superposition  jede  beliebige  Art  der  Bewegung  der  äusseren 
Kugel,  bei  der  die  Geschwindigkeit  sich  nur  nicht  sprungweise 
ändert,  darzustellen  ist. 

Die  durch  eine  solche  Lösung  dargestellte  Bewegung  ist 
eine,  die  immer  endlich  bleibt,  und  zur  Zeit  t — — oc  wie  zur 
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Zeit  t = 4-  oc  unendlich  wenig  vom  Gleichgewichtszustände 
verschieden  ist. 

Da  es  für  dieselben  gegebenen  Werthe  von  MjR  keine 
zweite  derselben  Art  geben  kann,  so  folgt,  dass  im  allgemeinen, 
wenn  vor  Beginn  der  Bewegung  der  Masse  M Buhe  geherrscht 
hat,  eine  dauernd  fortschreitende  Störung  des  Gleichgewichtes 
in  der  Kugel  erregt  werden  muss. 

Ausnahmen  hiervon  können  bei  diesen  und  den  vorigen 
Fällen , wo  k < 0 < p , nur  bei  bestimmten  Bewegungsweisen 
t intreten,  wenn  nämlich  für  jedes  positive  Jia  : 


ß"' 


— Wa  t 


(l  T = 0 , 


(Hg) 


dies  Integral  zwischen  den  Grenzen  genommen,  zwischen  wel- 
chen i/',  von  Null  unterschieden  ist. 

Für  eine  endliche  Anzahl  von  Werthon  von  a lässt  sich 
diese  Gleichung  offenbar  erfüllen,  wenn  man  über  entsprechend 
viele  Constanten  in  dem  Ausdrucke  für  «/>  verfügen  kann. 

Da  aber  \vx  ganz  willkürlich  zwischen  beliebigen  Grenzen 
bestimmt  werden  kann,  und  nur  der  Bedingung  unterworfen 
ist,  dass 


JV. . dx , 


zwischen  beliebigen  Grenzen  genommen,  immer  endlich  bleibt,  104 
so  werden  die  Gleichungen  (11g)  im  allgemeinen  nicht  er- 
füllt sein. 


§ 6.  Ueber  den  Einfluss  der  Constantc  k bei  ausführbaren 

Versuchen. 


Die  Grössen  U)  V,  IV  in  den  Bewegungsgleichungen  (3  b) 
hängen  nach  ihrer  in  (ld)  gegebenen  Definition  von  der  Con- 
stante  k ab.  Um  die  Tlieile  derselben,  die  davon  abhängen, 
zu  trennen  von  denjenigen,  die  von  k unabhängig  sind,  führen 
wir  die  Bezeichnung  ein: 


U 

SB 


= ü + 


2 dx 

k dV 
2 dy  ' 

w+  *** 

+ 2 dx  ' 


= v+ 
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wo  unter  die  in  der  Gleichung  (2  c)  definirte  Function  zu 
verstehen  ist,  und  nach  (2  d; : 

= (2  d) 


W selbst,  wie  seine  ersten  und  zweiten  Differentialcoefticienten, 
nach  den  Coordinaten  genommen,  sind  an  den  mit  Elektricität 
belegten  Flächen  conti nuirlich. 

Wir  setzen  ferner  in  diesem  Paragraphen  voraus,  dass  die 
Abhängigkeit  der  behandelten  Functionen  von  der 
Zeit  nur  dadurch  gegeben  sei,  dass  sie  alle  den  Factor 
ent  enthalten.  Wenn  n complex  oder  imaginär  ist,  sind 
schliesslich  in  der  Lösung  nur  die  reellen  Theile  der  betreffen- 
den Functionen  zu  nehmen.  Das  System  der  Gleichung  (Ii 
bis  (V)  wird  unter  diesen  Umständen: 

Im  Innern  der  Leiter: 


U ~A2.n.  U 

4 TT 

~ A2 .n.Vß 

4 71 

~ -AW-A2.n.M 

4 71 


\l  ^ 4n)  dx  A 2 dx  ’ 

\ '4  n)  dy  2 dy 

( * . y.n\  da.  kn  dW 

= ! 1 + 4Tj  • dz  ~ A • 2 • 77  ■ 


Ferner  im  äusseren  Raume: 


105 


= - 43f.ll,, 

— n . fe  « - 4,t.üj,  ► 

A — n . — — 4n.iv.. 

1 dz  J 


Im  ganzen  Raume: 

d 11  . d%  , d©  A i 

57  + rfj  + 77  = °>  | 

a.  ^ «1  = 0.  I 

dx  dy  dz  I 


An  den  mit  Elektricität  belegten  Flächen : 

U - U,  = 8-8,  « S! » - SB,  « y = 0, 

dU  dll,  d«  </«,  d©  d©,  n 

diV  dxV  “ d.V  dN  “ d#  dxV  ” U* 


(12d) 

(12  e) 
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In  unendlicher  Entfernung: 

11  = 8 = 20  = ?-  *P  = 0. 


In  diesem  ganzen  Systeme  von  Gleichungen  kommt  k nur 
noch  als  Factor  der  Function  in  den  Gleichungen  (12  a)  vor. 
Wir  werden  also  zu  untersuchen  haben,  wann  diese  k enthal- 
tenden Glieder  merklichen  Einfluss  auf  die  Lösung  der  Aufgabe 
erhalten  können,  wann  nicht. 

Mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (2  d)  und  (12  c)  folgt 
aus  denen  (12  a): 

0 = (||  + l)  — ^aAn2?,  (1 2 f) 

und  ein  particuläres  Integral  dieser  Gleichung  ist: 

rp  — (12  g) 


wo  p2  = x2  -f-  y2  -b  z2  ist,  und: 

J2  47 xAikn‘i 

r = — — - — . 

x n + 4 Ti 


(12g*) 


Bei  wechselnden  Werthen  von  x erreicht  der  Modulus  von  l 
seinen  höchsten  Werth,  wenn  x = 0.  Dann  wird: 

l = n A V A, 


und  also  bei  imaginärem  n die  Grösse  l/Ayk  die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit der  durch  die  Gleichung  (12  g)  dargestell- 
ten Wellen.  Wenn  x nicht  gleich  Null  ist,  ist  die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit kleiner  und  die  Fortpflanzung  mit  Ab- 
sorption der  Wellen  verbunden.  Uebrigens  ist  xn  gegen  4 n 
verschwindend  klein  im  Kupfer,  selbst  wenn  die  Schwingungs- 
periode ein  Milliontheil  einer  Secunde  ist. 

Wenn  wir  nun  die  letzten  beiden  Glieder  in  jeder  der 
Gleichungen  (12a)  der  Grösse  nach  vergleichen,  so  ist: 


A'kn 
47i  + x n 


dg.dTj.dt;, 


.s«4£- 


E.^^-.P.r*.d£.dti.d£. 


(12  h) 
(12  i) 


So  oft  nun  J/2r2  für  diejenigen  Werthe  von  r,  welche  zwi- 
schen den  Punkten  x , y,  z des  Körpers  und  den  Orten  £ 
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der  beweglichen  elektrischen  Massen  Vorkommen,  verschwindend 
klein  ist,  wird  im  Allgemeinen  auch  der  mit  k multiplicirte 
Ausdruck  verschwindend  klein  gegen  die  Differentialquotienten 
von  fp  sein,  zu  denen  er  summirt  ist. 

Es  ist  aber  // 2>t  die  Wellenlänge  der  Oscillationen,  deren 
Schwingungsdauer  nj2n  ist,  und  die  Fortpffanzungsgeschwindig- 
keit  dieser  Oscillationen  ist  gleich  der  des  Lichts,  dividirt  durch 
|/ä.  Wenn  also  k wie  in  Herrn  F.  E.  N e um ann’s  Annahme 
gleich  Eins  ist,  oder  wenigstens  nicht  unverhältnissmässig  viel 
grösser  als  Eins,  so  werden  im  Allgemeinen  bei  Ver- 
suchen an  irdischen  Leitern  die  Bewegungen  der 
Elektricität  nicht  merklich  anders  ausfallen,  als 
wenn  ä = 0 wäre,  wenn  nicht  eben  Dimensionen  der  Leiter 
benutzt  und  so  kleine  Zeittheile  beobachtet  werden  können, 
dass  sich  die  von  der  Lichtgeschwindigkeit  herrührenden  Un- 
terschiede innerhalb  dieser  Dimensionen  und  Zeittheile  geltend 
machen. 

Diese  Folgerung  ist  darauf  gegründet,  dass  die  in  (12  h)  und 
( 12  i)  ausgedrückten  Grössen  Summen  sind  von  denselben  Sum- 
manden, aber  so,  dass  in  der  zweiten  Summe  jeder  Summand 
mit  einem  verschwindend  kleinen  Factor  multiplicirt  ist,  der 
bei  imaginärem  n einen  immer  negativen  reellen  und  einen  der 
Kegel  nach  dagegen  verschwindenden  imaginären  Theil  hat. 
Diese  Folgerung  würde  nicht  ohne  Weiteres  zulässig  sein, 
wenn  cp  die  relativ  kleine  Differenz  einer  sehr  grossen  posi- 
tiven und  einer  nahehin  ebenso  grossen  negativen  Quantität 
wäre,  und  dabei  der  mittlere  Werth  von  r2  für  die  eine  dieser 
Quantitäten  einen  endlichen  Unterschied  von  dem  der  anderen 
angehörigen  Mittelwerthe  hätte.  Nun  kann  allerdings  ff  in  der 
angegebenen  Weise  zusammengesetzt  sein,  aber  dabei  nur  dann 
107  überall  endlich  bleiben,  wenn  zwei  unendlich  grosse  elektrische 
Quanta  in  unendlich  kleiner  Entfernung  von  einander  als  elek- 
trische Doppelschicht  von  endlichem  Momente  gelagert  sind, 
wie  in  den  beiden  Platten  eines  Condensators  oder  in  den  bei- 
den Belegungen  einer  Leydener  Flasche.  In  diesen  Fällen  ist 
aber  offenbar  die  zweite  Bedingung  nicht  erfüllt,  nämlich  die. 
dass  der  mittlere  Werth  von  r2  für  die  positive  und  negative 
elektrische  Masse  endlich  verschieden  sei. 
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In  der  Voraussetzung  also,  dass  die  Constante  h keine 
sehr  grosse  Zahl  ist,  wird  man  die  analytische  Behandlung  der 
Aufgaben  über  Elektricitätsbewegung  vereinfachen  dürfen,  in- 
dem man  k = 0 setzt,  oder  die  Fortpflanzung  der  Longitudinal- 
wellen unendlich  gross  annimmt,  so  oft  die  Dimensionen  der 
gebrauchten  Leiter  verschwindend  klein  sind  gegen  die  Moduln 
der  (reellen  oder  complexen)  Wellenlängen  der  zur  Wahr- 
nehmung kommenden  elektrischen  Oseillationen  (deren  Periode 
auch  complex  sein  kann). 

Die  Vereinfachung  der  analytischen  Operationen,  welche 
eintritt,  wenn  wir  k = 0 setzen,  gründet  sich  darauf,  dass  die 
Gleichungen  (II)  und  (II  a)  nicht  mehr  nach  t integrirt  zu  wer- 
den brauchen.  Die  Gleichung  (12  f)  ergiebt  alsdann  für  das 
Innere  der  Leiter  entweder: 



x 

oder : 

A (f  = 0. 

Die  letztere  Alternative  ergiebt,  dass  gar  keine  freie  Elektri- 
cität  im  Innern  der  Leiter  vorkommt.  Die  erstere  giebt: 

4 n 

(f  ~fx,  y,  ? 

unabhängig  von  aller  Einwirkung  äusserer  Kräfte.  Bei  den- 
jenigen elektrischen  Bewegungen  also,  die  im  Innern  eines 
Leiters  nach  vorausgegangenem  elektrischen  Gleichgewicht 
durch  äussere  Kräfte  hervorgerufen  werden  können,  wird  freie 
Elektricität,  bei  der  Annahme  k = 0,  nur  immer  an  der  Ober- 
fläche der  Leiter  oder  an  den  Grenzflächen  verschiedener  Lei- 
ter Vorkommen  können. 

§ 7.  Bewegung  in  einem  unendlichen  Cylinder. 

Die  einzige  praktisch  angewendete  Form  eines  Leiters  von 
hinreichend  grossen  Dimensionen,  an  der  man  hoffen  könnte, 
Unterschiede,  die  der  Lichtgeschwindigkeit  entsprechen,  zu  ent- 
decken, wäre  die  eines  sehr  langen  Drahtes.  Ich  will  deshalb  ios 
die  Theorie  der  elektrischen  Bewegung  in  einem  solchen  hier 
noch  ausführen,  basirt  auf  die  Gleichungen  (12a)  bis  (12f), 
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indem,  wie  dort,  die  Abhängigkeit  von  t auf  einen  Eactor  d*  be- 
schränkt bleibe , und  zugleich  die  Geschwindigkeiten  , vv 
im  äusseren  Raume  gleich  Null  gesetzt  werden: 

ul  = üj  = w1  — 0.  (13) 

Die  Axe  des  Drahtes  sei  auch  die  Axe  der  x,  der  Draht  cy- 
lindrisch  mit  kreisförmigem  Querschnitt  vom  Radius  R.  Die 
Bewegung  geschehe  theils  in  Richtung  der  x , theils  in  den 
darauf  senkrechten  Richtungen  der 

9 = Vf  + **•  (13a) 

Wir  können  unter  diesen  Umständen  setzen: 

iß  = d%*  . JL  — d*%  , 

dx . dg  g dx  . dy 

23  = d*Z  . JL  — d*Z  . 

dx  .do  g dx  . d z 


Aus  den  Gleichungen  (12  a)  fliessen  die  drei  Gleichimgen: 


JL  j _ <*j®\ 

4tt  * i r/z  I 

f . A J ] 

47T  t ®‘r  j 

« «l 

47t  1 dy  dx  j 


— Ä 2 7t  f—  — — l = 0 
’W*  dy)  U> 


- A2.  n 


A2.  n 


_ <ni\ 

\ dx  dz  ) 
rrfU  _ d%\ 

((/o*  dx  ) 


= 0,  > 

= 0. 


I 


(13c 


Die  erste  von  diesen  ist  durch  die  Annahmen  in  (13  b)  erfüllt. 
Die  beiden  anderen  ergeben,  dass  die  Differentiahjuotienten 
nach  y und  z genommen  von  folgendem  Ausdrucke  gleich 
Null  sind: 


X 

4 71 


A 11  \ -/2u 


U ) 


und  gleichzeitig  giebt  (12  c): 

d 

dx 

oder: 

it  _ ck  _ &jc  <*2x  _ _ (fix  1 dx 

U V(e)  - dy*  dz 3 “ dg*  g'  dg 


/ u + dl*  + dl*  \ = 0 

\U  Wy3  Wz1/  U> 


Da  eine  Function  von  o allein  zu  / hinzugesetzt  werden  kann, 
ohne  die  Werthe  von  iß  und  2Ö  zu  ändern,  so  können  wir  die 
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willkürliche  Function  hier  weglassen,  ohne  die  Allgemein- 
heit der  Integration  zu  beschränken,  und  haben: 

U = S — 4r-  <13d) 


Wir  erhalten  dann  für  die  Function  / aus  (13c*)  folgende  10* 
Differentialgleichung : 

■^.JJX-Ahidx  = 0.  (13e) 


Die  dort  stehende  willkürliche  Function  f(x)  kann  hier 
wiederum  durch  eine  in  / einbegriffene  Function  von  x ersetzt  ge- 
dacht werden,  da  die  Hinzufiigung  einer  solchen  zu  •/  die  Werthe 
von  11,  33  oder  3B  nicht  verändert. 

Setzt  man  nun  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (12a)  ein, 
so  findet  man,  dass  die  drei  Differentialquotienten,  nach  x,  y und 
z genommen,  der  folgenden  Gleichung  gleich  Null  sind: 


A2.n 


d/ 

dx 


(l  + *A  <f  - «P  + Const.  (I3f) 


Folglich  muss  diese  Gleichung  (1 3 f ) erfüllt  sein,  und  sie  zu- 
sammen mit  der  Gleichung  (13 e)  ersetzt  die  Gleichungen  (12a). 
Führt  man  die  Operation  A an  (1 3 f ) aus,  so  erhält  man  die 
Differentialgleichung  für  cp: 

(l  + = 0.  (13g) 


Man  kann  auch  im  äusseren  Raume  die  Functionen  U1?  33ir 
auf  die  Form  bringen: 


U. 

«, 

SB, 


d'x, 


- *Zi 


<*V,  , 

dx . dy 

d'z  i 

dx . dz' 


d'Xx 

W 


d r2 


J_  dXi 
Q ' dy 


(18h) 


welche  die  Gleichung  (12  c)  erfüllen. 

Die  Gleichungen  (12  b)  und  (13)  werden  durch  sie  erfüllt, 
wenn  man  setzt: 

J (fe)  = »91  = 1^%  (13i) 
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und: 

A A j = n.  A fpx  — 0.  (13k) 

Daraus  folgt,  dass  im  äusseren  Raume  sich  d/l!<U  und  144 
nur  um  eine  Potentialfunction  unterscheiden  können,  da  die 
Gleichung  ( 1 3 i)  sich  auch  schreiben  lässt: 

-m  | =0.  (131; 

(ax  1 1 J 


Wie  wir  oben  schon  angenommen  haben , dass  die  Ab- 
hängigkeit der  hier  zu  untersuchenden  Functionen  von  t darauf 
beschränkt  sei,  dass  sie  den  Factor  ent  enthalten,  so  fugen  wir 
nun  die  weitere  Beschränkung  hinzu,  dass  ihre  Abhängigkeit 
von  .r  dadurch  gegeben  sei,  dass  sie  den  Factor  emx  enthalten, 
worin  m einen  imaginären  Werth  haben  soll.  Imaginär  muss 
m sein,  weil  nur  unter  dieser  Bedingung  die  in  den  Gleichun- 
gen (la)  oder  (lb)  gegebenen  elektromotorischen  Kräfte  end- 
lich sind. 

Unter  dieser  Annahme  werden  die  Bedingungsgleiehungeu 


unseres  Problems  folgende: 

— - • A A / — A2 . 7i . A / — 0 f {14 

AA/a  = A(f  j = 0,  (14a; 

J/  - J2 . n . mx  = | 1 + *£\  <p  - 1 A'.k.n.  V.  (14b! 

2 m.  A/l  — A *Pj  = 2ncpv  (14c) 


Dazu  kommen  noch  die  Grenzbedingungen  für  die  Oberfläche 
des  Cylinders,  (12  d)  und  (12e),  welche  sich  reduciren  aut 
folgende: 


m~y.  — = mixi  - ‘iy.v 

(14d; 

dA  — dL i 

d o do 

> > 

(14e) 

/ [dx\  _ A (dXl\ 

J - A ls7j  ’ 

(141. 

II 

(i4?: 
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V-  Vlf 

dW  dVt 


(14h) 
(14  i) 


Endlich  für  o = oc  müssen  alle  diese  Functionen  gleich  Null 
werden. 

Bezeichnen  wir  mit  J(p9)  diejenige  Bessel’sche  Function, 
welche  für  o = 0 endlich  bleibt  und  die  Differentialgleichung 
erfüllt: 

• \J(P9)\  + ~ * Mi*)]  + P2  J(P9)  = 0,  (15) 

so  ist: 

a [>TOX  • ^f>]  = (»»*  - r)  • *wx  • 


und  es  wird  also  die  Gleichung  (13  g)  integrirt  durch  die  An- 
nahme : 


wenn : 


cp  = 21 . c"‘+mi . ./0,, , 


(15  a) 
(15  b) 


Bezeichnen  wir  dagegen  mit  dasjenige  Integral  der  Glei- 
chung (15),  welches  für  o = oo  gleich  Null  wird,  so  ist  im 
äusseren  Baume  mit  Berücksichtigung  von  (14  a)  und  (14  g) 
zu  setzen: 

cp  1 = . ent  + ' m*  • Q p-]-  • S(»j)  • (15c) 

vimR) 

Die  aus  cp  zu  bildende  Function  ist  dadurch  bestimmt,  dass 
im  ganzen  Raume: 

AHi=2ncp  und  A^s1  = 2n cp} , (15 d) 

sowie  durch  die  Bedingungen  für  die  Oberfläche  (14  h)  und  (14  i). 
Danach  wird  im  Innern  des  Cylinders  W die  Form  haben: 


W=  \ (15e) 


und  im  äusseren  Raume: 

v,  = { - $ • 81  • j*®- • 3 W + 5-3<«J- '",+ 

1 m ,0;mß)  ’ 


m* 


(15  f i 
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Aus  der  Differentialgleichung  (15)  folgt  leicht,  wenn  wir  sie 
nach  ]>  differentiiren,  p dann  mit  m vertauschen  und  zur  Ab- 
kürzung setzen: 

St  

<™e)  ~~  dg' 

dass: 


d* 

da’ 


£ *3' 

m 


(mp) 


, i.  ± 

Q (iQ 


(mp) 


4-  m [ 


= 2/«  .3; 


*»e 


und  somit  ( 1 5 d)  erfüllt  sei.  Die  Coefficienten  @ und  5 t>e* 
stimmen  sich  durch  die  Gleichungen  (14  h)  und  (14i),  welche 
ergeben : 


2/i  T nR  T 3 (mR) 
mf=p-tirn  + ^i 


2 n 


m- — p‘ 


— ">  • J(pR\  — 11 R • J 


(jpR) 


51  4"@  • J(mR)  ~ 5-3 (mifj  =0, 

=0. 


{mR)  J 

51  + @ (mR)  — J . 3 (mÄ) 


(15g) 


Wir  haben  nun  noch  die  Function  / zu  bilden.  Zunächst 
muss  die  Function  A%  die  Differentialgleichung  (14)  erfüllen 
und  dabei  für  o = 0 endlich  bleiben.  Daraus  folgt  unter  den 
vorausgeschickten  Annahmen: 

JX  = %-ent+m*-J(<i*)  (iß) 

ii2  und : 

~(m2  - q2)  = A2.n.  (16a) 


Daraus  folgt  dann  weiter,  dass  / von  der  Form  sein  muss: 

l 


/ = 


m * - q* 


53  • J(  qp)  4"  0)  . J(mp) 


. „nt  -+•  Tn* 
c 1 


(16b) 


wo  53  und  © zwei  constante  Coefficienten  sind.  Der  letztere 
bestimmt  sich  aus  der  Gleichung  (14  b),  die  sich  bei  Einsetzung 
der  Wertlie  (16b),  (15  e)  und  (15a)  reducirt  auf: 

®=±.@.  (16c) 


Im  äusseren  Raume  muss  die  Function  X\  nach  (14  c)  von  der 
Form  sein: 


Xi  = 


1 

2 in 
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Die  Coefficienten  $8,  $ bestimmen  sich  durch  die  Grenz- 

bedingungen  (14d),  (14 e)  und  (14 f),  nämlich: 


t * 53  . •J(qR)  “I“  Ttl“  . QJ  . 

— m(m^-  ^ * J{pR)  + ® • J‘mR)  + w2  • $ • 3(mÄ), 

(iR)  + 

m (w*~  jd2T  * ^ ^ + 2^  ' ® + © * 3 W,> 

53  . J' {qR)  = “ • 51  . J{pR)  • 


, (16e) 


3 (mR) 


m 


a 


(tnß) 


Die  zwei  Gleichungen  (15  g),  die  eine  (16  c)  und  die  drei 
(16  e)  bilden  ein  System  von  sechs  homogenen  linearen  Glei- 
chungen mit  den  sechs  Unbekannten: 

«,  53,  «,  5,  ©, 

Folglich  muss  die  Determinante  derselben  gleich  Null  sein 
Dies  giebt  schliesslich  eine  Gleichung,  welche  zur  Bestimmung 
von  n dient.  Zur  Abkürzung  setzen  wir: 

t>  = , Q = J(,S)-  und  M = | . (16f) 

J<pR)  J[qR)  3 (mR) 


Dann  ist  die  Eliminationsgleichung  folgende : 


+ X-r-k-.R[M*  + = 0. 


(16g) 


Die  unbekannte  Grösse  n ist  hier  in  den  <7,  p,  Q und  P ent-  113 
halten.  Es  ist  nun  2 njim  gleich  der  Wellenlänge  der  be- 
trachteten elektrischen  Wellen  nach  der  Länge  des  Drahtes 
gemessen;  wir  nehmen  an,  dass  diese  sehr  gross  gegen  die 
Dicke  des  Drahtes  sei,  und  betrachten  deshalb  mR  als  eine 
Grösse,  die  gegen  die  Einheit  verschwindet. 

Fenier  ist  2 n/Ym2  — p~  nach  (15b)  die  Wellenlänge  der  lon- 
gitudinalen elektrischen  Wellen  in  einem  ausgedehnten  leiten- 
den Medium,  deren  Schwingungsdauer  2 njn  ist;  wir  können 

Helm  hol  ta,  wiesensch.  Abhandlungen.  39 


Digilized  by  Google 


610 


Elektrodynamik. 


deshalb  auch  (m2  — p2)  B2  und  p2R2  wie  m2  R2  als  verschwin- 
dend klein  gegen  die  Einheit  betrachten.  Dagegen  ist: 

o o 4nn  . A2 
m~  — gm  — , 

J X 

und  für  Kupfer  wird  dies: 

9 o . i Scdn. 

m g 7T  i)  M70ÖÖ  Quadratmillim.  * 


Wenn  also  R nicht  unverhältnissmässig  viel  grösser  als  ein 
Millimeter  ist,  und  n nicht  viele  Tausende  beträgt,  so  wird 
auch  (m2  — g2)  R2  und  g2R2  als  eine  gegen  die  Einheit  kleine 
Grösse  betrachtet  werden  können. 

Da  nun: 

- ..c 


ist,  so  kann  fllr  sehr  kleine  Werthe  von  pR  und  gR  gesetzt 
werden: 


r 

Q 


R 
• - ' • 

4 


Wenn  wir  diese  Werthe  in  (16g)  einsetzen,  erhalten  wir  die 
für  kleine  Werthe  von  pR  und  gR  zunächst  noch  ohne  Ein- 
schränkung der  Werthe  von  mR  gültige  Gleichung: 


0 

-2  Mm 


9 . in  9 

3 §-\+A-n‘ 


M+y  M2+  hRM* 


(16  h) 


Es  ist  nun  nach  Kirchhoff1).  zu  setzen: 


O(TOÄ)  


(mR) 


2.2 


+ 


2.2 .4. 4 


(1  + i)  * 


wfli?6(  1 + i + 4) 
2. 2. 44.6.6' 


> 


ii4  worin: 


% = - 0,5772157. 


1)  Borchardt’s  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik. 

Bd.  XLVIH,  Heft  4. 
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Daraus  geht  hervor,  dass,  wenn  mR  sehr  klein  ist,  auch  RM 
sehr  klein  ist,  dagegen  Mjm  sehr  gross.  Mit  Berücksichtigung 
hiervon  können  wir  die  Gleichung  (16  h)  auf  folgenden  ein- 
facheren Ausdruck  bringen: 

0 = -m2-~-M+A2.n2.{  1 — Jä  . RM\ . (16i) 

Wenn  k nicht  so  gross  ist,  dass  kRM endlich  wird,  verschwindet 
das  letzte  Glied  mit  k ganz  aus  dieser  Gleichung.  Der  Rest 
der  Gleichung  stimmt  überein  mit  der  Gleichung,  welche  Herr 
Kirchhoff  aus  dem  Weber’schen  Gesetze  abgeleitet  hatte, 
wenigstens  in  Bezug  auf  die  Glieder,  welche  allein  Einfluss 
haben,  wenn  R unendlich  klein  wird.  Nur  in  den  Gliedern, 
welche  zunächst  zu  berücksichtigen  sind,  wenn  lug  R nicht  mehr 
als  unendlich  gross  betrachtet  werden  kann,  zeigt  sich  ein 
Unterscliied,  indem  statt  unserer  Function: 

M = — ! • 

«(-log  ff)  + '«o-  log  ßj 

in  Kirchhoff’s  Gleichung  steht: 

l __ 

R {log/  - logÄJ  ’ 

wo  / die  Länge  des  Drahtes  bezeichnet,  und  log  l statt  der 
in  meiner  Formel  vorkommenden  Grösse  steht: 

- log  ff ) + % = - log  (*)  + % + log  (>.)• 

Im  letzteren  Ausdrucke  bezeichnet  ).  die  Wellenlänge  der  be- 
treffenden Oscillationen. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  durch  die  Annahme,  kMR 
sei  eine  sehr  kleine  Grösse,  das  Vorkommen  labiler  Gleich- 
gewichtsstörungen für  negative  Werthe  von  k von  vornherein 
ausgeschlossen  werden  ist. 

§ 8.  Einfluss  dielektrischer  und  magnetischer  Polarisation 

der  Media. 

Nachdem  wir  uns  bisher  mit  der  Frage  beschäftigt  haben, 
welchen  Einfluss  die  aus  den  bisherigen  Versuchen  nicht  be- 
stimmbare Constante  k bei  den  elektrischen  Bewegungen  haben 

89* 
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könne,  bleibt  es  noch  Übrig,  den  Einfluss  zu  erörtern,  den  die 
ns  zwischen  den  durchströmten  Leitern  hegenden  und  sie  um- 
gebenden Isolatoren  haben  können.  Wenn  in  ihnen  Verände- 
rungen vorgehen,  so  können  diese  auf  die  Ausbreitung  der 
inducirenden  Wirkungen  Einfluss  haben.  Dass  die  meisten, 
vielleicht  alle  Naturkörper  magnetisch  (beziehlich  diamagnetisch) 
polarisirbar  sind,  ist  bekannt;  für  eine  Reihe  von  Isolatoren 
ist  auch  nachgewiesen,  dass  in  ihnen  eine  ähnliche  Scheidung 
der  Elektricitäten,  dielektrische  Polarisation,  stattfinden 
kann  unter  Einfluss  elektrischer  Kräfte,  wie  in  magnetischen 
Körpern  Scheidung  der  Magnetismen  unter  Einwirkung  magne- 
tischer Kräfte. 

Es  ist  bekannt,  dass  man,  wenigstens  bei  massigeren 
Graden  der  Magnetisirung,  das  magnetische  Moment,  welches 
an  irgend  einer  Stelle  inducirt  ist,  der  Stärke  der  an  der  be- 
treffenden Stelle  wirkenden  magnetisirenden  Kraft,  diese  mul- 
tiplicirt  mit  einer  von  der  Art  dos  Stoffes  abhängenden  Con- 
stanten,  gleich  setzen  kann.  Die  magnetisirende  Kraft  ist 
dabei  diejenige,  welche  durch  die  äusseren  Einflüsse  in  Ver- 
bindung mit  dem  in  dem  magnetisirten  Körper  selbst  und  an 
seiner  Oberfläche  entwickelten  freien  Magnetismus  hervor- 
gebracht wird.  Genau  dieselben  Gesetze  wenden  wir  auf  die 
Dielektrica  an,  wobei  wir  zunächst  von  den  Vorgängen,  die  den 
elektrischen  Rückstand  der  Leydener  Flaschen  hervorbringen, 
und  die  von  der  Anwesenheit  schwach  leitender  Theile  herzu- 
rühren scheinen,  absehen. 

Es  seien  j,  t),  5 die  Componenten  der  durch  Vertheilung 
erzeugten  elektrischen  Momente  parallel  den  Axen  der  x,  y,  z 
genommen,  X,  Y)  Z die  Componenten  der  gegebenen  äusseren 
Kräfte,  (p  die  Potentialfunction  der  durch  deren  Wirkung  ver- 
theilten Elektrieität,  so  setzen  wir  dem  entsprechend: 


? = « [X  ~ 

» )-«(»’- 
»-«U- 


dx  r 


dy 

djp 

dz 


1 


(17) 
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Die  Dichtigkeit  freier  Elektricität  im  Innern  eines  der  Ver- 
keilung unterworfenen  Körpers,  in  zweierlei  Weise  ausgedrückt, 
ist  gleich: 


rff  _ rfi)  _ dj 
dx  dy  dz 


(17a) 


An  einer  Oberfläche,  wo  j,  tj,  5 und  y einen  Sprung  machen, 
ist  mit  Beibehaltung  der  bisher  für  die  Oberflächen  S2  ge- 
brauchten Bezeichnungen : 


(X — £1)  cosa+(9-t)1)  cos/>  + (*- cosc  = 


4tt 


d(f  d(f  t 

dX  ~ dX 


(17b) 


In  Verbindung  mit  den  Festsetzungen,  welche  den  Werth 
von  (f  im  Unendlichen  bestimmen,  und  das  Vorhandensein 
äusserer  elektrischer  Massen  betreffen,  genügen  diese  Glei- 
chungen zur  Bestimmung  von  <jp,  j,  t)  und  5. 

Sind  die  Kräfte  X,  Y und  Z von  der  Form: 


Y = 
Z = 


d\p 

’ 

dtp 

V 

d y/ 

d7  ’ 


also  gleich  den  Anziehungskräften  einer  mit  der  Dichtigkeit: 


verbreiteten  elektrischen  Masse,  so  ergeben  die  Gleichungen 
(17)  und  (17a)  nach  Elimination  von  £,  ty,  $: 


/-{(l  + 4*t)^(V  + V')}  +^-[(1  +4nt)±{f  + U’)} 
+ ^-{(1  + + 1^) } = - 4,t E, 


(17c) 


und  an  den  Grenzflächen,  wo  zwei  Körper  von  verschiedenen 
Werthen  von  « zusammenstossen,  wenn  E an  der  Fläche  keine 
unendliche  Dichtigkeit  hat: 

• O + Ani)  TS^f  + = (l  + + ^)-  (17d^ 
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Ist  € constant  in  dem  Theile  S des  Raumes,  wo  E von  Null 
verschieden  ist,  so  ist: 


-J^(*  + *)-T+TS-Ä 


Das  heisst:  die  gesammte  Potentialfunction  [xp  -f-  q>)  wird  in 
dem  Raume,  in  welchem  E liegt,  sich  so  verhalten,  als  wenn 
in  einem  nicht  dielektrischen  Raume  nur  Ej{  1 + 4 tu)  läge. 
Durch  die  erfolgte  Vertheilung  wird  dorthin  die  Quantität 
— 4nsEI(l-\-  4ne)  geschoben , die  einen  entsprechenden  Theil 
von  E neutralisirt. 

Für  die  Verschiebungen  von  E im  Raume  S,  so  weit  £ 
constant  ist,  bildet  diese  neutralisirende  Elektrieität  kein  Hinder- 
niss, weil  sie  überall  mitfolgen  kann.  Die  Anziehungskräfte 
also,  welche  von  anderweitig  vorhandenen  elektrischen  Massen 
auf  E ausgeübt  werden,  müssen  ebenso  gross  sein,  als  wenn 
die  E zum  Theil  neutralisirende  Elektrieität  gar  nicht  vorhan- 
den wäre. 

ii7  Die  Potentialfunction  einer  punktförmigen  Masse  El 
ist  also: 



(1  + 4ne)r 

und  die  Abstossung,  welche  sie  auf  die  Masse  E ausübt: 

E-Ex  . 

(1  + 4n  t)r2 

I 

Die  Grösse  der  Massen  E und  El , elektrostatisch  gemessen, 
erscheint  also  im  Verhältnis  ]/l-f-4ji£:l  verkleinert  durch 
den  Einfluss  des  Dielektricum,  in  dem  sie  liegen. 

Wenn  wir  nun  unter  c eine  beliebige  constante  Zahl  ver- 
stehen, und  jede  Masse  E auf  das  c-  fache  vergrössert  denken, 
jede  Grösse  (1  -f  4$t€)  aber  auf  das  c2-fache,  so  bleibt  die 
Anziehung  der  beiden  Massen  E unter  so  veränderten  Um- 
ständen unverändert,  die  Potentialfunction  einer  jeden  wird 
verringert  im  Verhältnis  1/c,  und  die  Gleichung  (17  c),  welche 
die  Vertheilung  bestimmt,  bleibt  vollständig  ungeändert. 

Wir  können  also  durch  alle  elektrostatischen  Mcs- 
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sungen  immer  nur  das  Verhältniss  der  Werthe  von  (1  + 4ne) 
zwischen  verschiedenen  Körpern,  oder  zwischen  diesen  und 
dem  vom  Lichtäther  gefüllten,  übrigens  leeren  Raume  ermitteln, 
aber  nicht  den  absoluten  Werth  der  genannten  Grösse.  Das- 
selbe gilt  für  die  Coefficienten  der  magnetischen  Induction. 
Dass  Poisson  und  andere  Bearbeiter  der  Theorie  des  Magne- 
tismus den  magnetischen  Coefficienten,  welcher  der  Grösse 
(1  + 4jre)  entspricht,  im  Lufträume  gleich  Eins  gesetzt  haben, 
ist  willkürlich.  Es  ist  bekannt,  dass  eine  Reihe  von  Physikern 
durch  die  diamagnetischen  Erscheinungen  veranlasst  wurden, 
den  betreffenden  Coefficienten  für  den  nur  mit  Lichtäther  ge- 
füllten Raum  grösser  als  Eins  zu  setzen,  um  e in  den  diamagne- 
tischen Körpern  nicht  negativ  setzen  zu  müssen. 

Die  Bestimmung  der  elektrostatischen  Einheit  der  Elek- 
trieität,  wenn  sie  im  Innern  eines  dielektrischen  Isolators  vor- 
genommen wird,  muss  diese  Einheit  im  Verhältniss  Vl  + 4tt6:1 
zu  gross  ergehen,  und  ebenso  auch  die  elektrostatische  Ein- 
heit der  Stromstärke  in  demselben  Verhältnisse  zu  gross.  Die 
Constante  A 2 ist  der  elektrodynamischen  Anziehung  zweier 
elektrostatischen  Stromeinheiten  proportional.  Ist  also  das 
Medium,  in  dem  wir  uns  befinden,  und  diese  Versuche  ange- 
stellt haben,  dielektrisch,  so  ist  der  wahre  Werth  der  betreffen- 
den Constante,  wie  er  für  einen  absolut  einflusslosen  Raum 
gelten  würde,  ^42/(l  4-4tt€0),  wo  60  die  dielektrische  Polarisations- 
constante  der  Luft,  beziehlich  des  den  Weltraum  füllenden 
Mediums  ist. 

Wir  müssen  ferner  die  dielektrische  Polarisation  auch  bei  der 
Bestimmung  der  Bewegung  der  Elektricität  beachten. 

Wenn  in  dem  Volumenelement  d S die  Menge  E positiver 
Elektricität  sich  um  in  Richtung  der  positiven  #,  und  die 
Menge  negativer  um  J s nach  Richtung  der  negativen  x bewegt, 
so  wird  dadurch  in  demselben  das  elektrische  Moment: 

£ = E.s 

hergestellt,  und  gleichzeitig  ist  dieser  Vorgang  entsprechend 
einer  Strömung  in  dem  Element: 

u0.dt  = E.s. 
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Der  Act  der  Polarisation  bildet  also  eine  Art  elektrischer 
Bewegung,  bei  welcher: 


v 


i 


wo  + 


d], 

dt  * 


Zu  dieser  kann  sich  noch  hinzugesellen  diejenige  Bewegung, 
welche  dem  Ohm* sehen  Gesetze  entsprechend  in  leitenden 
Körpern  geschieht,  deren  Componenten  mit  u2f  v2  mid  tr2  be- 
zeichnet werden  mögen. 

Da  nun  nach  den  in  Gleichung  (17)  gemachten  Fest- 
stellungen, die  die  Elektricität  in  Richtung  der  Coordinaten- 
axen  forttreibenden  Kräfte  gleich  sind: 

l ii 

7**'  7*’>  7'*’ 


so  erhalten  wir  die  Gleichungen: 


*v2  = 7*9»  • 
xwi  = 7‘i> 

C 


I 


und  die  Gesammtgeschwindigkeiten  der  elektrischen  Strömung 
werden: 


u = 


v — 


w — 


il + _ L.r, 
dt  6 .x 

dt  + 77^’ 

dt  + e .*  *• 


(18a) 


ii»  In  Bezug  auf  diese  Grössen  u bleiben  dann  auch  die  Glei- 
chungen (2)  und  (2a)  bestehen: 


du  dv  die 1 d dq> 

dx  dy  dz  4tt  dt 


2j 
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[u  — «j) . cos  a 4-  (t?  — Vj) . cos  b 4-  (ic  — wi) . cos  c 


JL  d' 

4 7T  dt  .dN 


(■ f - <pi)> 


(2  a) 


und  die  Berechnungen  der  elektrodynamischen  Kräfte  U , Vf 
fF,  welche  in  den  Gleichungen  (la)  bis  (3  a)  in  § 2 ge- 
geben sind. 


Nachdem  so  die  elektrostatischen  und  elektrodynamischen 
Kräfte  in  einem  dielektrischen  Medium  bestimmt  worden  sind, 
haben  wir  noch  festzustellen,  wie  die  Induction  zweier  Strom- 
leiter in  einem  magnetisch  polarisirbaren  Medium  verändert 
wird.  Ich  bezeichne  die  magnetischen  Momente  mit  A,  y,  v 
und  die  magnetische  Potentialfunction  mit  die  Polarisations- 
constante  mit  »9-,  die  ausserdem  vorhandenen  magnetisirenden 
Kräfte  mit  & 9ft,  97,  so  ist,  wie  in  Gleichung  (17),  zu  setzen: 


und : 


A = # 


» 


d.r 


(19) 


(19a) 


oder  an  Flächen,  welche  freien  Magnetismus  enthalten: 


(A  — AJ . cos  a 4-  (a  — jWj) . cos  b + (v  — vx) . cos  c 

— J_  \dJL  _ d 

~47x[dN  dN]' 


(19  a*) 


Die  magnetisirenden  Kräfte  2,  2)7,  97  am  Orte  a?,  y,  z,  her- 
rührend  von  den  Stromcomponenten  w,  v , w am  Orte  £,  ??,  f, 
sind  die  folgenden: 
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Herriikrend 
von  der 

* 

Strom- 

componente 


m 


u 


0 


— A.u.JL 

dz 


v 


ic 


i 


0. 


Also,  wenn  man  sie  für  die  sämmtlichen  vorhandenen  Strö- 
mungen berechnet: 


Somit  sind,  wenn  m,  v,  w bekannt  sind,  die  Grössen  A,  v 
durch  die  Gleichungen  (19),  (19  a),  (19  b)  gegeben. 

Die  inducirende  Wirkung  der  Grössen  A,  u,  v im  Ele- 
ment dx.dy.dz  dagegen  auf  die  Stromelemente  u , r,  «*  in 
£ ist  proportional  der  Zunahme  des  Potentials: 


Für  Strom- 
com  ponente 

Inductions  kraft 

u 

_ A.Ä 
de 

r d (\\  d 

l"  dy\r)  U'dz 

dx.dy.dz 

V 

J d 
A'  dt 

dz  Ir  / d x 

j dx.dy.dz 

tc 

J d 
A'  dt 

d ( l '\  . d 

P'dxlr)  ''dy 

(t) 

| dx  ,dy . dz. 
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Also  wenn  wir  setzen: 

L = fffv‘di‘d^-d^ 
iV=  fffT,d£-dt>-dt’ 


121 


(19c) 


so  sind  die  Componenten  der  elektromotorischen  Kraft,  die 
von  der  Magnetisimng  des  Medium  herrührt : 


4-  A- 
4*  A • 


dt 

d 

dt 


r dN 

dAf] 

L dy 

dz  J ’ 

r di 

dN  1 

[dz 

dxy 

r dM 

dL  1 

dx 

dy  J’J 

(19  a) 


imd  aus  den  Gleichungen  (17)  folgen  endlich  folgende  Be- 
wegungsgleichungen der  Elektricität,  in  denen  £,  V),  3 die 
durch  andere,  z.  B.  hydroelektrische  und  thermoelektrische  Pro- 
cesse  bedingten  äusseren  Kräfte  bedeuten : 


1 

— • 

e'' 

f = 

d(p 

dx 

— 

At-däf+A 

■M 

r dN 
dy 

iM 

dz 

+ 

X, 

l 

— • 

£ 

drp 

dy 

— 

A>.%  + A 

. d 
dt 

r dL 
dz 

a-  r- 

4- 

9, 

1 

■ • 

8 

a - 

drp 

dz 

— 

A°-.d 

W + 4 
dt  + A 

. d 
dt 

r dM 

dx 

dL  1 
dy 

— 

4* 

3, 

WOZU 

noch 

aus  (19 

i und 

(19b)  kommen: 

X 

fr 

r dv 

dz 

L. 

IW  1 
dy  _ 

dy  1 

£ 

fr 

= A 

W c 
dx 

lü  1 
dz 

_ & 
dy  9 

> 

V 

~fr 

= A 

1 1 

aJ  a. 

i 

dV 1 
dx 

dX 

dz  ’ , 

■ (IBe) 


(19f) 


endlich,  wenn  wir  mit  E die  freie  Elektricität  bezeichnen: 


dE  __  du  , du  , dw 
dt  dx  ‘ dy  dz 


(19g) 
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Kennt  man  von  den  veränderlichen  Grössen  i)‘,  5,  I,  u.  v, 
E durch  den  ganzen  Raum,  so  ist  aus  den  drei  ersten  u,  v,  tr 
mittels  der  Gleichungen  (18  a)  zu  finden,  der  freie  Magnetismus 
durch  (19  a),  und  es  sind  alsdann  (p,  U , V,  IV,  L , M,  N 

durch  Quadraturen  zu  berechnen,  so  dass  die  sieben  vorstehen- 
122  den  Gleichungen  (19  e),  (19  g)  und  ( 19  f)  zur  Bestimmung 
der  vorgenannten  sieben  Unbekannten  als  Functionen  der  Zeit 
dienen  können. 


Um  aus  diesen  Gleichungen  die  Integrale  zu  entfernen, 
und  sie  in  reine  Differentialgleichungen  zu  verwandeln,  erinnere 
ich  an  folgende  Sätze: 

Wenn  man  drei  Functionen  7;,  J von  x , y , z hat,  und 
für  alle  Orte  innerhalb  eines  gewissen  einfach  zusammenhängen- 
den Raumes  S die  drei  Gleichungen  erfüllt  sein  sollen: 

| = 0,  7;  = 0,  £=  0,  (20) 

so  folgt  daraus,  dass  innerhalb  des  Raumes  S sei: 


dt)  d s a 

dz  dy  1 

dj[  _ n 
dx  dz  ' 

d$  _ dy  _ / j 
dy  dx  ’ 

d£  dt;  d;  _ft 

rfJ  + Jj  + Ti  ~ u 


(20  a) 


Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  das  System  der  Gleichungen 
(20  a)  das  System  der  Gleichungen  (20)  vollständig  ersetzt 
wenn  die  Bedingungen  hinzugefügt  werden: 

1)  dass  |,  77,  f im  ganzen  Raume  S endhch  und  stetig 
seien , 

2;  dass  an  der  Oberfläche  von  S sei: 

£.cosö  4-  /j.cosb  -f  £*cosc  = 0,  (20b) 

wo  a , b , c die  Winkel  sind,  welche  die  Normale  N der  Ober- 
fläche von  S mit  den  Coordinatenaxen  macht. 
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Aus  den  ersten  drei  Gleichungen  des  Systems  i20a)  folgt 
nämlich  direct,  dass  es  eine  Function  von  .r,  y,  z geben 
müsse,  von  der  Beschaffenheit,  dass: 

. d W dV  y.  dV 

* dx  1 ^ dy  ’ ^ dz 

Dann  ergiebt  die  letzte  der  Gleichungen  (20  a): 

und  die  Gleichung  (20b),  dass  an  der  ganzen  Oberfläche  des 
Raumes  S: 


Da  der  Raum  S der  Voraussetzung  nach  einfach  zusam-  123 
menhängend,  und  die  Grössen  £,  //,  £ überall  endlich  und  ste- 
tig sein  sollen,  so  genügen  diese  Bedingungen  nach  bekannten 
Gesetzen  über  die  Potentialfunctionen,  um  zu  zeigen,  dass  im 
ganzen  Raume  S: 

W = Const., 

| = ,,  = £ = 0.  (20) 


Wenden  wir  diese  Sätze  auf  das  System  der  Gleichungen 
(19  e),  und  dann  auch  auf  das  der  Gleichungen  (19  f)  an,  be- 
trachten wir  dabei  den  unendlichen  Raum  als  den  Raum  S, 
und  berücksichtigen  wir,  dass  aus  (,19c),  (19a)  und  (19a*)  folgt: 

dZ  dM  dN 

dx  + dy  + dz  ~ Xj 


so  erhalten  wir  folgende  Systeme  von  Gleichungen: 

d_  f j ) _ /lA  __  1 +4n&  J dl  d%  dty 
dy  ( 6 J dz  e J ft  dt  dy  dz  * 

d f Ji\  d [ \+4tt  ft  ^ du  , dX  d$ 

s* (7 J ~ as J — # — A‘di  + Tz~di’  ' 

d f 1}  \ d ( }'\  I + 4 7T  ft  j d v , d$)  dX 

dx  b J dy  y e J ft  ^ dt  dx  d y 


d_ 

dx 


dX  , (Z})  d$ 

dx  ' dy  dz 


(20  c) 


(20  d) 
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Dazu  kommen  noch  die  Bedingungen  für  die  unendlich  entfeinte 
Grenzfläche  des  Raumes: 


E = 9 = 5 = 1 M = v = 9 = Z = °- 


Ferner  die  Bedingung,  dass  die  in  (19  e)  und  (19 f)  gleich  Kuli 
gesetzten  Grössen  überall  stetig  und  endlich  seien.  Da  nun 
dies  für  die  Grössen  U,  V \ IF,  L , M , N und  ihre  Differential- 
124  quotienten  schon  nach  der  für  sie  vorgeschriebenen  Bildungs- 
weise durch  Integration  der  Fall  ist,  so  oft  ?/,  v,  w,  A,  fi,  v über- 
all endlich  sind,  so  reduciren  sich  die  Bedingungen  der  Stetig- 
keit darauf,  dass  die  sechs  Grössen: 


£_  , d± 

6 ^ dx 

jl  + ii 

e ^ dy 
Jl  tiv 

e ^ dz 


2, 

9, 

3, 


i dx 

+ d7r' 


JL  + 
& ^ 


ix 

dy1 

dx 


dz 


überall  stetig  seien,  namentlich  auch  an  solchen  Flächen,  wo 
£,  & und  x unstetig  sind. 

Da  x an  solchen  Flächen  stetig  ist,  so  ist: 

' = eosa/yiX-Xi)  u-  »•  w- 


Wir  haben  femer  nach  der  Gleichung  (19a*): 
(A  — A,)  • cos  a -f-  (u  — «j)  • cos  b + (v  — v{)  • cos  c 

j-.i, 

4ji  dN[ 


— ,1  v(*  Xi) 


(20  g) 
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und  nach  den  Stetigkeitsbedingungen  somit: 


l 

——•cos«* 

4tt 


IBb-xü 


E_  _ ü i 

& ■&  i 


l 

7 COS 

4 n 


b-3Jr(X-Xl), 


V 


l 

— 7 — • COS  C» 
4 71 


dN 


(X  - Xi)- 


(20  h) 


Aus  den  Gleichungen  (20  g)  und  (20h)  kann  X — X\  un- 
mittelbar  eliminirt  werden.  Dann  kommt  / nur  noch  in  der 
Gleichung  (20 f)  vor.  Es  können  also  aus  den  Gleichungen 
(20  c),  (20  d),  (20  e)  und  den  Stetigkeitsbedingungen  die  anderen 
unbekannten  Grössen  bestimmt  werden,  ohne  auf  •/  Rücksicht 
zu  nehmen. 

Sind  die  Kräfte  3£,  2),  3 an  der  betreffenden  Fläche  ste- 
tig, oder  ist  nur  ihre  senkrecht  zur  Fläche  gerichtete  Resul- 
tante $ unstetig,  so  erhalten  wir  für  die  £,  t),  $ ein  ähnliches 
System  von  Gleichungen: 


£ 

e 

£ 

£ 

1 

6 


II  = 
*1 

Üi  = 

«i  ' 


l 

— t — *COS« 
4 7t 

— t — -cosd 


¥-*,+ 

$-%  + 


- + 


Dass  die  Gleichungen  (20  c)  bis  (20  i)  mit  Ausschluss  von  (20  f) 
die  Lösung  eindeutig  bestimmen,  wenn  k nicht  negativ  ist,  er- 
giebt  sich  aus  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft,  die  wir 
deshalb  hier  zunächst  aufstellen  wollen. 

Für  den  Fall,  dass  keine  äusseren  Kräfte  wirken,  also: 

£ = 9 = 3 = 0, 

erhält  man  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft,  indem 
man  die  Gleichungen  (20  c)  der  Reihe  nach  mit  X/fr,  ujfr,  vj  & 
multiplicirt  und  addirt,  dann  ebenso  die  Gleichungen  (20  e)  der 
Reihe  nach  mit  g/e,  t )/e,  yz  multiplicirt  und  addirt,  die  letztere 
Summe  von  der  ersteren  abzieht.  Die  Glieder  der  linken  Seite 
lassen  sich  dann  integriren,  und  ihr  Integral  wird  wegen  der 
Stetigkeitsbedingungen  (20h)  und  (20  i)  gleich  Null.  Die  Glie- 
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der  der  rechten  Seite,  welche  cp  enthalten,  können  durch  eine 
partielle  Integration  mit  Rücksicht  auf  (20  d)  umgeformt  wer- 
den, und  man  erhält  endlich: 


+ ^ + *2]  + T k2  + >>2  + ä2] 

+ [(S)  + (sf)  +(S)  + AKk'{ät)  )-dx-drd * 

= Ts2  + l)2  + f]’d*-dydz 

— -fff  x \u\  -f  v\  + w^-dx-dy-dz. 


(20k) 


Aus  dieser  Gleichung  sind  entsprechende  Folgerungen,  wie 
aus  der  früheren  (5  a)  zu  ziehen.  Bezeichnen  wir  das  Integral, 
dessen  nach  der  Zeit  genommener  Differentialquotient  die  linke 
Seite  der  Gleichung  (20 h)  bildet,  mit  </>,  so  ist  nothwendig 
immer  positiv,  wenn  h positiv  ist.  Sein  Werth  muss  aber  wäh- 
rend des  Ablaufs  der  Bewegung  nothwendig  immer  kleiner  wer- 
den. Ist  derselbe  Null,  so  muss  er  Null  bleiben. 

Daraus  folgt,  dass,  wenn  ausser  den  Kräften  36,  5)  und  ß 
die  Anfangswerthe  von: 

b ff‘y 


durch  den  ganzen  Raum  gegeben  sind,  die  Gleichungen  (20c) 
bis  (20  i)  die  Bewegung  eindeutig  bestimmen. 

Ist  k = 0,  so  fällt  dtp! dt  aus  diesen  Bestimmungs- 
stücken weg. 

Um  die  Art  der  durch  diese  Gleichungen  angezeigten  Be- 
wegungszustände anschaulicher  zu  machen,  wollen  wir  sie  auf 
einen  Körper  S anwenden,  in  dessen  Innerem  e und  & con- 
127  stant  sind  und  x — oc  ist;  ferner  36  = 9)  = 3 = 0.  Wir  er- 
halten dann: 


dA 

h 

di 

dz 

dV 

dx 


_Ö  = A-e 

dz  C 


dA 

dx 


dl 

dy 


- A-e- 


1+4  71» 

' dl 

» 

9 dt 

1 + 4n  » 

dp 

& 

dt 

1 +471  & 

dv 

tt 

' dt 
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t[2+ 2 + 2]  = ft  • (2i  “) 


d v 

du 

= A • fr  • j 

dJqp 

4sr,;</ 

dy 

dz 

dx  . dt 

di 

dv 

= A • fr  • J 

- d*q> 

4 rt  • '!’> 
dt 

dz 

dx 

dy  . dt 

d u 

% 

dl 

= sl’  fr  * 

\ 

4 7 • 

dx 

dy 

j dz  . dt 

dt 

(21b; 


Wenn  wir  aus  (21)  neue  Gleichungen  bilden,  nach  der  Weise 
wie  (20a)  aus  (20)  gebildet  ist,  so  erhalten  wir: 

Jj  = 4*e(l  +4  nfr)A2^ 


, fi  (l  + 47i^)(l  + 4ne)l  d 

+ k ' J dx 


dt 

df  , rfl) 


L -1_  "’-L  4. 
dx  dy  dz 


(21c) 


Die  entsprechenden  Gleichungen  für  t)  und  j erhält  man, 
indem  man  in  (21c)  £ und  x beziehlich  mit  t)  und  y,  oder  mit 
5 imd  r vertauscht. 

I11  ähnlicher  Weise  erhält  man  für  die  magnetischen 

Momente: 


A\  — 4;rc(l  4-  4 nfr)  A 2*  jj% » 
JfjL  = 4?r«  (1  4-  4*  &)A*» l^*  > 
Av  = 4 7te  (1  4-  4;i  fr)  A1  • ~ , 


(21  d) 


di. 

dx  r 


du  , d v 

ds  + <77 


0. 


In  den  Gleichungen  (21c)  sind  die  elektrischen  Ver- 
schiebungen in  einem  dielektrischen  Isolator  durch  ganz  die- 
selben Gleichungen  gegeben,  wie  die  Verschiebungen  der  wäg- 
baren Theilchen  in  einem  festen  elastischen  Körper,  in  wel-  127 
chem  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  beträgt: 


iiir  die  Transversalwellen: 

1 

A\ 4ne(l  + 47*#)  ’ 

für  die  Longitudinallwellen: 

1 , / \ + ine 
Äy  4 71  e Je 

Heimholtz,  witMnscb  Abhandlungen.  40 
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Die  Gleichungen  (21  d)  dagegen  für  die  magnetischen  Ver- 
schiebungen entsprechen  denen  im  Inneren  eines  incompressibleu 
elastischen  Körpers,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  der  Trans- 
versal wellen  dieselbe  ist,  wie  die  angegebene  der  elektrischen 
Verschiebungen,  die  Geschwindigkeit  der  longitudinalen  Schwin- 
gungen dagegen  unendlich  gross.  Es  ergeben  diese  Gleichungen, 
wie  schon  Hr.  Maxwell  für  den  von  ihm  behandelten  Grenz- 
fall [k  — 0,  e und  »V-  unendlich  gross)  gezeigt  hat,  dass  bei  den 
Transversalwellen  die  elektrische  Oscillation  in  der  einen  Po- 
larisationsebene, die  magnetische  in  der  darauf  senkrechten 
geschieht. 

Um  zu  ermitteln,  was  unter  Annahme  eines  dielektrischen 
Raumes  der  gemessene  Werth  der  Constante  A bedeute,  müssen 
wir  noch  den  Fall  der  gut  leitenden  Körper  untersuchen,  wenn  / 
so  klein  ist,  dass  die  durch  die  Polarisation  entstehende  Ge- 
schwindigkeit d%/ dt  gegen  die  von  der  Leitung  abhängende  ijxt 
verschwindet.  Unter  dieser  Annahme  ergeben  die  Gleichungen 
(20  c)  bis  (20  e)  bei  eben  solcher  Behandlung,  wie  lur  den  Isolator: 

xAu  = (1  + 4 »>9-) + (1  + 4n&~  J 

IL  S.  W. 

Die  beiden  anderen  erhält  man,  indem  man  n und  x mit  r 

7 

und  ?/,  oder  mit  w und  z vertauscht. 

Vergleicht  man  diese  mit  denen,  welche  durch  die  Operation 
A aus  (3b)  gebildet  werden: 

xA«  = 4„A^-£{A<f  + (l-k)A^}  | 

u.  s.  w., 

so  sieht  man,  dass  nur  die  Constanten  verschieden  sind.  Statt 
A2  der  letzteren  steht  in  der  ersten  A2(  1 -f-  4 tt «V)?  und  statt* 
der  letzteren  steht: 

1c 

1 + 4:7l\t 

in  der  ersteren.  Ist  also  das  Medium  magnetisirbar. 
so  erscheint  der  Werth  der  Constante  k darin  ver- 
kleinert in  dem  angegebenen  Verhältniss. 
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Andererseits  erscheint  die  Constante  A2,  wenn  in  einem  123 
magnetisirbaren  Medium  experimentirt  wird,  vergrössert  durch 
ihre  Multiphcation  mit  dem  Factor  (1  -f  ±n&).  Da  wir  nun 
durch  alle  statischen  Versuche  über  magnetische  Vertheilung 
nur  immer  das  Verhältniss  der  Werthe  von  (1  -j-  And)  für  ver- 
schiedene Stoffe  zu  einander,  oder  zu  dem  nur  mit  Lichtäther 
gefüllten  sogenannten  Vacuurn  ermitteln  können,  so  finden  wir 
durch  Versuche  im  Luftraum  oder  Vacuurn  immer  nur  das 
Product  der  Constante  A2  mit  dem  Factor  (1  -f  4 n fr0)7  wenn 
wir  mit  0-Q  den  unbekannten  Werth  dieses  Coefficienten  für 
den  Luftraum  bezeichnen. 

Ferner  ist  schon  oben  nachgewiesen  worden,  dass  die 
Quantitäten  Elektricität,  welche  strömen,  nach  elektrostatischen 
Einheiten  bestimmt  im  Verhältniss  Vl  -f  4 71  e0:  1 verkleinert 
erscheinen,  und  ebenso  alle  nach  elektrostatischer  Einheit  ge- 
messenen Stromeinheiten.  Dagegen  erscheint  der  Widerstand 
x im  Verhältniss  1 : (1  +4  71  e0)  vergrössert  und  ebenso  die 
Constante  A2.  Ist  also  21  der  im  Lufträume  gefundene,  der 
Lichtgeschwindigkeit  nahe  gleiche  Werth  von  1 / A,  so  ist  der 
wahre  Werth: 

-?-  = 21  Vl  + 4ai£0.Vl  +4jiö-„, 


und  der  Werth  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  in  einem 
isolirenden  Medium  wird: 


longitudinal: 

transversal: 


(1  + (1  + 4nt0)  (1  + 

4 7ieA: 

(1  4"  4 71  £q)  ( 1 +47IiV0) 

4n e (1  + 4 7i  it) 


) 


i 


In  der  Luft  selbst  werden  diese  Werthe: 


longitudinal:  21  (1  + 4tt«0)  > 

transversal : 21 1/  e°  • 

V 4«e  o 


Für  die  elektrodynamische  Induction  erweist  es  sich  also  nicht 
als  gleichgültig,  wie  es  bei  den  elektrostatischen  Phänomenen  der 
Fall  war,  ob  der  Luftraum  ein  Dielektricum  ist  oder  nicht, 
sondern  es  hängt  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  indu- 

40* 
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cirenden  Wirkung  von  der  absoluten  Grösse  von  e0  ab,  und  f0 
würde  durch  experimentelle  Bestimmung  dieser  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  elektrischen  Transversalwellen  im  Luft- 
räume bestimmt  werden  können.  Diese  Geschwindigkeit  müsste 
129  der  vorliegenden  Theorie  nach  grösser  sein,  als  die  aus  Herrn 
W.  Weber’s  Versuchen  bestimmte  Geschwindigkeit  51,  und 
dieser  nur  gleich  werden  können,  wenn  die  dielektrische  Polari- 
sationsconstante  der  Luft  e0  unendlich  gross  gegen  1 /4ji  wäre. 
Es  geht  daraus  hervor,  dass  die  bisher  vorliegenden  Erfah- 
rungen auch  ohne  wesentliche  Aenderungen  in  den  Grund- 
zügen der  acceptirten  Theorie  der  Elektrodynamik  eine  Aus- 
breitung der  elektrischen  Fernwirkungen  mit  endlichen  Ge- 
schwindigkeiten als  möglich  erscheinen  lassen;  und  zwar  würden 
sich  die  elektromagnetischen  Wirkungen  dabei  mit  einer  der 
Lichtgeschwindigkeit  gleichen  oder  grösseren  Geschwindigkeit 
ausbreiten,  während  die  Ausbreitung  der  elektrostatischen  von 
der  unbekannten  Constante  k abhängig  bliebe. 

Heidelberg,  1870. 
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üeber  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  elektro- 
dynamischen Wirkungen. 

Aus:  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  vom  25.  Mai  1871.  S.  292 — 298. 


Die  Frage,  wie  die  elektrodynamischen  Fernwirkungen  zu  292 
Stande  kommen,  ob  nach  Hrn.  W.  Weber  durch  unmittelbar 
in  die  Feme  wirkende  Kräfte  der  bewegten  elektrischen  Tlieil- 
chen  selbst,  die  aber  von  den  Geschwindigkeiten  und  Beschleu- 
nigungen dieser  Theilchen  in  Kichtung  ihrer  Verbindungslinie 
abhängen,  oder  nach  Hrn.  C.  Neumann  (Sohn)  durch  Kräfte, 
die  sich  mit  endlicher  Geschwindigkeit  im  Raume  verbreiten, 
oder  ob  sie  nach  Faraday  und  Hrn.  Maxwell  erst  mittelbar 
durch  eine  Veränderung  des  den  Raum  füllenden  Mediums  be- 
dingt wrerden,  hat  in  neuester  Zeit  viele  Forscher  beschäftigt. 

Sie  ist  in  der  That  eine  Frage  von  principieller  Wichtigkeit 
für  die  Grundlagen  der  Naturwissenschaft.  Nach  den  beiden 
zuletzt  bezeichneten  Ansichten  würden  die  elektrodynamischen  293 
Fernwirkungen  elektrischer  Ströme  nicht  augenblicklich  zu 
Stande  kommen,  sondern  der  Antrieb  zu  ihnen  würde  sich  mit 
endlicher  Geschwindigkeit  durch  den  Raum  verbreiten.  Aller- 
dings ist  in  Hm.  Neumann’s  und  Hrn.  Maxwell’s  Theorien 
diese  Geschwindigkeit  nach  den  Ergebnissen  der  elektrodyna- 
mischen Maassbestimmungen  nahe  gleich  der  Lichtgeschwindig- 
keit gesetzt  worden.  Indessen  zeigte  die  von  mir  kürzlich1) 
veröffentlichte  Discussion  der  elektrodynamischen  Theorien. 


1)  In  vorstehendem  Aufsatz. 
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dass  je  nach  den  Annahmen,  die  man  über  die  magnetische  und 
dielektrische  Polarisationsfähigkeit  der  Luft  macht,  auch  andere 
Werthe  dieser  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  sich  mit  den 
übrigen  Thatsachen  vereinigen  lassen. 

Unterdessen  ist  nun  von  Hrn.  P.  Blas  er  na1)  eine  grosse 
Reihe  von  Versuchen  veröffentlicht  worden,  aus  denen  derselbe 
schüesst,  dass  die  Fortpflanzung  wenigstens  der  indueirenden 
Wirkungen  elektrischer  Ströme  in  der  Luft  mit  einer  sehr 
massigen  Geschwindigkeit  vor  sich  ginge.  Nach  den  Versuchen 
mit  Oeflhungsinductionsschlägen , die  Hr.  Blas  er  na  als  die 
zuverlässigeren  betrachtet,  würde  diese  Geschwindigkeit  in  der 
Luft  nur  550  m , im  Gummilack  sogar  nur  330  m betragen, 
also  im  letzteren  der  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  der  Luft 
ungefähr  gleich  sein.  Aus  den  Versuchen  mit  Schliessungs- 
induction  hatte  der  Genannte  sogar  noch  viel  kleinere  Ge- 
schwindigkeiten gefolgert;  indessen  hat  er  selbst  anerkannt, 
dass  in  diesem  Falle  die  Rückwirkung  der  inducirten  Spirale 
auf  die  inducirende  die  Deutung  des  Ergebnisses  seiner  Ver- 
suche zweifelhaft  mache. 

Zu  bemerken  ist  nun,  dass  bei  diesen  Versuchen  nur  sehr 
kleine  Distanzen  der  indueirenden  und  inducirten  Spirale  an- 
gewendet wrorden  sind,  zwischen  einem  und  drei  Centimetcr 
wechselnd;  beide  Spiralen  waren  übrigens  flach  gewunden.  Die 
der  Fortpflanzung  durch  den  Zwischenraum  von  zwrei  Centi- 
meter  entsprechende  Zeit  betrug  in  den  Versuchen  mit  Oeffniwgs- 
induction  nur  22}öö  Secunde.  Abgesehen  von  den  Unregel- 
mässigkeiten, die  die  immer  sprungweise  unterbrochene  Be- 
294  rührung  eines  schleifenden  Contactcs  zwischen  festen  Metallen 
bei  feinen  zeitmessenden  Versuchen  herbcifiihrt,  schien  mir 
zweifelhaft,  ob  so  kleine  Zeitunterschiede  nicht  von  der  ver- 
schiedenen Dauer  des  Funkens  an  der  Unterbrechungsstelle 
des  indueirenden  Stromes  bedingt  sein  könnten.  Ich  habe  mich 
in  den  unten  zu  beschreibenden  eigenen  Versuchen  überzeugt 
dass  selbst  unter  viel  ungünstigeren  Verhältnissen,  als  sie  in 
Hrn.  Blaserna’s  Versuchen  gegeben  waren,  der  Unterbrechungs- 
funken die  Dauer  von  KJÖÖ  Secunde  erreichen  kann;  die  Herren 

1)  Giornale  di  Scienze  Naturali  ed  Economiche.  Vol.  VI.  1870.  Palermo. 
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Lucas  und  Cazin  fanden  kürzlich  g^  für  grössere  elek- 
trische Batterien  mit  2,292  mm  Schlagweite,  bei  5 mm 
Schlagweite.  *)  W ährend  JHr.  B 1 a s e r n a mehrere  B u n s e n ’sche 
Elemente  zur  Erzeugung  des  Stromes  verwendete,  habe  ich 
nur  ein  Danie Esches  angewendet,  und  während  seine  Spiralen 
eng  zusammengedrängte  Drahtwindungen  enthielten,  hatte  die 
meinige  eine  sehr  grosse  Peripherie  und  wenige  Windungen, 
war  also  zur  Erzeugung  eines  starken  Extracurrents  viel  weniger 
geeignet.  Dennoch  erreichte  die  Dauer  des  Funkens  die  an- 
gegebene Grösse.  Beachtet  man  nun,  dass  die  Intensität  des 
Funkens  durch  Annäherung  einer  zweiten  Spirale,  in  der  ein 
Inductionsstrom  zu  Stande  kommt,  wie  bekannt,  erheblich  ver- 
mindert wird,  weil  der  inducirte  Strom  hemmend  auf  den  in- 
ducirenden  wirkt,  und  dass  Hrn.  Blaserna’s  Spiralen  einander 
immer  verhältnissmässig  sehr  nahe  standen:  so  tritt  der  Zweifel 
ein,  ob  nicht  die  längere  Dauer  des  Funkens  eine  scheinbare 
Verzögerung  der  Wirkung  bei  grösserem  Abstande  der  Spi- 
ralen hervorgebracht  hat. 

Da  ich  seit  längerer  Zeit  mit  Versuchen  über  den  Verlauf 
sehr  kurz  dauernder  elektrischer  Ströme  beschäftigt  war,  und 
Apparate  zu  diesem  Zwecke  hatte  anfertigen  lassen,  so  schien 
es  mir  vor  allen  Dingen  nöthig  zu  prüfen,  ob  die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit der  elektrodynamischen  Wirkungen  wirk- 
lich einen  so  niedrigen  Werth  habe,  wie  ihn  Hr.  Blas  er  na 
erschlossen  hat.  Meine  bisher  ausgeführten  Versuche  beziehen 
sich  auf  die  Fortpflanzung  der  Wirkung  durch  Luft,  allein. 
Der  sehr  merkwwdige  Einfluss,  den  die  elektrischen  Isolatoren 
in  den  Versuchen  des  italienischen  Forschers  gezeigt  haben, 
erfordert  noch  weiteres  Studium.  Dass  auch  in  Isolatoren 
sehr  kurz  dauernde  elektrische  Bewegungen  Vorkommen,  welche  295 
unter  Umständen  wohl  inducirend  auf  die  Nachbarschaft  wirken 
können,  ähnlich  der  Bewegung  des  Magnetismus  im  Eisen,  er- 
scheint bei  dem  Einflüsse,  den  solche  Medien  als  Dielektrica 
haben,  sehr  wahrscheinlich.  Vorläufig  habe  ich  diese  Seite 
der  Frage  nicht  verfolgt. 


1)  Hr.  J.  Bernstein  in  einer  eng  gewickelten  Spirale  von  feinem 
Draht  y^oT5.  (P°gg-  Annalen  CXLH.  S.  65.) 
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Der  von  mir  gebrauchte  Unterbrechungsapparat  für  die 
Stromleitungen  bestand  aus  einem  schweren  und  festen  eisernen 
Pendel,  dessen  Träger  in  die  Mauer  eingelassen  war,  und  welches 
immer  aus  gleicher  Höhe  fallen  gelassen  wurde.  Am  unteren 
Ende  trug  es  zwei  mit  Achatplatten  belegte  Hervorragungen. 
welche  in  dem  Augenblicke,  wo  das  Pendel  durch  die  Gleich- 
gewichtslage ging,  gegen  die  stählernen  Enden  zweier  leichten 
Hebelchen  schlugen,  durch  deren  Bewegung  zwei  Stromleitungen 
unterbrochen  wurden.  Das  eine  dieser  Hebelchen  ruhte  auf 
einer  festen  Unterlage,  das  andere  auf  einem  Schlitten,  der 
durch  eine  Mikroraeterschraube  verschoben  werden  konnte,  so 
dass  der  Anschlag  an  dieses  verschiebbare  Hebelchen  um  be- 
liebige kleine  Zeiträume  bald  früher,  bald  später  erfolgte,  als 
an  das  andere.  Der  Zeitunterschied  wurde  berechnet  aus  der 
mikrometrisch  gemessenen  Verschiebung  der  Anschlagspunkte 
und  aus  der  Geschwindigkeit  des  fallenden  Pendels;  letztere 
aus  seiner  Schwingungsdauer  und  dem  Schwingimgsbogen.  Ein 
Theilstrich  am  Kopfe  der  Mikrometerschraube  entsprach 
srfrvo  Secunde.  Genauere  Ablesungen  zu  machen,  wäre  bei 
der  bisherigen  Einrichtung  w'egen  der  ungleichmässigen  Dauer 
des  Funkens  ohne  Nutzen  gewesen. 

Da  es  mir  darauf  ankam,  möglichst  grosse  Entfernungen 
der  Spiralen  zu  gebrauchen,  so  habe  ich  diesen  die  Form  von 
Ringen  von  etwra  80  cm  Durchmesser  gegeben.  Die  inducirende 
Spirale  hatte  nur  12|  Windungen  eines  Kupferdrahtes  von  1 mm 
Dicke,  mit  einer  Jmm  dicken  Schicht  von  Guttapercha  über- 
zogen. Die  inducirte  Spirale  dagegen  hatte  560  Windungen 
eines  mit  Seide  besponnenen  Kupferdrahtes  von  J mm  Durch- 
messer. Diese  Spirale  konnte  bis  auf  170  cm  von  der  in- 
ducirenden  entfernt  wrerden,  ohne  dass  die  inducirende  Wirkung 
aufhörte  deutlich  zu  sein.  Aber  auch  die  nächste  Entfernung, 
in  welche  beide  Rollen  gebracht  wuirden,  betrug  immer  noch 
34  cm,  um  die  Rückwirkung  des  inducirten  auf  den  inducirenden 
Strom  unwahrnelimbar  klein  zu  machen,  was  auch,  so  weit  es 
aus  den  zeitmessenden  Versuchen  beurtheilt  werden  kann,  ge- 
ungen  war. 

20«  Die  Anordnung  bei  den  Versuchen  war  folgende:  Der 
inducirende  Stromkreis  enthielt  ein  DanielTsches  Element 
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die  kleinere  Spirale  und  die  zuerst  angeschlagene  Unter- 
brechungsstelle. Durch  deren  Anschlag  wurde  er  aufgehoben, 
und  seine  Unterbrechung  wirkte  inducirend  auf  den  nun  allein 
übrig  bleibenden  zweiten  Stromkreis. 

Dieser  war  nicht  vollständig  geschlossen , sondern  seine 
Enden  führten  zu  einem  Condensator  nach  Kohlrausch  mit 
zwei  vergoldeten  Metallscheiben,  die  bis  auf  jj  mm  eiminder 
genähert  waren.  Dieser  Kreis  bestand  aus  der  grösseren  Draht- 
spirale, deren  eines  Ende  unmittelbar  mit  der  zur  Erde  abge- 
leiteten festen  Platte  des  Condensators  verbunden  war.  Das 
zweite  Ende  stand  durch  das  zweite  Unterbrechungshebelchen 
mit  der  isolirten  beweglichen  Platte  des  Condensators  in  Ver- 
bindung. Die  durch  Induction  in  Bewegung  gesetzte  Elektrici- 
tät  strömte  also  in  den  Condensator  ein  bis  zu  dem  Moment, 
wo  die  zweite  Unterbrechungsstelle  aufgeschlagen  wurde.  Von 
da  ab  war  die  bewegliche  Condensatorplatte  isolirt  und  behielt 
die  empfangene  Ladung. 

Deren  Grösse  und  Art  wurde  dann  an  einem  nach  Sir  W. 
Thomson ’s  Princip  construirten  Elektrometer,  nach  Ent- 
fernung der  beiden  Condensatorplatten  voneinander,  gemessen. 

Der  Vorgang,  der  hierbei  der  Beobach tung  unterworfen 
wurde,  ist  also  die  Reihe  der  nach  Unterbrechung  des  primären 
Stromes  zurückbleibenden  elektrischen  Oscillationen  in  der 
iuducirten  und  mit  dem  Condensator  verbundenen  Spirale.  Da 
diese  Oscillationen  von  der  einen  zur  anderen  Condensatorplatte 
in  einer  übrigens  ununterbrochenen  Leitung  ohne  Funkenstrecke 
vor  sich  gehen,  so  verlaufen  sie  viel  regelmässiger  und  sind 
viel  zahlreicher,  als  die  in  den  Schliessungsbögen  von  Leydener 
Batterien  beobachteten.  Die  Länge  meines  Mikrometers  er- 
laubte mir  bei  34  cm  Entfernung  zwischen  den  Spiralen  bis  zu 
35  positiven  und  ebenso  vielen  negativen  Phasen  abzulesen. 
Die  Dauer  einer  ganzen  Oscillation  (positiv  und  negativ  zu- 
sammen) betrug  2^  Secunde,  die  Gesammtdauer  der  35  be- 
obachteten Oscillationen  also  g\j  Secunde;  und  sie  waren  da, 
wTo  ich  die  Beobachtungen  abbrechen  musste,  noch  keineswegs 
so  schwach,  dass  sich  nicht  bei  grösserem  Spielräume  des 
Mikrometers  noch  eine  lange  Reihe  derselben  hätte  beobachten 
lassen. 


634 


Elektrodynamik. 


Versuche,  bei  denen  ich  den  Abstand  der  Condensator- 
2»7  platten,  und  somit  die  elektrische  Capacität  des  Condensators 
veränderte,  ergaben,  dass  die  Oscillationsdauer  nur  sehr  wenig 
durch  die  Capacität  des  Condensators  beeinflusst  war.  Ich 
habe  schon  in  einer  früheren  Mittheilung  l)  darauf  hingewiesen, 
dass  auch  eine  eng  gewundene  Spirale  selbst  als  Condensator 
wirkt,  indem  die  Windungen  des  einen  Endes  positiv,  die  des 
anderen  negativ  geladen  werden,  und  nur  durch  die  sehr  dünnen 
Schichten  der  isolirenden  Seide  von  ihren  weniger  stark  positiv 
oder  negativ  geladenen  Nachbarschichten  getrennt  sind;  daher 
häuft  sich  an  beiden  Seiten  der  isolirenden  Schicht  eine  elek- 
trische Belegung  an.  Da  die  Verringerung  der  Capacität  des 
Condensators  so  wenig  Einfluss  auf  die  Schwingungsdauer 
hatte,  folgt,  dass  die  condensatorische  Capacität  der  Spirale 
die  des  Condensators  sehr  beträchtlich  übertroffen  haben  muss. 

Um  die  etwaige  Verzögerung  der  Fernwirkung  zu  ent- 
decken, war  es  nöthig  einen  mit  sehr  grosser  Schärfe  zu  be- 
stimmenden ausgezeichneten  Punkt  im  Verlaufe  der  elektrischen 
Oscillationcn  zu  entdecken.  Der  erste  Moment  des  Anfanges 
war  hierzu  imgeeignet,  da,  wie  es  scheint,  der  Strom  mit  der 
Ansteigungsgeschwindigkeit  Null  beginnt,  und  diese  nur  all- 
mälig  wächst;  daher  die  Stromstärke  im  Anfang  höchstens 
dem  Quadrate  der  Zeit  proportional  zunimmt  Der  Grund 
hiervon  ist  darin  zu  suchen,  dass  auch  der  primäre  Strom 
während  der  Funkendauer  nur  allmälig  verschwindet,  und  da- 
her die  inducirte  elektromotorische  Kraft  im  secundären  Kreise 
keineswegs  plötzlich  vollständig  entwickelt  da  ist,  sondern  selbst 
erst  continuirlich  anwächst  Die  Funkendauer  ist  aber  in 
unserem  Falle  etwa  dem  zehnten  Theile  einer  ganzen  Oscil- 
lationsperiode  gleich,  also  keineswegs  unbeträchtlich.2)  Ihre 

1)  Verhandlungen  des  naturhistorisch-medicinisehen  Vereins  zu  Heidel- 
berg, 30.  April  1869  (oben  Nr.  XXX).  In  den  früheren  Beobachtungen  hatte 
ich  mit  Hülfe  des  stromprüfenden  Frosch  Schenkels  bis  zu  45  Oscillationen 
constatirt,  deren  Gesammtdauer  Secunde  betrug. 

2)  Die  relativ  langsame  Abnahme  der  Intensität  des  primären  Stromes 
während  des  Funkens  ist  auch  offenbar  der  Grund,  warum,  wie  ich  früher 
gefunden,  in  einer  indueirten  Spirale  mit  mehr  als  7000  elektrischen  Os- 
cillationon  auf  die  Secunde  die  letzteren  so  schwach  ausfallen.  Für  die 
kurze  Schwingungsdauer  ist  dann  die  Unterbrechung  nicht  jäh  genug. 
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mittlere  Länge  bestimmt  sich,  wenn  man  die  Zeit  zwischen 
dem  Anschlag  des  Pendels,  welcher  die  primäre  Leitung  unter-  298 
bricht,  und  dem  ersten  Nullpunkt  des  Stromes  vergleicht 
mit  der  Zeit  zwischen  den  folgenden  Nullpunkten.  Die  erstere 
Grösse  ist  länger,  weil  sie  ausser  einer  halben  Oscillations- 
dauer  auch  noch  die  Funkendauer  umfasst,  und  deren  Be- 
trag kann  durch  eine  solche  Vergleichung  annähernd  gefunden 
werden. 

Dagegen  sind  die  folgenden  Nullpunkte  des  Stromes  sehr 
scharf  zu  bestimmen,  selbst  bei  der  entfernteren  Stellung  der 
secundären  Spirale.  Da  die  Funkendauer  selbst  bei  so  schwachen 
elektromotorischen  Kräften  und  so  windungsarmen  Spiralen,  wie 
ich  im  primären  Kreise  angewendet  habe,  niemals  constant 
ist,  wovon  der  Grund  wohl  in  der  Fortschleuderung  von  Platin- 
theilchen  durch  den  Funken  zu  suchen  ist:  so  sind  die  Aus- 
schläge in  dem  dem  Nullpunkte  entsprechenden  Theilstriche 
selbst  bei  guter  Einrichtung  des  Apparates  bald  positiv,  bald 
negativ,  dagegen  an  den  vorhergehenden  und  nachfolgenden 
Theilstrichen,  entweder  ausschliesslich  oder  doch  überwiegend 
in  einer  bestimmten  Richtung. 

Bei  der  beschriebenen  Anordnung,  auf  die  ich  nach  langem 
Herumtasten  gekommen  war,  zeigte  sich  nun,  dass  die  grössere 
Entfernung  der  beiden  Spiralen  von  136  cm  die  Lage 
der  Nullpunkte  des  inducirten  Stromes  nicht  um 
einen  Theilstrich%des  Mikrometers,  das  heisst,  nicht 
um  einer  Secunde  veränderte.  Pflanzen  sich 

also  die  inducirenden  Wirkungen  wirklich  mit  einer 
angebbaren  Geschwindigkeit  fort,  so  muss  diese 
grösser  sein  als  314400  m,  oder  etwa  42,4  geograph. 
Meilen  in  der  Secunde. 

Zu  einer  weiteren  Verfeinerung  dieser  Messungen  habe 
ich  Vorbereitungen  getroffen;  wie  weit  dieselbe  zu  treiben  sein 
wird,  wird,  wie  mir  scheint,  hauptsächlich  davon  abhängen, 
wie  wreit  der  Funken  an  der  Unterbrechungsstelle  zu  reduciren 
sein  wird,  wenn  man  dem  primären  Kreise  sehr  geringen 
Widerstand  und  sehr  geringe  elektromotorische  Kraft  giebt, 
und  die  ihn  bildenden  Drahtwindungen  möglichst  weit  von 
einander  entfernt. 


XXXIV. 

Ueber  die  Theorie  der  Elektrodynamik. 

Aus:  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  vom  18.  April  1872. 
S.  247 — 256.  (Vorläufige  Anzeige  des  folgenden  Aufsatzes.) 


247  Die  Theorie  der  elektrodynamischen  Wirkungen  hat  ausser 
ihrem  unmittelbaren  Interesse  für  das  Verständniss  dieses  wich- 
tigen und  reichen  Zweiges  der  Physik  ein  noch  bedeutenderes 
und  allgemeineres  für  die  Grundprincipien  der  Mechanik  über- 
haupt. Die  übrigen  bekannten  Wirkungen  in  die  Ferne  lassen 
sich  leicht  und  vollständig  auf  anziehende  und  abstossende 
Kräfte  von  Massenpunkten  zurückführen , wobei  die  Intensität 
dieser  Kräfte  nur  von  den  gegenseitigen  Entfernungen  der  be- 
treffenden Punkte,  nicht  von  ihrer  Bewegung  abhängt.  Auch 
die  bis  jetzt  bekannten  Wirkungen  zwischen  den  Molekeln 
hissen  sich  entweder  ganz  auf  solche  Kräfte  zurückführen,  oder 
sind  doch  wenigstens  in  ihrer  ganzen  Erscheinungsweise  den 
Wirkungen,  welche  die  Schwere  hervorbringt,  so  ähnlich,  dass 
wir  keine  Schwierigkeit  finden,  sie  uns  als  Wirkungen  von 
Kräften  ähnlichen  Charakters  vorzustellen.  Allein  die  elektro- 
dynamischen machen  eine  Ausnahme;  sie  bilden  eine  Classe 
von  Fernwirkungen,  die  nur  durch  einen  Bewegungszustand  des 
wirkenden  Agens,  der  Elektricität , hervorgebracht  werden, 
einen  Bewegungszustand,  der  sich  als  solcher  durch  eine  ganze 
.Reihe  von  Erscheinungen,  durch  Wärmeentwickelung  in  den 
Stromleitern,  durch  chemische  Zersetzung  in  den  flüssigen 
Leitern  u.  s.  w.  zu  erkennen  giebt.  Die  factischen  Gesetze 
der  Erscheinungsweise  dieser  Kräfte  sind  der  Hauptsache  nacli 
gut  bekannt  und  von  Hm.  F.  E.  Neumann  (dem  Vater) 
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auf  einen  verhältnissmässig  einfachen  Ausdruck  zurückgefülirt 
worden,  welcher  aber  nicht  die  Wirkung  von  Massenpunkt  auf 
Masseupunkt,  sondern  von  einem  linearen  Stromelement  auf  das 
andere  giebt.  Ich  selbst  habe  den  N eumann’ sehen  Potential- 
ausdruck  in  einem  im  72.  Bande  des  Journals  für  reine 
und  angewandte  Mathematik  veröffentlichten  Aufsatze 
eine  allgemeinere  Form  gegeben,  in  welcher  er  auch  die  aus 
den  Theorien  von  W.  Weber  und  Maxwell  hervorgegangenen 
abweichenden  Potentialausdrücke  für  je  zwei  Stromelemente 
umfasst.  Für  geschlossene  Ströme  geben  alle  diese  Ausdrücke 
die  gleichen  Resultate ; dagegen  für  ungeschlossene,  deren  Wir- 
kungen praktisch  freilich  noch  wenig  untersucht  sind,  ergeben 
sie  Unterschiede.  Der  Plan  meiner  Arbeit  war,  hauptsächlich 
diejenigen  Unterschiede  aufzusuchen,  welche  etwa  bei  ausführ-  *** 
baren  Versuchen  entdeckt  werden  könnten.  Dabei  ist  zu  be- 
merken, dass  die  verschiedenen,  von  mir  gebildeten  Potential- 
ausdrücke sich  von  einander  nur  durch  eine  Constante  (in 
meiner  Arbeit  mit  k bezeichnet)  unterscheiden.  Xeumann’s 
Ausdruck  erhält  man,  wenn  man  k = •+• 1 setzt,  Maxwell’ s 
wenn  k = 0,  W.  Web  er ’s  k — — 1.  Die  Untersuchung  er- 
gab, dass  die  Ausdrücke  mit  negativem  k zu  unmöglichen 
Folgerungen  führten,  nämlich  zu  einem  labilen  Gleichgewicht 
der  Elektrieität  in  Leitern,  welches,  wenn  einmal  gestört,  zu 
unendlich  grossen  Stromintensitäten  und  unendlich  grossen 
Ladungen  führen  konnte.  Die  Ausdrücke  mit  positivem 
k dagegen,  oder  mit  k — 0,  ergaben  stabiles  Gleichgewicht, 
und  auch  für  ungeschlossene  Ströme  nur  solche  Unterschiede, 
wie  sie  mit  unseren  bisherigen  experimentellen  Hülfsmitteln 
kaum  werden  entdeckt  werden  können,  sodass  also,  was  in  der 
mathematischen  Fassung  des  Gesetzes  noch  zweifelhaft  ist, 
nämlich  der  Werth  der  Constante  A,  für  die  experimentelle 
Anwendung  zunächst  noch  als  einflusslos  erscheint. 

Diese  Ausdrücke  für  das  Potential  je  zweier  Stromelemente 
sind  nun  aber  offenbar  keine  elementaren  Ausdrücke  der  letzten 
wirkenden  Kräfte;  sie  fuhren  nämlich  für  jedes  Stromelement, 
wenn  man  sich  dieses  als  festen  Körper  denkt,  auf  mindestens 
zwei  Kräfte,  oder  auf  eine  Kraft  und  ein  Kräftepaar;  und  die 
Grösse,  zum  Theil  auch  die  Richtung  dieser  Kräfte,  hängt  ab 


638 


Elektrodynamik. 


nicht  blos  von  der  Lage  der  Elemente,  sondern  auch  von  der 
Geschwindigkeit  der  elektrischen  Ströme.  Die  Inductionser- 
scheinungen  sind  nur  indirect  durch  Vermittelung  des  Gesetzes 
von  der  Erhaltung  der  Energie  aus  dem  elektrodynamischen 
Potentiale  abgeleitet. 

Unter  den  weiter  eindringenden  Hypothesen,  welche  die 
elementaren  Kräfte  zu  ermitteln  suchen,  die  den  elektrodyna- 
mischen Erscheinungen  zu  Grunde  liegen,  sind  namentlich  zwei 
zu  erwähnen.  Hr.  Ci.  Maxwell  hat  die  Annahme  von  Fern- 
kräften fallen  lassen  imd  nimmt  an,  dass  die  sämmtlichen  mag- 
netischen, elektrostatischen  und  elektrodynamischen  Wirkungen 
durch  Fortpflanzung  molecularer  Bewegungen  und  Kräfte  in 
einem  den  Kaum  ausfüllenden  elastischen  Medium  in  die  Ferne 
übertragen  werden.  Da  die  Theorie  für  dieses  Medium  schliess- 
lich die  Fähigkeit,  Oscillationen  auszuführen,  ergiebt,  die  denen 
des  Lichtes  vollkommen  ähnlich  sind,  und  auch  die  Fortpflan- 
240  Zungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  haben,  so  würde  dieses  Me- 
dium mit  dem  Lichtäther  zu  identificiren  sein.  Für  die  Ein- 
wirkung benachbarter  Volumenelemente  dieses  Mediums  auf 
einander  nimmt  er  allerdings  Gesetze  an,  die  von  denen  der 
uns  bekannten  elastischen  Körper  wesentlich  abweichen.  Aber 
er  hat  gezeigt,  dass  diese  Art  gegenseitiger  Einwirkung,  wie  er 
sie  den  Volumenelementen  des  Aethers  zuschreibt,  in  der  That 
. durch  eine  mechanische  Combination  fest  elastischer  Körper 
* wirklich  hergestellt  werden  könnte.  Es  würde  dazu  ein  System 
von  Zellen  mit  elastischen  Wänden  und  kugeligen  Hohlräumen 
angenommen  werden  müssen,  in  denen  elastische  Kugeln  rotiren 
können,  die  durch  die  Centrifugalkraft  abgeplattet  werden. 
Zwischen  ihnen  müssten  in  den  Wänden  der  Zellen  selbst,  wie 
Frictionsrollen,  andere  Kugeln  von  unveränderlichem  Volumen 
hegen.  Diese  würden  frei  rotiren  können,  ihr  Schwerpunkt 
aber  in  isolirenden  Medien  sich  nur  durch  elastisches  Nach- 
geben der  Zellenwand  verschieben,  in  leitenden  Medien  da- 
gegen bei  jeder  Verschiebung  einen  einer  Reibung  in  einer 
zähen  Flüssigkeit  ähnlichen  Widerstand  erleiden  müssen.  Die 
Uebertragung  der  Bewegung  zwischen  diesen  Kugeln  würde 
nur  durch  die  Adhäsion  ihrer  Oberflächen  aneinander  gesche- 
hen. Verschiebung  der  zuletzt  genannten  Kugeln  giebt  dielek- 
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irische  Polarisation  des  Mediums,  Fortströmen  derselben  einen 
elektrischen  Strom;  Rotation  der  elastischen  Kugeln  entspricht 
der  Magnetisirung  des  Mediums,  die  Rotationsaxe  ist  die  Rich- 
tung der  magnetischen  Kraft. 

Wenn  nun  auch  die  Vorstellung  eines  solchen  molecularen 
Baues  des  raumfüllenden  Aetliers  unserer  Einbildungskraft  als 
zu  künstlich  widerstreben  mag,  so  scheint  mir  doch  die  Hypo- 
these von  Maxwell  deshalb  sehr  wichtig  zu  sein,  weil  sie  den 
Beweis  führt,  dass  in  den  elektrodynamischen  Erscheinungen 
nichts  hegt,  was  uns  zwänge  sie  auf  eine  ganz  abweichende 
Art  von  Naturkräften  zurückzuführen , auf  Kräfte,  che  nicht 
blos  von  der  Lage  der  betreffenden  Massen,  sondern  auch  von 
ihrer  Bewegung  abhängen.  Li  der  That  lässt  sich  aus  der  An- 
nahme deijenigen  gegenseitigen  Reactionen  der  Volumenele- 
mente des  Aetliers  gegen  einander,  welche  Hr.  Maxwell  an- 
genommen hat,  eine  vollständige  mid  mathematisch  sehr  ele- 
gante Theorie  der  sämmthchen  elektrischen , magnetischen, 
elektrodynamischen  und  Induetionserscheinungen  entwickeln, 
und  dieselbe  Theorie  giebt  auch  noch  von  den  Erscheinungen 
des  Lichtes  Rechenschaft. 

Die  Theorie  von  Hrn.  Weber  dagegen  leitet  die  Erklärung  ss- 
der  elektrodynamischen  Wirkungen  aus  Femkräften  eigenthüm- 
licher  Art  ab,  welche  zwischen  den  elektrischen  Massenpunkten 
wirken,  und  gleichzeitig  von  den  Entfernungen,  den  relativen 
Bewegungen  und  den  relativen  Beschleunigungen  je  zweier 
Punkte  gegen  einander  abhängen  sollen.  Diese  Theorie  giebt 
verhältnissmässig  einfache  Erklärungen  der  elektrodynamischen 
Anziehungen  und  der  Inductionswirkungen  in  linearen  Leitern, 
und  ilire  analytischen  Folgerungen  stimmten  für  alle  an  linearen 
geschlossenen  Strömen  zu  beobachtenden  Erscheinungen  voll- 
ständig mit  den  Folgerungen  des  von  Hrn.  F.  E.  Neu  mann 
aus  den  Erscheinungen  abgeleiteten  Potentialgesetzes.  Die 
Theorie  von  Weber,  welche  älter  als  die  erwähnte  von  CI. 
Maxwell  ist,  wurde  deshalb  auch,  namentlich  von  den  deut- 
schen Physikern,  in  sehr  günstiger  Weise  aufgenommen.  Sie 
hatte  und  behält  übrigens  entschieden  das  Verdienst  eines  jeden 
scharfsinnigen  und  originellen  Gedankens,  welcher  neue  Bahnen 
in  der  Wissenschaft  zu  betreten  strebt,  wenn  die  alten  Pfade 
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in  unentwirrbares  Dickicht  zu  führen  scheinen.  Ich  brauche 
hier  wohl  nicht  hervorzuheben , dass  der  Werth  eines  solchen 
Versuches  neue  Wege  zu  eröffnen,  wenn  er  dem  Stande  der 
Wissenschaft  zu  der  Zeit  genügte,  wo  er  aufgestellt  wurde, 
nicht  geschmälert  wird,  wenn  sich  nach  25jährigen  weiteren 
Fortschritten  der  Wissenschaft  die  Unmöglichkeit  herausstelleu 
sollte  ihn  durchzuführen.  Auch  dann  ist  ein  solcher  Versuch 
nicht  fruchtlos  gewesen.  Eine  Recognoscirung  unbekannten 
Terrains,  was  neben  der  bisher  eingehaltenen  Strasse  hegt, 
wenn  sie  sorgfältig  und  scharfsinnig  durchgeführt  ist,  behält 
ihren  Werth,  auch  wenn  sie  nur  lehren  sollte,  dass  ausser  der 
grossen  Strasse  kein  Weg  existirt. 

Es  war  durch  die  Weber’sche  Hypothese  eine  für  die 
Principien  der  Naturwissenschaft  höchst  bedeutende  Frage  zum 
ersten  Male  zur  Prüfung  an  thatsächlichen  Problemen  gelangt, 
nämlich  die,  ob  elementare,  nicht  weiter  zerlegbare  Kräfte  an- 
genommen werden  müssen,  die  nicht  blos  von  der  Lage,  son- 
dern auch  von  der  Bewegung  der  wirkenden  Punkto  abhängig 
sind.  Ich  selbst  hatte  schon  in  meiner  Schrift:  „Ueber  die  Er- 
haltung der  Kraft“  hervorgehoben,  dass  Kräfte,  die  nur  von 
der  Entfernung  und  den  Geschwindigkeiten,  d.  li.  also  von  den 
Coordinaten  der  Punkte  und  von  deren  ersten  Differential- 
quotienten abhängen,  das  allgemeine  Naturgesetz  von  der  Er- 
haltung der  Energie,  welches  sich  auch  in  den  elektrodynami- 
schen Erscheinungen  durchaus  bestätigt,  nothwendig  verletzen 
müssen.  Dagegen  diesen  noch  complicirteren  Fall,  welchen  das 
Weber’sche  Gesetz  aufstellt,  wo  die  Kräfte  von  den  Coordi- 
naten und  von  den  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten 
derselben  nach  der  Zeit  abhängen,  hatte  ich  damals  nicht  be- 
rücksichtigt, und  dieser  Fall  ist  mit  einer  etwas  erweiterten 
Form  des  Gesetzes  von  der  Erhaltung  der  Energie  allerdings 
vereinbar.  Nennen  wir  lebendige  Kraft  oder  actuelle 
Energie,  wie  es  immer  bisher  geschehen  ist,  die  Summe  der 
bewegten  trägen  Massen,  jede  multiplicirt  mit  dem  halben 
Quadrate  ihrer  Geschwindigkeit,  so  ist  in  der  gewöhnlichen 
Form  des  Gesetzes  die  Grösse,  welche  ich  Quantität  der 
Spannkräfte,  die  englischen  Physiker  potentielle  Ener- 
gie genannt  haben,  eine  Function  der  Coordinaten  der  be- 
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wegten  Punkte  allein,  und  das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der 
Energie  sagt  aus,  dass  die  Summe  der  actuellen  und  poten- 
tiellen Energie  bei  jeder  von  aussen  her  nicht  beeinflussten 
Bewegung  eines  Massensystems  constant  bleibe. 

Findet  aber  unter  Einwirkung  äusserer  Kräfte  ein  in  sich 
selbst  zurücklaufender  Cirkelprocess  statt,  an  dessen  Ende  sämmt- 
liche  Punkte  des  Massensystems  genau  dieselbe  Lage,  und  das 
Ganze  dieselbe  lebendige  Kraft  wie  im  Anfang  hat,  so  muss 
die  Summe  der  dabei  von  aussen  empfangenen  und  nach  aussen 
abgegebenen  Arbeit  gleich  Null  sein,  so  dass  durch  keine  Wie- 
derholung des  Cirkelprocesses  dauernd  Arbeit  gewonnen  oder 
vernichtet  werden  kann.  Wäre  ersteres  der  Fall,  so  wäre  da- 
durch ein  ewig  fortlaufender  Gewinn  von  Arbeit  ohne  fort- 
schreitende Veränderung  des  betreffenden  Massensystems  mög- 
lich, und  ein  Perpetuum  mobile  construirbar. 

Die  Weber’sche  Erweiterung  des  Gesetzes  von  der  Ener- 
gie macht  nun  auch  den  Werth  der  potentiellen  Energie 
zu  einer  Function  nicht  blos  der  Lage,  sondern  auch  der  Ge- 
schwindigkeiten der  Massenpunkte.  Auch  unter  dieser  An- 
nahme wird  durch  keinen  Kreisprocess , der  die  sämmtlichen 
Massen  des  Systems  nicht  blos  in  die  anfänglichen  Lagen, 
sondern  auch  alle  einzeln  in  die  anfänglichen  Geschwindig- 
keiten zurückführt,  mehr  Arbeit  nach  aussen  abzugeben  als 
von  aussen  aufzunehmen  sein,  weil  eben  jene  Grössen  der 
actuellen  und  potentiellen  Energie,  welche  das  Maass  der  Ar- 
beit bilden,  zu  Ende  jedes  solchen  Kreisprocesses  dieselben 
sind,  wie  zu  Anfang. 

Unter  diesen  Umständen  werden  aber  die  Werthe  der 
Kräfte  nothwendig  zweite  Difterentialquotienten  der  Coordi- 
naten  enthalten  müssen,  weil  die  Summe  der  den  einzelnen 
Punkten  und  einzelnen  Coordinataxen  entsprechenden  Kraft- 
componenten,  jede  multiplicirt  mit  der  entsprechenden  Ge- 
schwindigkeitscomponente , dem  Differentialquotienten  der  po- 
tentiellen Energie  nach  der  Zeit  genommen  gleich  sein  muss, 
und  letzterer  unter  der  gemachten  Voraussetzung  nothwendig 
auch  die  zweiten  Diflferentialquotienten  der  Coordinaten  nach 
der  Zeit  enthält. 

In  Bezug  auf  die  vollkommenen  Kreisprocesse  hat  Hr. 

Uelmholtz,  wiseenscb.  Abhandlungen.  41 
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W.  Weber1)  den  Beweis  geführt,  dass  seine  Annahme  über 
den  Werth  der  elektrischen  Kräfte  keine  Erzeugung  von  Arbeit 
ohne  entsprechenden  Verbrauch  arbeitsfähiger  Klüfte  zulasse. 

Andererseits  hatten  mich  Anwendungen,  die  ich  von  den 
aus  Weber’s  Annahme  von  Kirchhoff  hergeleiteten  Differen- 
tialgleichungen zu  machen  suchte,  zu  der  Entdeckung  geführt, 
dass  diese  einem  labilen  Gleichgewichtszustände  der  Elektricität 
in  Leitern  entsprächen,  und  dass  danach  Strömungen  sich  ent- 
wickeln könnten,  die  zu  unendlichen  Stromstärken  und  unend- 
lichen elektrischen  Dichtigkeiten  führten. 

Entgegnungen  von  Hrn.  W.  Weber  und  Hrn.  C.  Neu- 
mann haben  mich  zu  einer  Wiederaufnahme  und  Verallge- 
meinerung dieser  Untersuchungen  geführt,  von  denen  ich  der 
Akademie  hier  kurz  die  Resultate  vorlegen  will.2) 

Weim  man  eine  Anzahl  von  beliebig  vielen  Massenpunkten 
hat,  deren  träge  Masse  mit  (xn  bezeichnet  werden  mag,  welche 
alle  oder  zum  Theil  auch  Quanta  von  Elektricität  enthalten, 
die,  nach  elektrostatischem  Maass  gemessen,  mit  en  bezeichnet 
werden  mögen,  wenn  ferner  rnm  die  Entfernung  der  Punkte  n 
und  m ist,  und  qn  die  resultirende  Geschwimligkeit  des  Punktes 
253  71,  &nm  der  Winkel,  den  sie  mit  der  über  n hinaus  verlängerten 
Richtung  der  Linie  rnn  macht,  so  ist  der  Werth: 

1)  des  elektrostatischen  Potentials: 


en  * ern  1 

r J * 

L Ti  m J 


2)  des  elektrodynamischen  Potentials: 


vv 


en  ‘C  m 

~r * ?« * COS  (#„,„)•  COS  (#w„)  - 

1 n m 


Wir  setzen  ferner  die  Grösse: 


1)  Elektrodynamische  Maassbestimmungen,  insbesondere  über  das 
Princip  der  Erhaltung  der  Energie  im  X.  Bande  der  Abh.  d.  math.-phys. 
Classe  der  Königl.  Sächsischen  Ges.  der  Wissenschaften  1871.  — Den 
Werth  des  Potentials  hat  derselbe  Autor  schon  in  Poggendorffs  An- 
nalen 1848  Bd.  73  S.  229  gegeben. 

2)  Die  ausführliche  Veröffentlichung  der  betreffenden  Untersuchung  w ird 
im  Journal  f.  reine  u.  angew.  Mathematik  geschehen.  (S.  unten  Xr.  XXXV.) 
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und  bezeichnen  die  potentielle  Energie  der  übrigen  Kräfte, 
welche  auf  die  trägen  Massen  wirken,  mit  V.  Dann  wird  die 
Gleichung,  welche  in  Hrn.  Web  er ’s  Sinne  die  Erhaltung 
der  Kraft  ausdrückt: 


+ P -f  V — Q — Const, 


Die  hier  vorkommende  Summe,  welche  die  Stelle  der  leben- 
digen Kraft  vertritt,  und  die  wir  mit  L bezeichnen  wollen, 
unterscheidet  sich  von  der  gewöhnlichen  Form  dieses  Aus- 
druckes dadurch,  dass  die  nothwendig  positiven  Quadrate  der 
qn  nicht  allein  mit  den  nothwendig  positiven  trägen  Massen 
multiplicirt  sind,  sondern  dass  statt  dieser  letzteren  die 
Differenzen  (pn  - enpn)  als  Coefficienten  der  Quadrate  eintreten. 
Diese  Differenzen  können  aber  auch  negativ  werden,  da  un 
jedenfalls  reducirt  werden  kann  bis  auf  die  auch  von  den  Herren 
Weber  und  C.  Neumann  doch  immer  als  ausserordentlich 
klein  angesehene  träge  Masse  des  elektrischen  Quantums  en , die 
Grösse  pn  aber  eine  nach  Art  der  Potentialfunctionen  gebildete 
Function  ist,  die  von  beliebig  grossen  elektrischen  Massen  her- 
rühren kann.  Wenn  nun  enpn  > pn>  so  besässe  der  Punkt  en 
gleichsam  negative  Masse.  Beschleunigung  seiner  Be- 
wegung würde  einer  Verminderung  der  lebendigen 
Kraft  entsprechen.  Bestände  die  lebendige  Kraft  L aus 
einer  Anzahl  positiver  und  negativer  Glieder  dieser  Art,  so 
würde  sie  einen  unveränderten  endlichen  Werth  erhalten  kön- 
nen, während  ihre  negativen,  wie  ihre  positiven  Glieder  in  das  234 
Unendliche  wachsen. 

Am  einfachsten  stellen  sich  diese  Verhältnisse  dar,  wenn 
man  nur  eine  der  Massen  u sich  bewegt  denkt  und  die  übrigen 
auf  einer  die  Masse  p umgebenden  Kugelfläche  gleichmässig 
ausgebreitet  und  festhaftend  ’ (etwa  an  der  Fläche  eines  Iso- 
lators). Dann  werden  p und  P Constanten,  die  von  der  Lage 
des  Punktes  p in  der  Kugel  unabhängig  sind,  ferner  ist  Q=0 
und  die  Gleichung  reducirtt  sich  auf: 

~(u—  ep)q2  4-  V—  Const. 


Ist  nun  das  Quantum  der  Elektricität  auf  der  Kugel  gross 
genug,  dass  ep  > /^,'so  müssen  q2  und  V gleichzeitig  wachsen 
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und  abnehmen.  Bewegt  sich  p in  einer  Richtung,  welche  der 
von  V repräsentirten  Kraft  entgegengesetzt  ist,  so  wächst 
V,  und  die  Geschwindigkeit  q muss  zunehmen.  Bewegt  sich 
p dagegen  in  Richtung  der  Kraft,  so  nimmt  im 
Gegentheil  die  Geschwindigkeit  ab.  Bewegt  sich  p auf 
vorgeschriebener  Bahn  gegen  eine  Kraft,  die  ihm  immer  wider- 
steht, zum  Beispiel  gegen  eine  Reibung,  so  muss  seine  Ge- 
schwindigkeit fortdauernd  und  in  das  Unendliche  zunehmen, 
womit  auch  Wärmeerzeugung  in  das  Unendliche,  verbunden 
wäre.  Stösst  die  Masse  auf  ihrem  Wege  immer  von  neuem 
gegen  eine  ihr  in  den  Weg  gelegte  grössere  träge  elastische 
Masse,  so  wird  sie  diese  fortstossen  und  selbst  bei  jedem  Stosse 
an  Geschwindigkeit  zunehmen,  um  den  nächsten  Stoss  noch 
kräftiger  zu  vollfuhren.  Dadurch  wäre  offenbar  ein  Perpetuum 
mobile  gegeben. 

Ich  bemerke  hierbei,  dass,  wenn  man  die  linearen  Dimen- 
sionen der  elektrischen  Kugelschicht  auf  das  n-fache  wachsen 
lässt,  aber  die  Dichtigkeit  unverändert  erhält,  die  Grösse  p auf 
das  n-fache  steigt,  sodass  wir  sie  trotz  immer  steigender  Ent- 
fernung der  wirkenden  Masse  beliebig  gross  werden  lassen 
können.  Es  handelt  sich  hierbei  also  keineswegs  um  Wir- 
kungen in  molecularen  Distanzen,  sondern  um  Fern  Wirkungen 
der  Weber’  sehen  Kräfte. 

Der  von  mir  früher  nachgewiesene  Fall,  in  welchem  die 
Masse  p unendliche  Geschwindigkeit  erhält,  beruhte  darauf, 
dass  dies  immer  geschehen  muss,  so  oft  sie  unter  Wirkung 
einer  beschleunigenden  Kraft  irgendwo  hinkommt,  wo  der  die 
255  Masse  vertretende  Coefficient  (p  — pe)  = 0 wird,  weil  die  Masse 
Null  durch  eine  endliche  Kraft  eine  unendliche  Beschleunigung 
erhält.  Uebrigens  ist  in  meiner  gegenwärtigen  Arbeit  nach- 
gewiesen, dass  dies  weder  nothwendig  nur  in  molecularen 
Distanzen  geschieht,  noch  unendliche  Anfangsgeschwindigkeit 
erfordert,  wenn  nur  die  elektrischen  Massen  hinreichend  gross 
gewählt  werden,  und  auf  dem  ganzen  Wege  der  beiden  Massen 
eine  äussere  Kraft  einwirkt,  die  sie  gegen  einander  treibt, 
und  welche  stark  genug  ist  ihre  elektrostatische  Abstossung  zu 
überwinden. 

Dadurch  werden  die  Einwände  beseitigt,  welche  Hr.  W. 
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Weber  gegen  die  Ableitung  einer  der  in  meiner  früheren  Arbeit 
aus  seiner  Theorie  gezogenen  physikalisch  unmöglichen  Con- 
sequenzen  erhoben  hatte. 

Hr.  C.  Neumann  hat  in  seinen  neuesten  elektrodynami- 
schen Untersuchungen  seine  Zustimmung  zu  den  W eber’schen 
Einwänden  ausgesprochen,  und  seinerseits  die  von  mir  nach- 
gewiesenen Unzulänglichkeiten  der  Theorie  zu  beseitigen  ge- 
sucht, indem  er  eine  Aenderung  des  Weber’ sehen  Ausdruckes 
für  sehr  kleine  Distanzen  eingeführt  hat.  Dass  eine  solche 
die  besprochenen  physikalischen  Unmöglichkeiten  nicht  besei- 
tigen kann,  ist  aus  dem  eben  Gesagten  leicht  ersichtlich. 

Auch  für  die  elektrischen  Ströme  kann  die  Einführung 
irgend  welcher  molecularen  Vorgänge,  Bewegungen  oder  Kräfte 
das  labile  Gleichgewicht  nicht  beseitigen,  weil  bei  n-facher 
Vergrösserung  der  Dimensionen  und  ungeänderten  elektrischen 
Dichtigkeiten  das  Arbeitsäquivalent  der  Molecularprocesse  nur 
wie  n3,  das  der  Potentiale  aber  -wie  n*  oder  ?is  wächst,  je  nach- 
dem sie  von  Flächen  oder  Bäumen  herrühren,  sodass  letztere, 
wemi  sie  eine  Arbeitsgrösse  repräsentiren,  welche  kleiner  ist,  als 
die  dem  Gleichgewichte  der  Elektricität  entsprechende,  bei  ge- 
nügender V ergrösserung  immer  das  Uebergewicht  erhalten.  W enn 
sich  überall  gleich  grosse  Quanta  positiver  und  negativer  Elek- 
tricität in  entgegengesetzten  Richtungen  bewegen,  heben  sich 
die  Grössen  /?„  weg,  aber  das  elektrodynamische  Potential 
(—  Q)  kann  kleiner  als  Null  werden.  Dass  aber  eine  solche 
Vertheilung  der  elektrischen  Dichtigkeiten  und  Ströme  Vor- 
kommen kann,  zeigt  ganz  unabhängig  von  den  Differential- 
gleichungen, die  den  Ablauf  dieser  Ströme  reguliren,  schon 
meine  frühere  Arbeit. 

Sobald  eine  Stromvertheilung  gegeben  ist,  welche  eine  25*'» 
Arbeitsgrösse  repräsentirt,  die  kleiner  als  die  des  elektrischen 
Gleichgewichts  ist,  so  kann  eine  solche  Strömung  nur  durch 
Aufwendung  äusserer  Arbeit  zur  Ruhe  gebracht  werden,  und 
muss  andererseits  durch  Entziehung  von  Arbeit,  wie  sie  durch 
die  Wärmeentwickelung  im  durchströmten  Leiter  stattfindet,  in 
das  Unendliche  gesteigert  werden. 

Es  wird  auf  diese  Weise  an  einem  Beispiele  klar,  von 
welcher  Wichtigkeit  es  ist,  dass  der  analytische  Ausdruck  der 
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lebendigen  Kraft  nur  positive  Glieder  enthalte,  und  dass  diese 
Bedingung  durch  die  Fern  Wirkungen  des  Weber’schen  Ge- 
setzes nicht  erfüllt  ist,  zeigt  sich  hier  als  der  letzte  Grund  der 
physikalisch  unmöglichen  Consequenzen,  zu  welchen  es  fuhrt. 
Diese  können  jedenfalls  nicht  ohne  sehr  eingreifende  neue 
Hilfshypothesen,  die  nicht  nur  die  Wirkungen  in  moleculareu 
Abständen,  sondern  auch  die  in  die  Ferne  verändern  müssten, 
beseitigt  werden. 

Schliesslich  habe  ich  in  der  vorgelegten  Arbeit  noch  die 
Bedenken  aufzuklären  gesucht,  welche  Hr.  J.  Bertrand  gegen 
die  Bildung  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  der 
Elektricität  geäussert  hatte. *) 


1)  Comptes  rendus  de  l’Acad.  des  Sciences.  T.  73  p.  068. 
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Ueber  die  Theorie  der  Elektrodynamik. 

Zweite  Abhandlung.  Kritisches. 


Aus:  Borchardt’s  Journal  fiir  reine  und  angewandte  Mathematik. 

Bd.  75.  S.  35—66;  1873. 


Gegen  meinen  Aufsatz:  „Ueber  die  Bewegungsgleichungen  35 
der  Elektricität  für  ruhende  leitende  Körper“  sind  von  den 
HHm.  W.  Weber,  J.  Bertrand  und  C.  Neumann  Ein- 
wände verschiedener  Art  erhoben  worden,  die  theils  gegen  die 
von  Hm.  Kirchhoff  und  mir  bei  der  Bildung  jener  Bewegungs- 
gleichungen angewendeten  Grundlagen  gerichtet  sind,  theils  die 
physikalisch  unzulässigen  Folgerungen,  welche  ich  als  Con- 
sequenzen  der  Weber’schen  Hypothese  nachgewiesen  hatte, 
durch  neue  Hilfshypothesen  zu  beseitigen  suchen.  Bei  der 
grossen  Wichtigkeit,  welche  der  genannte  Gegenstand  nicht 
blos  für  das  besondere  Kapitel,  sondern  auch  für  die  allge- 
meinen Grundprincipien  der  theoretischen  Physik  und  Mechanik 
überhaupt  hat,  erlaube  ich  mir  noch  einmal  darauf  zurück  zu 
kommen. 

Die  Weber ’sche  Hypothese  über  die  elektrischen  Kräfte 
ist  der  erste,  bis  zu  einem  gewissen  Grade  erfolgreiche  Ver- 
such gewesen,  die  Erklärung  einer  Classe  von  Erscheinungen, 
die  noch  nicht  auf  Elementarkräfte  hatten  zurückgeführt  werden 
können,  auf  die  Annahme  von  Kräften  zu  gründen,  welche 
nicht  blos  von  der  Lage  der  wirkenden  Massenpunkte,  sondern 
auch  von  ihrer  Bewegungsart  abhängen  sollten.  Zwar  hat 
man  schon  längst  die  Theorie  der  Reibung  so  dargestellt,  als 
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wäre  diese  hervorgebracht  durch  Kräfte,  die  von  den  relativen 
Geschwindigkeiten  der  reibenden  Körper  abhängen.  Indessen 
war  es  klar,  dass  diese  Reibungskräfte  keine  elementaren  Kräfte 
sein  konnten,  sondern  nur  das  mechanische  Resultat  eines  ziem- 
lich complicirten  Processes,  der  sich  noch  durch  andere  Wir- 
kungen, wie  durch  Entwickelung  von  Wärme,  Elektricität  u.  s.  w.. 
zu  erkennen  gab,  kurz  zusammenfassend  ausdrücken  sollten. 

Schon  in  meiner  Schrift:  „Ueber  die  Erhaltung  der  Kraft- 
hatte ich  nachgewiesen,  dass  elementare  Kräfte  zweier  Massen- 
punkte,  die  ausser  von  der  Entfernimg  auch  von  den  Ge- 
schwindigkeiten abhängig  wären,  das  Gesetz  von  der  Erhaltung 
der  Energie  würden  verletzen  müssen.  Hr.  Weber  hatte  mm 
die  von  ihm  angenommene  Kraft  zweier  elektrischer  Massen- 
36  punkte  abhängig  gemacht  nicht  blos  von  den  Geschwindigkeiten, 
sondern  auch  von  den  Beschleunigungen,  und  unter  diesen 
Umständen  besteht  allerdings  die  Möglichkeit  für  ein  beliebiges 
System  von  materiellen  Punkten,  welche  sich  unter  Einwirkung 
theils  von  Weber’schen  Kräften,  tlieils  von  gewöhnlichen,  dem 
Gesetze  von  der  Erhaltung  der  Energie  genügenden  Kräften 
bewegen,  eine  Integration  der  Bewegungsgleichungen  auszu- 
führen, die  derjenigen  entspricht,  durch  welche  man  für  die 
Wirkungen  der  gewöhnlichen  mechanischen  Kräfte  die  Gleichung 
von  der  Erhaltung  der  Energie  herstellt.  Diese  Integralglei- 
chung enthält  auch  in  diesem  Falle  eine  homogene  Function 
zweiten  Grades  der  Geschwindigkeiten,  und  setzt  sie  einer 
Function  der  Coordinaten  gleich.  Aus  ihr  ist,  wie  die  Herren 
W.  Weber  und  C.  Neumann  (junior)  heiworgehoben  haben, 
zu  schliessen,  dass  durch  keinen  Cirkelprocess,  der  irgend  ein 
Massensystem  aus  irgend  einem  Anfangszustande  schliesslich 
in  denselben  Zustand,  und  zwar  nicht  blos  in  Beziehung  auf 
die  relative  Lage,  sondern  auch  auf  die  relativen  Geschwindig- 
keitscomponenten  aller  einzelnen  Punkte  des  Systems,  zurück- 
führt, mehr  Arbeit  erzeugt  und  nach  aussen  hin  abgegeben 
werden  könne,  als  andererseits  dabei  von  aussen  eingenommen 
und  zerstört  wird.  — Die  Summe  der  positiv  und  negativ  ab- 
gegebenen Arbeit  des  Systems  muss  immer  Null  sein.  Es 
kann  also  auch  unter  Mitwirkung  der  Weber’schen  Kräfte 
durch  Wiederholung  eines  solchen  in  sich  immer  wieder  zurück- 
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laufenden  Cirkelprocesses  kein  Perpetuum  mobile  hergestellt 
werden. 

Man  hat  sich  bei  den  Untersuchungen  darüber,  ob  das 
Gesetz  der  Erhaltung  der  Energie  für  gewisse  Naturprocesse 
gültig  sei  oder  nicht,  meist  damit  begnügt  zu  untersuchen,  ob, 
wenn  ich  das  analytische  Resultat  praktisch  ausdrücken  darf, 
ein  immer  wiederholter  Cirkelprocess  in  das  Unendliche  Arbeit 
erzeugen  oder  zerstören  könne. 

In  diesem  Sinne  nun  verletzt  die  Web er’sche  Annahme 
das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Energie  nicht;  aber  sie 
thut  es  in  anderem  Sinne,  und  es  zeigt  sich  hierbei,  dass  die 
eben  angegebene  Prüfung  nicht  genügt. 

Wenn  nämlich  das  Arbeitsäquivalent  eines  bewegten 
Massensystems  jemals  kleiner  werden  kann,  als  das  desselben 
Massensystems  im  Zustande  der  Ruhe,  und  zwTar  desto  kleiner, 
je  grösser  seine  Geschwindigkeiten  sind:  so  wird  Arbeit  auf- 
gewrendet  werden  müssen,  um  das  betreffende  System  in  den 
Ruhezustand  zurückzuführen;  und  umgekelut  jeder  Vorgang, 
der  ihm  noch  weitere  Arbeitskraft  entzieht,  wird  seine  Geschwin- 
digkeiten notliwrendig  steigern,  und  also  auch  die  weitere  Ge- 
legenheit gewähren,  das  Quantum  der  abgegebenen  Arbeits-  & 
äquivalente  immer  wreiter  bis  in  das  Unendliche  zu  steigern. 
Diese  Möglichkeit  ist  nun  in  der  That  beim  W eber’schen 
Gesetze  gegeben.  In  meiner  früheren  Untersuchung  war  es  der 
Leitungswiderstand  der  elektrischen  Leiter,  der  der  elektrischen 
Bewegung  Arbeitsquanta,  nämlich  die  durch  die  Strömung  er- 
zeugte Wärme,  entzog,  und  sie  nach  dem  W eber’schen  Ge- 
setze dadurch  bei  gewissen  Arten  der  Bewegung,  zum  Beispiel 
bei  Radialströmen  in  einer  Kugel,  in  das  Unendliche  steigern 
konnte. 

Bei  allen  anderen  bekannten  physikalischen  Kräften  ge- 
staltet sich  das  Gesetz  der  Energie  so,  dass  in  seinem  Aus- 
drucke nur  die  lebendige  Kraft  der  bewegten  Massen  von  den 
Geschwindigkeiten  abhängt;  diese  ist  aber  eine  notlnvendig 
positive  Grösse,  weil  sie  eine  Summe  von  Quadraten  der  mit 
ausschliesslich  positiven  Coefficienten  behafteten  Geschwindig- 
keiten ist;  sie  bildet  also  ein  mit  Steigerung  der  Bewegung 
wachsendes,  immer  positives  Arbeitsäquivalent.  Das  Arbeits- 


650 


Elektrodynamik. 


äquivalent  der  bewegten  Masse  ist  also  nothwrendig  immer 
grösser,  als  das  der  in  derselben  Lage  ruhenden  Masse. 

Mischen  sich  aber  die  Webe r’schen  Kräfte  ein,  so  ist 
nach  der  Bezeichnung  der  Herren  Weber  und  C.  Neumann 
das  gesammte  Arbeitsäquivalent  des  Massensystems  gleich: 

1)  der  lebendigen  Kraft  der  bewegten  trägen  Massen 

2)  plus  der  potentiellen  Energie  der  elektrostatischen  und 
anderweitigen  mechanischen  Kräfte 

3)  minus  dem  elektrodynamischen  Potential. 

Dieses  letzte  hängt  auch  von  den  Geschwindigkeiten  ab,  und 
sobald  sein  Werth  positiv  und  grösser  ist  als  der  von  Nr.  1), 
so  treten  die  oben  angegebenen  Consequenzen  ein.  Unter 
welchen  Bedingungen  und  in  welchen  Fällen  dies  nun  Vor- 
kommen kann,  wird  unten  erörtert  werden. 

Geschieht  die  Bewegung  eines  solchen  Massensystems  unter 
räumlichen  Verhältnissen,  welche  die  Glieder  1)  und  3)  sich 
gerade  aufheben  machen,  so  wird  jede  endliche  Kraft,  die  im 
Sinne  der  vorhandenen  Bewegung  vorwärts  treibt,  diese  in  das 
Unendliche  steigern  müssen,  weil  durch  endliche  Zunahme  der 
Bewegung  dann  das  Arbeitsäquivalent  nicht  mehr  vermehrt 
wird , während  die  Kraft  doch  Arbeit  leistet.  Unter  diese 
Kategorie  fällt  einer  der  Einwände,  die  ich  in  meiner  früheren 
Arbeit  aufgestellt  hatte. 

Ich  habe  hiermit  den  Grund  der  physikalisch  unmöglichen 
Folgerungen,  welche  Hrn.  W.  Web  er ’s  Annahme  liefert,  in 
möglichst  genereller  Form  auszusprechen  gesucht,  und  werde 
38  die  Gleichung,  welche  bei  Annahme  der  Weber’schen  Kräfte 
dem  Gesetze  von  der  Erhaltung  der  Energie  entspricht,  in  einer 
Form  geben,  wo  das  Verhältniss  noch  klarer  als  in  der  oben 
gebrauchten  Eintheilung  der  Energie  heraustritt. 

Die  speciellen  Streitpunkte  sind  also  folgende: 

A.  Ich  hatte  aus  den  Differentialgleichungen  der  elek- 
trischen Strömungen,  wie  sie  von  Hrn.  Kirchhoff  aus  dem 
Weber’schen  Gesetze  hergeleitet  und  von  Hrn.  Lorberg 
verallgemeinert  waren,  gefolgert,  dass  die  Weber’sche  An- 
nahme labiles  Gleichgewicht  der  Elektricität  in  leitenden 
Körpern  gebe.  Von  dieser  Folgerung  war  mitbetroffen  die 
frühere  elektrodynamische  Theorie  von  Hrn.  C.  Neumann, 
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wonach  die  Ausbreitung  des  elektrischen  Potentials  in  die 
Ferne  Zeit  brauchen  sollte. 

B.  Ich  hatte  an  dem  einfachsten  Falle  der  Bewegung 
zweier  elektrischer  Massenpunkte  in  Richtung  ihrer  Verbin- 
dungslinie gezeigt,  dass  diese  mit  endlicher  Geschwindigkeit 
anfangend  in  endlicher  Entfernung  unendliche  Geschwindigkeit 
erreichen  können. 

Auf  B.  hat  Hr.  W.  Weber  im  letzten  Hefte  seiner  elektro- 
dynamischen Maassbestimmungen *)  selbst  geantwortet,  ohne  A. 
zu  berühren.  Derselbe  ist  der  Meinung,  dass  durch  Annahme 
eines  gewissen  Verhältnisses  zwischen  den  dabei  in  Betracht 
kommenden  Constanten  die  Entfernung,  in  der  jener  unend- 
liche Werth  der  Geschwindigkeit  zu  Stande  komme,  immer 
in  das  Bereich  der  Molecularkräfte  der  betreffenden  Massen 
gebracht  und  dadurch  verhindert  werden  könne,  dass  jener 
von  mir  als  unmöglich  bezeichnete  Erfolg  eintrete.  Ich  werde 
in  § 10  dieses  Aufsatzes  zeigen,  dass  die  von  ihm  gemachte 
Annahme  über  die  Constanten  dazu  nicht  ausreicht,  wenigstens 
nicht,  so  lange  wir  beliebige  Vermehrung  der  elektrischen 
Quanta  uns  Vorbehalten. 

Ein  zweiter  Ein  wand  von  Hrn.  Weber  beruht  darauf, 
dass  in  dem  von  mir  gewählten  Beispiele  die  Theilchen  im 
Anfänge  ihrer  Bewegung  eine  Geschwindigkeit  haben  müssten, 
grösser  als  der  sehr  hohe  Werth  der  von  ilim  gebrauchten 
Constante  c,  dass  diese  praktisch  jedenfalls  nicht  herzustellen 
sei,  und  vielleicht  auch  der  Natur  der  Sache  nach  unmöglich 
sein  könnte.  Dagegen  führe  ich  in  § 9 den  Beweis,  dass, 
wenn  eine  endliche  Kraft  die  Annäherung  der  elektrischen 
Quanta  zu  einander  dauernd  unterstützt,  die  unendliche  Ge- 
schwindigkeit auch  bei  beliebig  kleiner  Anfangsgeschwindigkeit 
zu  Stande  kommen  kann. 

Hr.  C.  Neumann  hat  in  seiner  neuesten  Abhandlung 
über  Elektrodynamik1  2)  sich  dahin  ausgesprochen,  dass,  wie  ihm 

1)  Abhandlungen  der  math.  physik.  Classe  der  Königl.  Sächsischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften.  Bd.  X.  1871. 

2)  Elektrodynamische  Untersuchungen.  Berichte  der  Königl.  Sächs. 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  vom  20.  October  1871. 
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scheine,  mein  Einwand  B.  von  Hrn.  Weber  in  endgültiger 
Weise  widerlegt  sei.  Er  selbst  hat,  ohne  auf  seine  frühere 
elektrodynamische  Theorie  zurückzukommen , eine  neue  Mo- 
dification  des  Weber’schen  Gesetzes  aufgestellt,  indem  er  eine 
unbestimmte  Function  der  Entfernung  eingeführt  hat,  die  in 
endlichen  Distanzen  mit  der  Weber’schen  zusammenfallen,  in 
molecularen  Distanzen  aber  davon  abweichen  soll.  Ich  darf 
wohl  annehmen,  dass  dies  in  der  Meinung  geschehen  ist,  durch 
die  Einführung  irgend  welcher  Molecularkräfte  könnten  die  von 
mir  gemachten  Einwände,  namentlich  B.  beseitigt  werden.  Ich 
habe  deshalb  in  § 12  die  allgemeine  Form  des  Gesetzes  von 
der  Erhaltung  der  Energie  benutzt,  um  zu  zeigen,  dass  die 
unzulässigen  Folgerungen  überhaupt  gar  nicht  von  den  Wir- 
kungen in  molecularen  Distanzen  abhängen,  sondern  im  Gegen- 
theil  von  den  Fernwirkungen. 

Gegen  meinen  Ein  wand  A.  hat  Hr.  C.  Neumann  nur  im 
allgemeinen  geltend  gemacht,  die  Kirchlioffschen  Differential- 
gleichungen seien  noch  auf'  andere,  nicht  genau  pracisirte 
Hypothesen  gegründet,  ohne  aber  die  ihm  hypothetisch  er- 
scheinenden Punkte  näher  zu  bezeichnen.  Was  ich  aus  diesen 
gefolgert  hätte,  gelte  nicht  gegen  das  We herrsche  Gesetz. 
Uebrigens  hat  er  selbst  aus  seiner  eigenen  neuen  Annahme 
keine  Differentialgleichungen  der  elektrischen  Bewegung  her- 
geleitet, sondern  erklärt  nur  auf  S.  472  seines  Aufsatzes,  dass 
das  zur  Aufstellung  dieser  Gleichungen  nöthige  „Potential- 
gesetz“ bisher  für  andere  als  geschlossene  lineare  Strömungen 
noch  nicht  eruirt  worden  sei.  Demgemäss  ist  denn  Hr.  C.  Neu- 
mann auch  den  Beweis  schuldig  gebheben,  dass  seine  neue 
Modification  des  Weber’schen  Gesetzes  zu  stabilem  Gleich- 
gewicht der  ruhenden  Elektricität  in  Leitern  führe. 

Die  Urtheile  von  Hrn.  C.  N e um  an  n hat  auch  Hr.  Zöllner1} 
wiederholt,  ohne  irgend  etwas  Neues  hinzuzufügen , was  bei 
einer  wissenschaftlichen  Discussion  zu  berücksichtigen  wäre. 

Ich  habe  deshalb  in  § 13  die  Hypothesen  der  angeschul- 
digten Kirchlioffschen  Gleichungen  zusammengestellt,  welch«1 
in  der  Tliat  keine  anderen  sind,  als  die  Hr.  W.  Weber  selbst 


1)  Ueber  die  Natur  der  Cometen  u.  s.  w.  Leipzig  bei  Engelmarm.  1ST2. 
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seiner  ersten  Ableitung  des  Inductionsgesetzes  zu  Grunde  ge- 
legt hatte,  und  habe  dann  den  Beweis  hinzugefügt,  dass  be-  40 
liebige  Annahmen  über  die  Molecularvorgiinge  und  Molecular- 
kräfite  bei  elektrischer  Strömung  die  Möglichkeit  nicht  be- 
seitigen, dass  das  Arbeitsäquivalent  der  elektrischen  Strömung 
kleiner  als  das  des  Ruhezustandes  werde,  aus  welchem  Ver- 
hältnisse dann  die  übrigen  vorher  aufgeführten  physikalisch 
unmöglichen  Folgen  fiiessen. 

Endlich  habe  ich  in  § 14  noch  die  von  Hm.  J.  Ber- 
trand  ausgesprochenen  Bedenken  gegen  den  Gebrauch  der 
Potentialausdrücke  in  der  Theorie  der  Iiuluction  und  wegen 
der  Anwendung  des  Satzes  vom  Parallelogramm  der  Kräfte 
auf  die  inducirten  elektromotorischen  Kräfte  zu  beseitigen 
gesucht. 

Die  Nummern  der  Paragraphen  setzen  die  meiner  früheren 
Abhandlung  fort. 


§ 9.  Bewegung  zweier  elektrischer  Massenpunkte  in  Richtung 

ihrer  Verbindungslinie. 

Ich  beginne  mit  diesem  einfachsten  Falle,  an  dem  sich 
die  wesentlichen  Züge  dessen,  was  später  in  allgemeinerer 
Form  nachgewiesen  werden  soll,  schon  aufweisen  lassen.  Der- 
selbe ist  bereits  in  der  Einleitung  meiner  früheren  Arbeit  und 
dann  von  Hrn.  Weber  besprochen  worden.  Ich  nehme  wie 
früher  an:  das  elektrische  Quantum  e liege  fest,  das  gleich- 
artige Quantum  e sei  mit  der  trägen  Masse  /a  verbunden  und, 
in  der  Entfernung  r von  jenem  befindlich;  es  bewege  sich  in 
Richtung  der  Verbindungslinie  r.  Ich  ändere  die  früheren  An- 
nahmen nur  insofern,  als  ich  noch  eine  zweite  Kraft  gewöhn- 
licher Art  R hinzufüge,  die  auf  die  träge  Masse  u einwirkt, 
ebenfalls  in  Richtung  der  Verbindungslinie,  und  welche  positiv 
genommen  wird,  wenn  sie  r zu  vergrössem  strebt.  Die  Be- 
wegungsgleichung ist  alsdann  nach  Weber: 


V 


(P__ 

dt* 


— ee  u 

7*  r 


Setzen  wfir  mit  Weber: 


cc 


2ee' 

CC  u 


US 

<dt  i 


— O 


: 2 r d*r\  d 


u> 
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so  können  wir  diese  Gleichung  schreiben: 


Q_\  d-r  _ee  L 
r ) dt*  r * l 


In  dieser  Fonn  hat  sie  die  Form  einer  gewöhnlichen  Be- 
4i  wegungsgleieliung,  wo  rechts  die  auch  von  der  Geschwindigkeit 
abhängige  Kraft  steht,  und  der  Ausdruck  links  sich  nur  da- 
durch von  den  gewöhnlichen  Gleichungen  dieser  Art  unter- 
scheidet, dass  der  Coefiicient  der  Beschleunigung  nicht  einfach 
die  Masse  ist,  sondern  eine  Differenz,  welche  positiv  bleibt, 
so  lange  r > p,  aber  gleich  Null  wird,  wenn  r = o,  und  negativ, 
wenn  r < q.  Wir  wollen  q im  Folgenden  die  kritische  Ent- 
fernung nennen. 

Die  Web  er*  sehe  Voraussetzung,  dass  die  letztgenannten 
Fälle  nicht  eintreten  könnten,  werden  wir  nachher  discutiren. 
Wenn  sie  aber  doch  eintreten  sollten,  so  wird  die  Beschleu- 
nigung unendlich  gross  werden  müssen,  so  oft  r — p,  und  sie 
wird  in  ihrem  Zeichen  dem  Werthe  der  Kraft  entgegengesetzt 
werden  müssen,  wenn  r < q ist.  Es  wird  alsdann  eine  jede 
Kraft,  welche  die  Masse  fi  in  Richtung  der  wach- 
senden r vorwärts  zu  treiben  strebt,  bewirken,  dass 
sie  im  Gegentheil  rückwärts  beschleunigt  wird  und 
umgekehrt,  und  ich  bitte  wohl  zu  bemerken,  dass  dies  keines- 
wegs nur  eine  Eigentkünilichkeit  der  elektrischen  Abstossungs- 
kraft  ee  Irr  sein  würde,  der  man  einige  sonderbare  Eigen- 
tümlichkeiten vielleicht  nachsehen  würde,  und  die  also  ia 
diesem  Falle,  wenigstens  bei  mässigen  Werthen  der  Geschwin- 
digkeit dr/dtj  die  Masse  m,  statt  abzustossen,  im  Gegentheil 
heranziehen  würde;  sondern  dasselbe  würde  auch  gelten  tur 
die  Einwirkung  jeder  beliebigen  anderen  mechanischen 
Kraft.  Die  Masse  m wird  sich  verhalten,  als  hätte  sie  nega- 
tive Trägheit 

Noch  einfacher  treten  diese  Verhältnisse  heraus,  wenn  wir 
die  Gleichung  (1)  mit  drjdt  multipliciren,  um  die  Gleichung 
für  die  Constanz  der  Energie  zu  bilden.  Wir  erhalten  dann: 


. dr  d*r  , 

^ Tt-Sidt  = 


d 

dt 


\ti  ( i 

_±l 

„*•  i 

cc 

ydt)  1. 

dt  + R.^fdt. 

a t 


(2) 


i 
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Das  letzte  Glied  ist  die  Arbeit,  welche  die  Kraft  R in  der 
Zeit  dt  leistet.  Setzen  wir: 

/ Ä4?#=3J’ 

0 


so  ergiebt  die  Integration: 

^ ( 1 - ■£)  fr<)2+  t = Const-  + «• 


Die  Grösse  9t  braucht  in  dieser  Gleichung  nicht  nothwendig 
eine  von  der  Art  der  Bewegung  unabhängige  Function  der 
Coordinaten  zu  sein.  Legen  wir  den  Anfangspunkt  der  Zeit 
t auf  einen  Augenblick,  wo  drjdt  — 0 ist,  setzen  auch  9t  für 
denselben  gleich  Null,  und  r = r,  so  ist : 


if*  ,i 


Wenn  nun  r > q ist,  das  heisst  das  Theilchen  fx  sich  im  An- 
fang jenseits  der  kritischen  Distanz  befindet,  ferner  R einen 
solchen  negativen  Werth  hat,  dass 

ist,  so  wird  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (2  a)  für  negative 
Werthe  von  drjdt  positiv  sein,  und  e sich  dem  e nähern,  die 
Geschwindigkeit  wachsen,  zuletzt  unendlich  werden,  sobald 
r = p geworden  ist. 

Es  braucht  hierbei  also  die  Kraft  R nur  eine  endliche 
Grösse  zu  haben,  und  durch  eine  endliche  Strecke  hin  zu 
arbeiten,  also  einen  endlichen  Betrag  an  Arbeit  9t  zu  leisten, 
um  der  Masse  fi  unendliche  Geschwindigkeit  mitzutheilen.  Es 
geht  hieraus  zunächst  hervor,  dass  es  keineswegs  nötliig  ist, 
der  Masse  |U  eine  übermässig  grosse  Geschwindigkeit  im  An- 
fänge mitzutheilen.  In  meiner  früheren  Arbeit  war  dies  nur 
dadurch  bedingt,  dass  ich  keine  Kraft  R hinzugenommen  hatte 
und  also  die  ganze  Arbeit,  welche  nötliig  ist  die  Masse  fi 
gegen  die  elektrische  Abstossungskraft  bis  o heranzutreiben, 
ihr  von  Anfang  an  in  Gestalt  einer  grossen  Geschwindigkeit 
mitgegeben  sein  musste. 


C56 


Elektrodynamik. 


Da  die  hier  gemachte  kleine  Abänderung  des  vorhegenden 
Beispieles  die  Nothwendigkeit  einer  grossen  Anfangsgeschwin- 
digkeit beseitigt,  wird  es  unnöthig  sein,  die  principiellen  Be- 
denken zu  erörtern,  welche  Hrn.  Weber’ s Widerspruch  gegen 
die  Zulässigkeit  einer  so  grossen  Anfangsgeschwindigkeit  (grösser 
als  12  mal  der  Lichtgeschwindigkeit)  hervorrufen  könnte. 

§ 10.  Ist  die  kritische  Entfernung  ^ immer  eine  moleculare 

Entfernung? 

Der  zweite  Ein  wand  von  Hrn.  W.  Weber  gegen  die 
Anwendbarkeit  der  von  mir  aus  dem  eben  besprochenen  Bei- 
spiel gegen  seine  Theorie  gezogenen  Schlüsse  ist  auf  die  An- 
nahme gestützt,  dass  die  Entfernung  p eine  ausserordentlich 
kleine,  nur  moleculare  Entfernung  sei,  sodass  was  innerhalb 
derselben  geschieht  überhaupt  unserer  Wahrnehmung  gar  nicht 
zugänglich  sei,  oder  durch  das  gleichzeitige  Eingreifen  anderer 
■?3  molecularer  Kräfte  gehemmt  werde,  wie  ja  z.  B.  auch  das 
Unendlichwerden  der  Geschwindigkeit  zweier  gravierender 
Massenpunkte,  wie  es  für  die  Entfernung  r = 0 eintreten  müsste, 
dadurch  vermieden  wird,  dass  die  molecularen  Kräfte,  welche 
der  Volum  Verminderung  beider  Massen  widerstehen,  in  das 
Spiel  kommen,  ehe  die  Entfernung  Kuli  erreicht  wird. 

Der  Werth  der  Entfernung  o ist: 

- 2ee  . 

' ccu 

I 

Ist  das  elektrische  Theilchen  e nur  mit  seiner  eigenen  Masse 
behaftet,  so  wird  ejfi  irgend  einen  bestimmten  Werth  ß 
haben.  Enthält  (jl  auch  noch  ponderable  Masse,  so  wird 
ein  < ß sein. 

Ueber  den  Werth  von  ß wissen  wir  bisher  gar  nichts;  es  steht 
also  der  von  Weber  gemachten  Annahme,  dass  2ejccfi =» ßjce  — b 
eine  ausserordentlich  kleine  Grösse  sei,  wenigstens  nichts  ent- 
gegen. Nur  geht  diese  Annahme  aus  den  bisher  bekannten 
Thatsachen  keineswegs  hervor,  sondern  sie  ist  eben  eine  neue 
Annahme,  w eiche  Hr.  Weber  erst  gemacht  hat,  um  meinen 
Einwänden  zu  entgehen.  Von  der  Masse  ju,  wenn  diese  keinen 
ponderablen  Bestandtheil  enthält,  weiss  man  nur,  dass  sie  so 
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klein  ist,  dass  sie  sich  bisher  allen  Messungen  entzogen  hat, 
während  c allerdings  sehr  gross  ist,  aber  doch  gemessen  wer- 
den konnte.  Eben  deshalb  aber  ist  der  Werth  von  jttcc  aus 
erfahrungsmässigen  Daten  nicht  zu  bestimmen,  und  es  mag 
jede  Hypothese  über  ihn  als  erlaubt  angesehen  werden. 

Aber  wenn  auch  b eine  äusserst  kleine  Grösse  ist,  so  ist  g doch 
nicht  allein  von  b abhängig,  sondern  es  ist  g = be\  und  e kann 
noch  jede  beliebige  Grösse  haben,  folglich  auch  g.  Dabei  ist 
wohl  zu  beachten,  dass  wenn  wir  uns  e als  eine  kugelförmige 
Masse  von  bestimmter  Dichtigkeit  denken  wollten,  sei  es  als 
elektrisches  Fluidum,  sei  es  als  einen  mit  Elektricität  einer 
Art  durchdrungenen  oder  bedeckten  Isolator,  bei  wachsendem 

3 2 

e der  Durchmesser  dieser  Kugel  wie  ]/e  oder  wie  Ye  wach- 
sen würde,  je  nachdem  e im  Innern  oder  an  der  Oberfläche 
angesammelt  ist,  g aber  wie  e selbst,  also  viel  schneller,  und 
dass  wir  also  durch  entsprechende  Vergrösserung  von  e der 
Grösse  g jede  beliebige  endliche  Grösse,  und  ihrem  Endpunkt 
jeden  beliebigen  Abstand  von  der  Oberfläche  der  elektrischen 
Masse  e geben  könnon. 

Daher  ist  auch  weiter  schon  hier  klar,  dass,  wenn  wir  e 
immer  grösser  und  grösser  werden  lassen , schliesslich  die 
kritische  Entfernung  g zum  Durchmesser  der  Masse  e jedes 
beliebig  grosse  Verhältnis  erreichen  kann,  sodass  zuletzt  auch 
dieser  Durchmesser  wieder  gegen  g verschwindend  klein  wird, 
und  dann  das  einfache  Web  er’ sehe  Gesetz  wieder  angewendet 
werden  kann,  wie  es  für  zwei  Massenpunkte  gilt.  Für  die  da- 
zwischen liegenden  Fälle,  wo  die  linearen  Dimensionen  von  e 
endlich  gegen  g sind,  würden  dagegen  Integralausdrücke  zu 
bilden  sein,  von  denen  wir  einige  der  einfachsten  Formen  im 
nächsten  Paragraphen  bilden  werden. 

Hr.  Weber  selbst  hat  einen  etwas  anderen  Ausdruck  für 
g gewonnen,  weil  er  beide  elektrische  Massen  als  beweglich 
betrachtet;  sind  deren  träge  Massen  g und  g,  so  ist  der  Werth: 

ee  u + u 

U = • — • 

* cc  n fi 

Lässt  man  e und  g sehr  gross  werden,  so  führt  dieser  Aus- 
druck auf  dieselben  Schlüsse,  die  ich  eben  gezogen  habe. 

Helm  hol tz,  wisgensch.  Abhandlungen.  42 
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Wenn  man  also  nicht  willkürliche,  und  durch  den  ur- 
sprünglichen Sinn  des  Web  er’. sehen  Gesetzes  in  keiner  Weise 
gebotene  Beschränkungen  für  die  Grösse  der  elektrischen 
Quanta  e und  e festsetzen  will,  so  folgt  aus  den  angestellten 
Betrachtungen,  dass,  selbst  wenn  man  Hrn.  Weber’s  Annahme 
über  den  Werth  der  Constanten  e/fucc  acceptirt,  die  kri- 
tische Entfernung  o keineswegs  immer  eine  mole- 
culare  Entfernung  sein  wird,  sondern  jede  beliebige 
endliche  Grösse  erreichen  kann.  Es  kann  also  das  Zu- 
standekommen unendlicher  Geschwindigkeit  der  bewegten  Masse 
fj,  oder  dieses  Zustandes,  den  ich  kurz  als  negative  Träg- 
heit bezeichnet  habe,  innerhalb  der  Entfernung  g auch  durch 
Molecularkräfte  keineswegs  verhindert  werden. 

Wenn  nun  g — be  eine  endliche  Grösse  ist,  so  wird  die 
elektrische  Abstossungskraft , welche  von  der  Kraft  R des 
§ 9 überwunden  werden  müsste,  im  Maximo  sein : 

ee  __c- p.  _ 
o 2 2 q 2 he 

Je  grösser  e und  somit  g wird,  desto  kleiner  wird  die  Kraft, 
die  zur  Annäherung  bis  zur  Grenze  g nöthig  wird,  sodass 
schliesslich  jede  der  Masse  u proportionale  Kraft,  wie  die 
Schwere  gfi,  bei  hinreichender  Vergrösserung  von  e dazu  aus- 
reichen würde. 

Nun  ist  die  Constante  c gemessen  und  sehr  gross  gefunden 
45  worden,  die  Constante  b von  unbekannter  Grösse  und,  nach 
Hrn.  Weber’s  Annahme,  vielleicht  sehr  klein.  Dann  würde  es 
allerdings  für  unsere  praktischen  Hüllsmittel  wahrscheinlich  un- 
möglich werden,  soviel  Elektricität  e zu  sammeln,  dass  die  Schwere 
oder  eine  zur  Schwere  in  endlichem  Verhältnisse  stehende  Kruft, 
die  allein  auf  die  Masse  fi  wirkte,  für  die  Ausführung  des  Ver- 
suches zureichte.  Wenn  wir  aber  das  Web  er’ sehe  Gesetz  alsein 
■wirklich  elementares  anerkennen  sollen,  als  ein  solches,  welches 
den  letzten  Grund  der  betreffenden  Erscheinungen  vollständig 
ausspricht,  und  nicht  nur  als  einen  angenähert  richtigen  Aus- 
druck der  Thatsacheu  für  gewisse  engere  Grenzen,  so  müssen 
wir  verlangen,  dass  es,  auch  auf  Objecte  von  den  denkbar  * 
grössten  Dimensionen  angewendet,  Folgerungen  gebe,  die  physi- 
kalisch möglich  sind. 
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Uebrigens  bemerke  ich  noch,  dass  die  in  diesem  Falle 
verlangte  Kraft  wieder  nur  dann  so  gross  ausfallen  müsste, 
wenn  dieselbe  ihren  Angriffspunkt  nur  in  der  Masse  fx  haben 
sollte.  Drängt  man  dagegen  die  Masse  fx  vorwärts  durch  eine 
andere  Masse  M,  welche  beliebig  gross  sein,  und  der  Angriffs- 
punkt beliebig  grosser,  der  Abstossung  von  u überlegener 
Kräfte  sein  kann,  so  würde  allerdings  die  Masse  M -f  u nicht 
in  derselben  Entfernung  o wie  p selbst  unendliche  Geschwin- 
digkeit erhalten.  Sowie  aber  die  Grenze  von  p überschritten 
wäre,  würde  u von  der  elektrischen  Abstossungskraft  jetzt  an- 
ziehend, und  zwar  im  ersten  Moment  unendlich  stark  beschleu- 
nigt, sich  von  M trennen,  und  sich  fortan,  wie  Hr.  Weber 
schon  gezeigt  hat,  im  Innern  der  Kugel  vom  Radius  p bewegen 
in  demjenigen  Zustande,  den  ich  vorher  als  negative  Trägheit 
bezeichnet  habe,  und  dessen  Attribute  wir  im  Folgenden  näher 
kennen  lernen  werden. 


§11.  Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  für  die  Web  er1 sehen 

Kräfte. 

Das  Beispiel  des  vorigen  Paragraphen  wies  uns  auf  (he  Wir- 
kung im  Raume  ausgedehnter  elektrischer  Massen  hin,  deren 
Resultate  nur  durch  Integrationen  zu  bestimmen  sind.  Um 
diese  zu  vollziehen,  wollen  wir  die  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft  bilden.  Diese  ist  zwar  für  zwei  elektrische  Massen- 
punkte schon  von  Hm  Weber,  für  eine  beliebige  Anzahl 
solcher  von  Hrn.  C.  Neu  mann  gebildet  worden.  Indessen 
werden  die  Consequenzen  dieser  Gleichung  anschaulicher,  wenn 
wir  die  einzelnen  Theile  etwas  anders  zusammengruppiren. 
Deshalb  wiederhole  ich  hier  ihre  Ableitung  mit  einigen 
Aenderungen. 

Es  seien  gegeben  Massenpunkte  in  beliebiger  Anzahl,  46 
einzeln  bezeichnet  durch  die  verschiedenen  Werthe  ihres  Index 
n.  Es  bezeichne  en  das  nach  elektrostatischen  Einheiten  ge- 
messene elektrische  Quantum  des  nten  Punktes,  welches  bei 
nicht  elektrischen  Massenpunkten  auch  gleich  Null  gesetzt 
werden  kann,  und  un  sei  die  träge  Masse,  xn,  yn,  zn  die  Coordi- 
naten  desselben  Punktes.  Die  Componenten  nicht  elektrischer 
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Kräfte,  die  denselben  angreifen,  seien  X„,  Yn  und  Zn.  Dann 
ist  nach  W e b e r ’ s G esetz : 


dt 2 


Xn  + en2 
2 r 


em(xn—xm)  { 

~\ 


1--M 


dr 


n,  m 


n,m 


dt 


+ 


n,m 


d 2 


(3) 


CC 


n,m 

dt * 


Entsprechende  Gleichungen  ergeben  sich  für  die  beiden  anderen 
Coordinaten  jedes  der  Punkte  n\  im  Ganzen  also  3«  Glei- 
chungen. Man  multiplicire  die  Gleichung  (3)  mit  dxnj  dt, 
die  übrigen  Gleichungen  mit  den  entsprechenden  Differential- 
quotienten, und  addire  alle,  so  erhält  man  die  Gleichung  der 
lebendigen  Kraft. 

Um  diese  einfach  zusammenzufassen,  brauchen  wir  noch 
folgende  Bezeichnungen: 

qn  die  resultirende  Geschwindigkeit  des  Punktes 
/?,  also : 


&m>n  der  Winkel  zwischen  der  Richtung  <yn  und  der  über  n 
hinaus  verlängerten  Richtung  von  also: 

dr 

TT~~  — 7»  cos  + 7»  cos  (3  b) 


P das  elektrostatische  Potential: 


e„ 

n n 


* n,m  J 


(3  c) 


ji  ^ m 


Q das  elektrodynamische  Potential: 


Q = ±22 

CC 


enem 


n,  vi 


f/n  • 7m  • COS  »7 . COS  n 


(3d) 


n ^ im, 

V die  von  den  nicht  elektrischen  Kräften  geleistete 
A rbeit: 


dV 

dt 


+ Yn 


dVn 

dt 


i 


i 
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pn  eine  den  Potentialfunctionen  ähnlich  gebildete  Function  für 
den  Punkt  n: 


Pn 


cos2  & 


m,n  i 


L endlich  die  lebendige  Kraft,  aber  so  berechnet,  dass  unter 
ihr  alle  mit  Quadraten  der  Geschwindigkeiten  multiplicirten 
Glieder  zusammengefasst  sind: 


2 

cc 


Pn 


(3g) 


Braucht  man  diese  Bezeichnungen,  so  ist  die  Gleichung  der 
lebendigen  Kraft: 

L + P — V r—  Q =s  Const.  (3  h) 

Sind  die  Coordinaten  und  die  Geschwindigkeiten  zur  Zeit  t} 
alle  von  gleichem  Werthe,  wie  zur  Zeit  t0,  so  haben  L,  P \ Q 
auch  wieder  die  gleichen  Werthe,  und  es  muss  also: 

V,-  n = o 


sein.  Das  heisst,  während  eines  Cirkelprocesses,  der  zu  den 
Aufangswerthen  der  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  zurück- 
führt, wird  nicht  mehr  Arbeit  nach  aussen  abgegeben,  als  von 
aussen  empfangen.  Dies  ist  die  verallgemeinerte  Form,  in  der 
die  Herren  AVeber  und  C.  Neu  mann  das  Gesetz  von  der 
Erhaltung  der  Energie  gefasst  haben. 

Das  elektrodynamischePotential  hat  hier  dieselbe  Form, 
wie  in  der  ursprünglichen  Form  des  AVeber’schen  Inductions- 
gesetzes.  Die  Glieder  mit  den  Quadraten  der  Geschwindig- 
keiten sind  dagegen,  abweichend  von  den  Herren  Weber  und 
Neu  mann,  zur  lebendigen  Kraft  hinübergezogen. 

Andererseits  zeigt  die  Gleichung  (3  g),  dass  die  Coeffi- 
cienten  der  Geschwindigkeitsquadrate  nicht  nothwendig 
immer  positiv  zu  bleiben  brauchen,  wie  dies  der  Fall  ist,  wenn 
sie  nur  träge  Massen  vertreten,  sondern  auch  negativ  werden 
können.  Somit  lässt  das  Weber’sche  Gesetz  die  Möglichkeit 
offen,  dass  sich  gleichzeitig  die  positiv  und  die  negativ  ge- 
nommenen in  das  Unendliche  steigern,  ohne  dass  die  Poten- 
tiale der  linken  Seite  der  Gleichung  (3  h)  unendlich  zu  werden 
brauchen,  d.  h.  ohne  dass  die  Massenpunkte  sich  einander  auf 
unendlich  kleine  Distanzen  nähern.  In  der  gewöhnlichen  Fas- 
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sung  des  Gesetzes  von  der  Constanz  der  Energie  sind  alle  <jl 
mit  nothwendig  positiven  Factoren  multiplicirt,  kein  q2  kann 
unendlich  werden,  ohne  dass  einerseits  die  lebendige  Kraft  un- 
endlich wird,  und  andererseits  die  potentielle  Energie  um  ein  un- 
endliches Quantum  verkleinert  wird.  Nach  dem  Web  er' sehen 
Gesetz  könnte  bei  einem  endlichen  Werthe  der  gesammten 
•i8  Energie  die  lebendige  Kraft  der  ponderablen  Theile  in  das  Unend- 
liche steigen,  freilich  müsste  gleichzeitig  auch  die  Geschwindig- 
keit der  elektrischen  Bewegungen  ebenfalls  in  das  Unendliche 
gesteigert  werden. 

Weiter  ist  hier  zu  bemerken,  dass  in  der  Differenz: 

-welche  die  Stelle  der  Masse  einnimmt,  nicht  mehr  ein  einzelnes 
elektrisches  Theilchen  der  Masse  pn  gegenübergestellt  ist,  son- 
dern in  der  Function  pn , welche  nach  Art  einer  Potential- 
function  zusammengesetzt  ist,  eine  beliebig  grosse  Menge 
anderer  elektrischer  Massen  em,  die  jedenfalls  so  gross  ge- 
macht werden  kann,  dass  sie  grösser  wird  als  uncc/*,, 
w obei  die  Massen  em  durchaus  nicht  nahe  an  der  Masse  r*  zu 
liegen  brauchen. 

Die  Grösse  p kann  betrachtet  werden  als  die  Potential- 
function der  vorhandenen  übrigen  freien  Elektricität,  wrobei  nur 
deren  elektrostatische  Quanta  mit  dem  immer  positiven  Factor 
cos 2(&m,n)  multiplicirt  sind.  Denken  war  nun  alle  freie  Elek- 
tricität gleichnamig  und  den  grösseren  Theil  derselben  an  einer 
Fläche  abgelagert,  dann  olme  Veränderung  ihrer  Dichtigkeit 
die  linearen  Dimensionen  des  Körpersystems  auf  das  n-fache 
vergrössert,  so  wird  p auf  das  n-fache  wachsen.  Ist  die  Elek- 
tricität, von  der  p abhängt,  aber  continuirlich  im  Raume  ver- 
breitet, so  wächst  in  solchem  Falle  pn  auf  das  n2-fache.  In 
beiden  Fällen  können  wir  durch  eine  solche  Veränderung  jeden- 
falls zu  Werthen  von  p unter  gleichzeitiger  Vergrösserung  der 
Entfernungen  zwischen  den  Massen  em  und  en  kommen,  bei 
denen  der  die  Masse  vertretende  Factor: 

1 

P n — Mn 

CC 
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negativ  wird,  und  wo  es  möglich  wird,  die  Massen  un  mit  stets 
zunehmender  Geschwindigkeit  beliebig  grosse  Arbeit  leisten  zu 
lassen.  Praktisch  hätten  wir  dann  das  Perpetuum  mobile, 
wenn  auch  theoretisch  die  erweiterte  Form  des  Gesetzes  von 
der  Erhaltung  der  Energie,  wie  es  in  Gleichung  (2)  ausge- 
sprochen ist,  gewahrt  bliebe. 

§ 12.  Die  Folgen  des  Weber’ sehen  Gesetzes  im  Falle  fester 

gleichmässiger  elektrischer  Belegung  einer  Kugel. 

Die  eben  angedeuteten  Folgen  treten  am  einfachsten  und 
übersichtlichsten  auf,  wenn  wir  annehmen,  dass  nur  ein  ein- 
zelner Massenpunkt,  den  wir  ohne  Index  lassen,  p mit  dem  49 
elektrischen  Quantum  e beweglich  sei,  alle  übrige  Elektricität 
aber  festgeheftet  sei  an  der  Oberfläche  einer  Kugel,  an  der 
sie  eine  gleichmässige  Belegungsschicht  bilde.  Praktisch  könnte 
der  Fall  Vorkommen,  wenn  die  Kugel  aus  isolirendem  Material 
bestände.  Wir  wollen  beide  Fälle  untersuchen,  sowohl  den» 
wo  das  u sich  innerhalb  der  Kugel  bewegt,  und  diese  hohl  ist’ 
als  auch,  wenn  p ausserhalb  der  Kugel  liegt. 

Diese  Kugelfläche  habe  den  Radius  /?,  das  Quantum  Elek- 
tricität auf  der  Flächeneinheit  ihrer  Oberfläche  sei  e.  Ferner 
seien  £ die  Coordinaten  des  Punktes  p zur  Zeit  t , und 
x , y,  z die  des  Flächenelements  doo  auf  der  Oberfläche  der 
Kugel  vom  Radius  R\  die  Entfernung  zwischen  p und  da  sei  r. 

Zur  Berechnung  von  p setzen  wir  voraus,  die  x-Axe  sei 
so  gelegt,  dass  sie  der  eben  der  Geschwindigkeit  q zukommen- 
den Richtung  parallel  sei.  Dann  ist  nach  Gleichung  (3f): 

P = J ■ -do>, 

wo  die  Integration  über  die  ganze  Kugelfläche  auszudehnen  ist. 

Nun  ist  aber: 
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was  wir  zur  Abkürzung  schreiben  wollen: 

p = s-3T>- 

Der  erste  Theil  s ist  bekanntlich  ausserhalb  der  Kugel,  wenn  o 

den  Abstand  des  Punktes  fi  von  deren  Mittelpunkt  bezeichnet: 

4 nRU 
sa  — » 

Q 

innerhalb  der  Kugel: 

Si  = 4 7i  Bt. 

Die  Grösse  a ist  durch  Integration  leicht  zu  finden.  Wenn  r, 
der  Winkel  zwischen  dem  nach  d (o  geftlhrten  Radius  der  Kugel 
und  der  positiven  ar-Axe  ist,  so  ist: 

n 

<r  — J\  ß2  4*  p2  — 2o  R cos  i] . 2 TT  sin  tj . R1  dt 
o 

so  Das  unbestimmte  Integral  hiervon  ist: 


2nR 
Sq 


--  [ß2  + p2  — 2o  R cos  . 


Zwischen  den  Grenzen  i]  = 0 und  = n genommen,  giebt  dies 
für  den  inneren  Raum: 

* = [{R  + e?  - (R  - e)3]  = [3  R2  + el], 

für  den  äusseren  Raum  der  Kugel: 

271  Re 


(Ta  — 


L(R  + g)3  - (Q  - Ä)3]  = [3g2  + R2]. 


Daraus  ergiebt  sich  für  den  inneren  Raum: 

r e R 4n 

3 — 3 


A r,  Sn  S R 4ne  r> 
Pi  — 4:716  R ^ R 


w 


und  für  den  äusseren  Raum: 
4ns  R2 


/>«  = 


4ntR2 


*1  (X  — {)*" 

4jiÄ48 

U ~ J 

3 L 

1 , 3 (jr  - fl* 

-.3  *l  '5 


r 


oder  wenn  wir  den  Winkel  zwischen  dem  Radius- Vector  r und 
der  Richtung  von  q mit  t;  bezeichnen, 

4ns  R\  (4a) 


Pa 


4nsR 2 o 

COS2  tj , 


Q 


1 


+ 


3? 
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Im  Inneren  einer  solchen  Kugel  hat  also  einen  von  dem 
Ort  und  der  JBewegungsrichtung  von  u unabhängigen  constanten 
Werth,  und  wenn: 


4tt  b 
3 


R > £ cc 

e 


ist,  so  ist  für  jede  Bewegung  von  u innerhalb  der  Hohlkugel 
das  Aequivalent  der  Masse  m negativ. 

Was  die  übrigen  Grössen  in  der  Gleichung  (3  h)  betrifft, 
so  wird  innerhalb  der  Kugel: 

P — e . 4 7t  sR2, 

Q = 0,  weil  qn  = 0; 

also  wenn  wir  die  constante  Grösse  P mit  in  die  Integrations- 
constante  C einbegreifen,  wird  Gleichung  (31i): 

Jm  q-  + V+  (7=0.  (3i) 


Dabei  ist  es  auch  offenbar  gleichgültig,  ob  die  Masse  u in 
einen  Punkt  concentrirt  ist,  wie  bisher  angenommen  wurde, 


ausgebreitet  ist,  wenn  nur  ihre  Theile  relativ  gegeneinander 
unbeweglich  sind.  Die  Grössen  P \ Q haben  eben  für  alle 

Theile  von  p denselben  Werth,  wo  diese  auch  liegen  mögen. 
Sind  nun  die  Massen  en  gross  genug,  dass  die  in  diesem  Falle 
constante  Grösse  nt  negativ  wird,  so  haben  wir  durch  das  ganze 
Innere  der  Kugel  gleichmässig  diese  verkehrte  Art  der  Mechanik, 
dass  bei  vorwärts  treibender  Kraft  der  Punkt  p rückwärts  be- 
schleunigt wird,  und  umgekehrt;  ferner  die  potentielle  Energie 
der  treibenden  Kraft  und  die  Geschwindigkeit  q gleichzeitig 
wachsen,  während  in  allen  Fällen  der  gewöhnlichen  Mechanik 
die  eine  immer  abnehmen  muss,  während  die  andere  wächst. 

Aus  der  Gleichung  (3i)  folgt  zunächst,  dass,  wenn  nt 
negativ  ist  und  q nicht  gleich  Null  ist,  eine  solche  Be- 
wegung nie  aufhören  kann,  ohne  dass  von  aussen  her  mittels 
der  Kraft,  deren  Potential  V ist,  Arbeit  geleistet  werde.  Das 
Arbeitsäquivalent  einer  solchen  bewegten  Masse  ist 
negativ,  ist  kleiner,  als  es  im  Zustande  der  Ruhe  sein 
würde,  und  die  Ruhe  kann  also  ohne  Arbeitsleistung 
von  aussen  nicht  wieder  hergestellt  werden. 
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Lassen  wir  nun  das  Theilchen  u auf  irgend  einem  vor- 
geschriebenen  Wege,  dessen  Länge  wir  mit  s bezeichnen,  sich 
innerhalb  der  Kugel  bewegen,  so  ist: 

ds 

Differentiiren  wir  unter  diesen  Annahmen,  wo  p constant  ist, 
die  Gleichung  (3  h)  nach  t , so  erhalten  wir  mit  Weglassung 
des  Factors  dsjdt : 

= S,  (4  h) 

wenn  wir  mit  5 die  Componente  der  treibenden  Kraft  in 
Richtung  des  Weges  s bezeichnen.  Ist  nun  nt  negativ,  so  wird 
die  Kraft  S immer  in  verkehrtem  Sinne  einwirken;  wenn  sie 
der  Bewegung  entgegenwirkt,  wird  sie  diese  immer  beschleu- 
nigen, und  wenn  dasselbe  fortdauernd  oder  immer  wiederholt 
geschieht,  sie  schliesslich  in  das  Unendliche  steigern. 

Um  die  Folgen  davon  zunächst  an  einem  einfachsten  Bei- 
spiele solcher  Art  zu  veranschaulichen,  dass  dabei  Constanz  des 
mechanischen  Theiles  der  Arbeit  stattfindet,  setzen  wir  voraus, 
dass  man  ruhende  elastische  Kugeln  von  der  Masse  M auf 
die  vorgeschriebene  Bahn  der  Masse  u bringe.  Der  Erfolg 
jedes  Stosses  lässt  sich  in  gewöhnlicher  Weise  berechnen.  Das 
52  Princip  von  der  Erhaltung  des  Schwerpunktes,  welches,  wie 
man  leicht  einsieht,  für  das  Massenäquivalent  m hier  gerade 
ebenso  gelten  würde,  wie  für  eine  wirkliche  Masse,  giebt,  wenn 
q0  die  Geschwindigkeit  von  u vor  dem  Stosse,  gx  und  Q die 
von  u und  M nach  dem  Stosse  bezeichnen: 

my0  = ntft  + MQ. 

Das  Princip  von  der  Erhaltung  der  Kraft  giebt: 

mq\  = m?;  + MQ2. 

Ist  M + m negativ,  so  erfolgt  der  Stoss  in  gewöhnlicher  Weise, 
die  beiden  Massen  trennen  sich  wieder,  M eilt  vorwärts  mit 
der  Geschwindigkeit  2m  g0/{M  + nt),  und  u bleibt  zurück  mit  der 
vergrösserten  Geschwindigkeit  (m  — M)  g0/(m  + M)y  wobei  zu 
bemerken  ist,  dass  wegen  der  gemachten  Annahme  Zähler  und 
Nenner  beider  Brüche  negativ  sind.  Somit  können  wir  durch 
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das  bewegte  elektrische  Theilchen  beliebig  oft  ponderable 
Massen  fortstossen  lassen  und  ihnen  Geschwindigkeit  ertheilen, 
während  gleichzeitig  die  Geschwindigkeit  der  elektrischen  Masse 
« immer  mehr  zunimmt. 

W äre  M > (—  m),  so  würden  die  beiden  stossenden 
Massen  nicht  voneinander  prallen,  sondern  sich  immer  fester 
und  fester  aneinander  drängen  mit  wachsender  Geschwindig- 
keit beider. 

Ein  anderer  entsprechender  Fall,  wo  die  Kraft  S aber 
keine  Kräftelünction  hat,  wäre  der,  wo  das  Theilchen  /x  sich 
auf  seinem  vorgeschriebenen  Wege  s gegen  einen  Reibungs- 
widerstand bewegte.  Es  würde  mit  wachsender  Geschwindig- 
keit laufen  müssen,  und  dabei  immer  steigende  Wärmemengen 
bis  in  das  Unendliche  entwickeln.  Dieser  Fall  würde  auch 
mit  dem  eines  elektrischen  Stromes  in  dem  Wege  s zusammen- 
tallen,  letzteren  als  linearen  Leiter  gedacht,  wenn  wir  mit 
Hrn.  C.  Neumann  annehmen,  dass  bei  jedem  elektrischen 
Strome  sich  nur  eine  Art  der  Elektricität  bewegt. 

Bei  der  anderen  Annahme  über  die  elektrischen  Ströme, 
wie  sie  den  meisten  Berechnungen  der  Herren  Weber  und 
Kirchhoff  zu  Grunde  liegt,  wonach  sich  immer  gleiche  Quanta 
entgegengesetzter  Elektricität  in  entgegengesetzter  Richtung 
mit  gleicher  Geschwindigkeit  bewegen,  fällt  dagegen  die  be- 
sprochene Veränderung  der  trägen  Masse  fort,  weil  sie  für 
die  positiven  und  negativen  bewegten  Partikel  entgegengesetztes 
Zeichen  erhält.  Diese  Fälle  werden  wir  im  nächsten  Para- 
graphen behandeln. 

Es  ist  klar,  dass  die  beiden  hier  gegebenen  Beispiele  das  w 
Perpetuum  mobile  realisiren  würden. 

Es  bleibt  noch  übrig  zu  erörtern,  wie  sich  ein  bewegtes 
Theilchen  im  äusseren  Raume  verhält.  Hier  ist  das  Massen- 
äquivalent m nicht  für  jede  Art  von  Bewegung  negativ,  sondern 
wie  die  Gleichung  (4  a)  zeigt,  hängt  pa  vom  Werthe  des  Winkels 
zwischen  den  Richtungen  von  r und  q ab.  Fallen  beide  zu- 
sammen, so  ist: 
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was  für  den  Fall,  dass  Rjr  unendlich  klein  wird,  in  den  für 
einen  einzelnen  Massenpunkt  geltenden  Werth  e„/g  übergeht. 
Ist  dagegen  ein  rechter  Winkel,  so  wird: 


4 7TB  RA 


Dicht  an  der  Kugelfläche,  wo  R = g,  sind  beide  Werthe  gleich, 
und  gleich  dem  Werthe  im  Inneren  der  Kugel,  sodass  also 
der  Unterschied  der  Richtungen  sich  erst  in  einiger  Entfernung 
von  der  Kugel  geltend  macht. 

Aus  den  vorstehenden  Untersuchungen  ergiebt  sich,  dass 
die  physikalisch  unzulässigen  Folgerungen  des  Weber- 
schenGesetzes  durchaus  nicht  an  inoleculareDistanzen 
gebunden  sind,  sondern  durch  die  W echsel Wirkung  elektrischer 
Theilchen  über  beliebig  grosse  Entfernungen  hin  zu  Stande 
kommen  können.  Diese  Folgerungen  sind  also  nicht  zu  be- 
seitigen durch  die  von  Hrn.  W.  Weber  selbst  gemachte  An- 
nahme, dass  cc  jccfi  eine  sehr  kleine  Grösse  sei;  denn  diese 
zerfallt  schon  an  und  für  sich  in  zwei  getrennte  Annahmen, 
nämlich  dass  ejccg,  und  dass  t sehr  klein  sei.  Die  letztere 
aber  kann  nicht  allgemein  gemacht  werden,  da  gar  kein  all- 
gemein geltender  Grund  ersichtlich  ist,  durcli  den  die  Grösse 
von  e beschränkt  werden  könnte;  uud  wir  haben  gesehen,  dass 
selbst,  wenn  man  der  angehäuften  Elektricität  ein  gewisses 
Maximum  der  Dichtigkeit  zuschreiben  wollte,  und  also  grössere 
Quanta  e über  grössere  Volumina  oder  Flächen  ausgedehnt 
Vorkommen  müssten,  dies  an  den  Folgerungen  nichts  Wesent- 
liches verändert. 

Ebensowenig  können  jene  unzulässigen  Folge  rangen  be- 
seitigt werden  durch  die  Annahme  von  Hrn.  C.  Neumann, 
dass  in  molecularen  Distanzen  zu  der  Weber’schen  Kraft  eine 
andere  hinzukomme,  die  in  grösseren  Entfernungen  gegen  jene 
verschwinde.  Derselbe  hat  den  Theil  der  Web  ersehen  Kraft 
zwischen  zwei  elektrischen  Massenpunkten,  welcher  mit  dem 
Factor  Ijcc  behaftet  ist,  gesetzt  gleich: 
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Dieser  Ausdruck  wird  gleich  der  Weber’schen  Kraft,  wenn 
man  setzt: 


e 


Hr.  C.  Neumann  nimmt  an,  dass  in  Wahrheit  dieser 
Werth  nur  für  grössere  Entfernungen  genau  gelte,  für  sehr 
kleine  aber  davon  in  einer  nicht  näher  definirten  Weise 
abweiche. 

Eine  solche  Aenderung  im  Werthe  von  W würde  an  der 
ganzen,  von  mir  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Deduction 
gar  nichts  ändern,  weil  dort  alle  relativ  zu  einander  bewegten 
elektrischen  Theilchen,  für  welche  ^^jdt2,  nicht  gleich 
Null  ist,  in  beliebig  grossen  Entfernungen  voneinander  liegen 
können. 

§ 13.  Folgerungen  für  die  elektrischen  Ströme. 

Im  vorigen  Paragraphen  wurde  vorausgesetzt,  dass  nur 
eine  Art  von  Elektricität  in  Bewegung  sei;  es  wären  die  dort 
gezogenen  Schlüsse,  wie  schon  bemerkt,  direct  anwendbar  auf 
elektrische  Ströme  in  Leitern,  wenn  bei  diesen,  wie  es  Hr. 

C.  Neumann  in  seiner  letzten  Arbeit  angenommen  hat,  sich 
nur  eine  Elektricität  bewegte,  oder  wenigstens  eine  mit  grösserer 
Menge  oder  Geschwindigkeit  als  die  andere.  Wäre  dies  der 
Fall,  so  würde  ein  elektrischer  Strom  innerhalb  einer  mit  hin- 
reichender Menge  festliegender  gleichartiger  Elektricität  be- 
kleideten Kugelhülle  ein  Arbeitsäquivalent  haben,  welches  kleiner 
als  in  der  Ruhe  wäre,  mit  allen  unzulässigen  Consequenzen 
eines  solchen. 

Wenn  dagegen  angenommen  wird,  dass  bei  jeder  elek- 
trischen Strömung  in  einem  Leiter  gleiche  Quanta  Elektricität 
sich  mit  gleichen  und  entgegengesetzten  Geschwindigkeiten  be- 
wegen, so  werden  die  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  un- 
anwrendbar,  weil  die  träge  Masse  beider  elektrischen  Fluida 
durch  äussere  ruhende  Elektricität  in  entgegengesetzter  Weise 
verändert  werden  wrürde.  In  diesem  Falle  bleibt  nur  das  elektro-  55 
dynamische  Potential,  welches  oben  mit  Q bezeichnet  ist,  übrig, 
um  die  Arbeit  der  Strömung  negativ  zu  machen;  und  dies 
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sind  gerade  die  Fälle,  welche  ich  in  meiner  früheren  Arbeit 
als  möglich  nachgewiesen  habe.  Für  die  Bewegung  der  Elek- 
tricität  sind  dabei  Differentialgleichungen  benutzt,  die  mit  den 
von  Hrn.  Kirchhoff  aus  der  Weber’schen  Hypothese  her- 
geleiteten zusammenfallen.  Meinen  Nachweis,  dass  diese  Diffe- 
rentialgleichungen labiles  Gleichgewicht  der  Elektricität  in 
Leitern  ergeben,  glaubt  Hr.  C.  Neumann  durch  folgende  Er- 
klärung zu  beseitigen: 

„Diese  Differentialgleichungen  aber  beruhen  nur  t heil- 
weise auf  jenem  Grundgesetze,  zum  anderen  Theil  aber  auf 
mancherlei  anderen  sehr  hypothetischen  (und  bisher  nicht  ein- 
mal bestimmt  formulirten)  Voraussetzungen,  sodass  also  jenes 
Grundgesetz  durch  ein  gegen  diese  Differentialgleichungen  ge- 
äussertes  Bedenken  nicht  im  Mindesten  tangirt  werden  kann." 
Uebrigens  hat,  wie  oben  bemerkt,  Hr.  C.  Neumann  es  nicht 
auf  sich  genommen,  richtigere  Differentialgleichungen  an  Steile 
der  von  ihm  angezweifelten  zu  setzen. 

Ich  erlaube  mir  deshalb  hier  zunächst  die  aus  Hrn.  Kirch- 
hoff’s  Arbeit1)  leicht  heraus  zu  lesenden  Voraussetzungen  hier 
zusammenzustellen. 

1)  Derselbe  benutzt  den  von  Hrn.  W.  "Weber  selbst  ge- 
gebenen Werth  für  die  elektrodynamisch  inducirten  elektro- 
motorischen Kräfte,  welchen  dieser  unter  der  Voraussetzung 
abgeleitet  hat,  dass  in  jedem  elektrischen  Strome  gleich 
grosse  Quanta  positiver  und  negativer  Elektricität 
mit  gleichen  Geschwindigkeiten  in  entgegengesetzten 
Richtungen  fl i essen.  Aus  dieser  Voraussetzung  können 
die  von  Hrn.  Kirchhoff  gebrauchten  Ausdrücke  in  der  Form, 
wie  er  sie  braucht,  nach  bekannten  Methoden,  ohne  Schwierig- 
keit hergeleitet  werden.  Diese  Annahme  fällt  übrigens  mit 
der  anderen  zusammen,  dass  an  jeder  Stelle  eines  Leiters  die 
absolute  Menge  beider  elektrischer  Fluida  zusammen  genommen 
stets  constant  ist.  Dieselbe  Annahme  bedingt  auch  weiter, 
dass  alle  Anziehungskräfte,  welche  gleichzeitig  auf  die  positive 
und  negative  Elektricität  des  Leiters  ausgeübt  werden,  diesen 


1)  Pogg.  Annalen  B<1.  102.  S.  529 — 533. 
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selbst  zu  bewegen  streben  müssen,  da  die  beiden  Elektricitäten 
nicht  gleichzeitig  ihren  Ort  verlassen  können.1) 

2)  Es  wird  vorausgesetzt,  dass  die  elektrischenFluidaso 
in  dem  Leiter  continuirlich  verbreitet  sind,  und  ihre 
Geschwindigkeiten  continuirliclie  Functionen  der 
Coordinaten  sind.  Diese  Voraussetzung  liegt  der  Ausführ- 
barkeit der  über  den  Kaum  erstreckten  Integrationen  zu  Grunde. 


1)  Bei  diesem  Punkte  erlaube  ich  mir  auf  einen  Fehler  aufmerksam 
zu  machen,  den  Hr.  C.  Neu  mann  auf  S.  409  des  angeführten  Aufsatzes 
in  seinen  Rechnungen  begangen  hat.  Er  behauptet  daselbst  unter  (30), 
dass  er  durch  seine  Gleichungen  (29)  „den  wichtigen  Satz,  dass  die  auf 
irgend  eine  ponderable  Masse  ausgeübte  bewegende  Kraft  identisch  ist 
mit  der  Resultante  säinmtlicher  distantiellen  Kräfte,  welche  einwirken 
theils  auf  die  ponderable  Masse  selber,  tlieils  auf  die  augenblicklich  in 
ihr  enthaltene  elektrische  Materie“  bewiesen  habe,  und  fügt  hinzu:  „Man 
befrachtet  diesen  Satz  gewöhnlich  als  selbstverständlich.  Dass  das  indessen 
nicht  der  Fall  sei,  zeigt  die  hier  für  den  Satz  gegebene  Deduction.  Denn 
aus  dieser  Deduction  geht  hervor,  dass  die  Richtigkeit  des  Satzes  wesent- 
lich geknüpft  ist  an  die  Voraussetzung,  die  elektrische  Masse  besitze 
keine  oder  nur  eine  verschwindend  geringe  Trägheit.“  Ich  er- 
staunte nicht  wenig,  als  ich  diesen  Satz  las,  denn  in  den  Hypothesen,  von 
denen  Hr.  C.  Neu  mann  ausging,  und  auf  welche  seine  „Deduction“  ge- 
gründet ist,  war  über  die  mechanischen  Beziehungen  zwischen  der  sich 
bewegenden,  hier  nur  positiven  Elektrieität  und  der  Materie  des  Leiters 
nichts  weiter  angenommen,  als  dass  die  Elektrieität  der  Reibung  des 
Le itungs Widerstandes  und  den  voltaischen  elektromotorischen  Kräften 
(Schiebungskräften)  unterworfen  sei.  Dass  nun  durch  blosse  Rechnung 
eine  neue  mechanische  Beziehung  zwischen  beiden,  zu  welcher  in  den 
Prämissen  kein  Grund  gelegt  war,  erzeugt  werden  sollte,  machte  mich 
neugierig  das  Verfahren  kennen  zu  lernen,  welches  so  etwas  leisten 
konnte.  Der  Fehler  ist  einfach  folgender:  In  Gleichung  (25)  kommt  ein 
Summandus  vor  p d^t-jdl2,  worin  p die  träge  Masse  der  positiven  Elek- 
tricität,  £ deren  x-Coordinate  bezeichnet.  Hr.  Neumann  setzt  der  von 
ihm  erwähnten  Annahme  gemäss,  die  er  erst  einführt,  nachdem  die  ge- 
nannte Gleichung  gebildet  ist,  p = 0 und  lässt  den  genannten  Summandus 
ausfallen.  In  Gleichung  (24)  aber  ist  pd^gjdt2  einer  endlichen  Kraft 
gleich  gesetzt,  und  wenn  also  p = 0,  so  wird  die  Beschleunigung  d2^jdt- 
unendlich  gross,  aber  das  Product  beider  wird  darum  noch  nicht  Null, 
kann  also  aus  Gleichung  (25)  auch  nicht  weggelassen  werden.  Vielmehr 
musste  erwiesen  werden,  dass  die  Summe  der  Kräfte,  welcher  pdl^jdt'i 
gleich  gesetzt  ist,  gleich  Null  sei,  und  dieser  Beweis  wird  sich,  so  viel 
ich  sehe,  nur  führen  lasseu,  wenn  der  angeblich  deducirte  Satz  (30)  als 
Voraussetzung  angenommen  wird.  (Weiteres  unten  S.  687.) 
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3)  Es  werden  die  Grundhypothesen  des  Oliin’schen  Ge- 
setzes gemacht,  dass  nämlich  in  jedem  Augenblicke  die  elek- 
trische Strömung  so  hoch  steige,  bis  die  durch  den  Leitungs- 
widerstand erzeugte  Gegenkraft  der  treibenden  elektromo- 
torischen Kraft  gleich  sei.  Es  liegt  hierin  die  Annahme,  dass 
die  elektrischen  Fluida  keine  träge  Masse  haben.  Diese  sub  3) 
hingestellte  Annahme  hat  Hr.  C.  Neu  mann  in  seiner  letzten 
Arbeit  in  gleicher  Weise  gemacht. 

Andere  Hypothesen  kann  ich  aus  Hrn.  Kirchhoffs  Be- 
handlung des  Problems  nicht  herausfinden.  Die  von  Hm.  Ber- 
trand  erhobenen  und  im  folgenden  Paragraphen  besprochenen 
Bedenken  existiren  nicht  für  Jemanden,  der  vom  Web  ersehen 
Gesetze  ausgeht,  da  durch  dieses  der  Sinn  der  resultirenden 
Kraft  bestimmt  gegeben  ist. 

57  W as  die  unter  3)  gemachte  Annahme  betrifft,  dass  die 
elektrischen  Fluida  im  Leiter  sich  ohne  träge  Masse  bewegten, 
so  habe  ich  diese  in  dem  betreffenden  § 5 meines  früheren 
Aufsatzes  sogar  noch  fallen  lassen,  und  vielmehr  die  allge- 
meineren von  Hrn.  Lorberg  aufgestellten  Differentialglei- 
chungen benutzt,  welche  eine  solche  träge  Masse  annehmen. 
Dieselbe  könnte  den  elektrischen  Fluidis,  als  solchen,  direct 
angehören,  oder  auch  irgend  einer  Art  der  Bewegung  der  pon« 
derablen  Masse  des  Leiters  zukommen,  welche  aber  immer  der 
Stromstärke  genau  proportional  bleiben  müsste,  und  nicht  wie 
die  Wärmebewegung  mit  der  Temperatur  unabhängig  von  der 
augenblicklichen  Stromstärke  gross  oder  klein  werden  dürfte. 

Diese  von  Hrn.  Lorberg  benutzte  Hypothese  einer  trägen 
Masse  der  bewegten  Elektricität  (oder  auch  träger  Masse, 
welche  von  der  Elektricität  mitbewegt  wird)  beseitigt  nun  aller- 
dings, wie  meine  frühere  Abhandlung  zeigt,  das  labile  Gleich- 
gewicht in  Körpern  von  kleinen  Dimensionen,  aber  lässt  es 
bestehen  in  Körpern  von  grossen  Dimensionen.1)  Und  schon 
dieser  Umstand  genügt,  um  zu  zeigen,  dass  auch  bei  den  Strö- 
mungen unter  Voraussetzung  der  Kirclih  off  sehen  Annahmen 
das  labile  Gleichgewicht  gar  nicht  von  den  Einwir- 

1)  Borchardt’s  Journal  Bd.  LXXII,  S.  95.  Erläuterung  zu  Glei- 
chung (8  c).  — S.  oben  S.  589. 
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kungen  abhängt,  die  in  molecularen  Abständen  er- 
folgen, sondern  im  Gegentheil  von  den  Fernwirkungen 
der  Weber’schen  Kräfte. 

Unser  oben  aufgestelltes  Gesetz  (3  h),  welches  dem  für  die 
Erhaltung  der  Energie  analog  ist,  lässt  auch  erkennen,  dass 
abgeänderte  Annahmen  über  die  molecularen  Vorgänge  und 
molecularen  Kräfte  im  elektrischen  Strome  dem  Fehler  nicht 
abhelfen  können. 

Sind  überall  nur  gleiche  Mengen  positiver  und  negativer 
Elektricität  in  Bewegung,  so  hebt  sich,  wie  schon  bemerkt, 
das  zur  Masse  hinzugefugte  Glied  fort,  und  negative  Werthe 
der  Arbeit  können  dann  nur  durch  die  Potentialgrössen  -f  P—  Q 
heiworgebracht  werden , die  auf  der  linken  Seite  der  Glei- 
chung (3  h)  stehen.  Dass  übrigens  diese  negativ  werden  können, 
zeigen  meine  früheren  Untersuchungen  in  § 5,  da  ja  die  Be- 
rechnung dieser  Grössen  unabhängig  ist  von  der  Art,  wie  die 
Bewegung  in  dem  Leiter  weiter  verläuft.  Erst  diese  letztere 
wird  durch  die  angezweifelten  Differentialgleichungen  bestimmt. 
Da  P seiner  Natur  nach  nothwendig  immer  positiv  ist,  so 
kommt  es  hauptsächlich  auf  das  Vorzeichen  und  den  Werth 
von  Q an.  Setzen  wir  nun: 

L = 2{mq\ 

wo  die  Summe  über  alle  trägen,  ponderablen  oder  impon- 
derablen  Massen  auszudelmen  ist,  so  ist: 

L + P-  Q+ 

die  gesammte  Summe  der  nach  Web  er ’s  Annahmen  durch  die 
Elektricität  bedingten  Arbeit.  Setzen  wir  hier  voraus,  dass 
V nur  die  Potentialfunction  von  Molecularkräften  irgend  welcher 
Art  sei,  also  auch  die  Ergänzungen  umfasse,  welche  etwa  noch 
an  der  Weber’schen  Kraft  anzubringen  sind,  die  aber  jenseits 
einer  kleinen  Distanz  gänzlich  verschwinden  sollen,  und  ver- 
grössem  wir  die  sichtbaren  Dimensionen  des  betreffenden  Kör- 
persystems auf  das  n fache,  so  aber,  dass  die  Molecularstructur, 
die  molecularen  Vorgänge  und  die  Geschwindigkeiten  dieser, 
wie  der  elektrischen  Strömungen  unverändert  bleiben  (die  Zahl 
der  Molekeln  also  auf  das  n3  fache  wächst) : so  werden  L und  V 
wachsen  im  Verhältnisse  l:n8,  aber  P und  Q werden  wachsen 

Helmholtz,  wisseunch.  Abhandlungen.  43 
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im  Verhältnisse  1 :n\  Bei  genügender  Vergrösserung  der 
Dimensionen  werden  also  schliesslich  diese  letzteren  Grössen 
immer  den  Ausschlag  geben,  und  wenn  P—  Q negativ  ist 
wird  also  dann  die  gesammte  Arbeit  negativ  werden,  und  wird, 
wenn  ihr  durch  Reibung  mit  Wärmeentwickelung  noch  weitere 
Verluste  zugefugt  werden,  immer  grössere  negative  Werthe 
erreichen  müssen. 

Gehen  wir  also  von  einem  Zustande  einer  leitenden  Kugel 
aus,  wo  im  ersten  Moment  der  Bewegung  die  mittlere  Dichtig- 
keit der  Elektricität  überall  gleich  Null  ist,  dagegen  entweder 
centrifugale  oder  centripetale  Strömungen  gleichmässig  in  allen 
Radien  bestehen,  übrigens  mit  beliebiger  Vertheilung  der 
Intensität  in  einzelnen  concentrischen  Kugelschichten,  so  wird 
P = 0,  Q positiv  sein;  und  welche  lebendige  Kraft  und  Arbeit 
für  die  molecularen  Processe  verwendet  sein  mag,  es  -wird  immer 
nur  auf  hinreichende  Grösse  der  Dimensionen  der  leitenden 
Kugel  ankommen,  damit  die  Arbeit  negativ  werde,  und  die 
elektrische  Bewegung  nicht  ohne  neuen  Zuschuss  von  Arbeits- 
kraft von  aussen  her  zur  Ruhe  gebracht  werden  kann! 

Schliesslich  erlaube  ich  mir  die  gegenwärtige  Lage  dieser 
Discussion  folgendermaassen  zusammenzufassen,  so  weit  sie  das 
Web  er ’sche  Gesetz  betreffen: 

1)  Die  elektromagnetischen  und  elektrodynamischen  Er- 
scheinungen sind  keineswegs  in  der  Art  von  den  übrigen  Vor- 
gängen in  der  imorganischen  Natur  unterschieden,  dass  es  uoth- 
wendig  wäre  für  ihre  Erklärung  eine  andere  Art  von  Grund- 
kräften, nämlich  solche,  die  nicht  blos  von  der  Lage  der  wir- 
kenden Massen,  sondern  auch  von  deren  Bewegung  abhängen. 

59  anzunehmen.  Dies  geht  aus  der  Theorie  von  Maxwell  hervor, 
welche  die  genannten  Erscheinungen  nicht  auf  Fernkräfte, 
sondern  auf  eine  continuirlich  im  Aether  sich  fortpflanzende 
Bewegung  zurückführt.  Die  dabei  angenommene  Wirkungsweise 
zwischen  zwei  aneinander  stossenden  Volumenelementen  des 
Aethers  ist  zwar  eine  andere,  als  die  uns  von  den  fest-elastischea 
Körpern  her  bekannte,  aber  sie  lässt  sich  durch  einfache 
mechanische  Vorrichtungen  nachahmen,  ist  also  eine  solche, 
wie  sie  durch  die  uns  wohlbekannten  mechanischen  Kräfte  her- 
vorg  ebracht  werden  könnte. 
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2)  Die  Rückführung  dieser  Erscheinungen  auf  Fernkräfte, 
die  von  der  Bewegungsweise  der  wirkenden  Theilchen  ab- 
häugcn  sollen,  wie  dies  in  der  Weber’schen  Hypothese  ge- 
schehen ist,  ergiebt  die  Möglichkeit  von  Bewegungen,  bei  denen 
das  Arbeitsäquivalent  des  Massensystems  kleiner  wird  als  in 
der  Ruhe,  und  desto  kleiner,  je  schneller  die  Bewegung.  Daran 
knüpfen  sich  physikalisch  unzulässige  Folgerungen,  nämlich  die 
Möglichkeit  ein  Perpetuum  mobile  herzustellen  und  labiles 
Gleichgewicht  der  Elektricität  in  ihren  Leitern. 

3)  Diese  unzulässigen  Folgerungen  werden  durch  die  von 
den  Herren  W.  Weber  und  0.  Neumann  gemachten  An- 
nahmen einer  trägen  Masse  der  elektrischen  Fluida  und  von 
molecularen  Zusatzkräften  höchstens  für  Leiter  von  geringen 
Dimensionen  beseitigt,  und  können  überhaupt  durch  Hypo- 
thesen, welche  die  molecularen  Vorgänge  und  Kräfte  betreffen, 
immer  mm  für  solche  beseitigt  werden;  sie  bleiben  bestehen 
für  Leiter  von  hinreichender  Grösse  und  elektrische  Quanta 
von  hinreichender  Grösse. 

4)  So  lange  keine  Hülfshypothesen  gefunden  sind,  welche 
das  labile  Gleichgewicht  und  die  Möglichkeit  in  das  Unend- 
liche steigender  Bewegung  vollständig  beseitigen,  scheint  mir, 
dass  überhaupt  jede  Erklärung  aus  der  Weber’schen  Hypo- 
these, auch  wo  eine  solche  scheinbar  gelingt,  ungenügend  be- 
gründet ist  Was  hilft  es  zu  berechnen,  dass  constante  Ströme 
solche  und  solche  Anziehungskräfte  und  bei  ihrer  gegenseitigen 
Näherung  solche  und  solche  inducirende  Kräfte  aufeinander 
ausüben  würden,  wenn  nach  dem  zu  Grunde  gelegten  Gesetze 
constante  Ströme  und  Ruhe  der  Elektricität  in  einem  Leiter 
gar  nicht  bestehen  können. 

Um  das  Verhältniss  anschaulicher  zu  machen,  erlaube  ich 
mir  einen  Vergleich.  Wenn  Jemand  eine  physikalische  Er- 
klärung gründen  wollte  auf  Strömungen,  die  in  Wasser  vor- 
gingen, welches  in  einem  unten  geschlossenen  Gefässe  mit 
horizontaler  Grenzfläche,  also  in  labilem  Gleichgewichte,  über 
Luft  geschichtet  ist,  so  würde  eine  solche  Erklärung  eben 
wegen  des  labilen  Gleichgewichts  einer  so  suspendirten  Wasser- 
masse  offenbar  sofort  verworfen  werden,  obgleich  in  engen 
Röhren  und  Spalten,  wo  die  molecularen  Capillarkräfte  wirken, 
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wirklich  stabiles  Gleichgewicht  bestehen,  und  eine  solche  Er- 
klärung zulässig  erscheinen  könnte.  Wenn  es  aber  in  der 
Natur  der  Sache  läge,  dass  dieselbe  Erklärung  auch  auf  Ge- 
fässe  von  vielen  Quadratfussen  Querschnitt  anwendbar  sein 
müsste,  wo  das  Gleichgewicht  jedenfalls  labil  ist,  so  würde 
dieselbe  eben  darum  auch  für  die  engen  Gefässe  als  unzureichend 
verworfen  werden  müssen. 

Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  dem  Weber’schen  Ge- 
setze. Die  Annahme  von  träger  Masse  der  Elektricität  oder 
von  Molecularkräften  könnte  das  Gleichgewicht  in  kleinen 
Leitern  vielleicht  stabil  machen;  in  Leitern  von  grossen  Dimen- 
sionen aber  würde  es  labil  bleiben,  und  wir  können  das  ge- 
nannte Gesetz  deshalb  weder  für  die  letzteren,  noch  für  die 
ersteren  als  den  richtigen  Ausdruck  der  letzten  Ursache  an- 
erkennen. 

Was  die  frühere  Hypothese  von  Hrn.  C.  Neumann  be- 
trifft, wonach  das  Potential  der  elektrischen  Massen  Zeit  zu 
seiner  Verbreitung  brauchen  soll,  so  stimmt  sie  nur  fiir  geringe  • 
Geschwindigkeiten  der  Elektricitäten  mit  dem  Web  ersehen 
Gesetze  überein.  Die  von  mir  gezogenen  Folgerungen  auf  das 
Zustandekommen  unendlicher  Geschwindigkeiten  nach  letzterem 
Gesetze  sind  also  auf  jene  C.  Neumann ’sche  Hypothese  nicht 
olme  weitere  Untersuchung  anwendbar.  Wohl  aber  bleibt  un- 
verändert auch  für  diese  Hypothese  bestehen,  dass  nach  ihr 
Bewegungen  Vorkommen  können,  bei  denen  das  Arbeitsaqui- 
valent  geringer  ist  als  im  Ruhezustände,  wodurch  eben  labiles 
Gleichgewicht  und  endlose  Bewegung  bedingt  sind,  wenn  auch 
vielleicht  nicht  nothwendig  in  das  Unendliche  steigende  Be- 
wegung. 

Ich  will  hier  übrigens  hinzufügen,  dass  die  zweite  Ab- 
theilung der  jüngst  veröffentlichten  „Elektrodynamischen  Unter- 
suchungen“ von  Hrn.  C.  Neumann1),  welche  sich  speeiell 
mit  dem  von  mir  aufgestellten  allgemeineren  Ausdruck  des 
elektrodynamischen  Potentials  beschäftigt,  die  Consequenzen 
meiner  Hypothese  nicht  blos  für  ruhende  Leiter,  auf  welche 


1)  Berichte  der  Königl.  Küchs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften. 
20.  October  1871.  S.  450—478. 
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ich  mich  beschränkt  hatte,  um  die  von  mir  discutirten  Fragen 
des  elektrodynamischen  Grundgesetzes  nicht  unnöthig  zu  com- 
pliciren,  sondern  auch  für  bewegte  Leiter  behandelt,  und  nament- 
lich den  allgemeinen  Beweis  des  Gesetzes  von  der  Erhaltung 
der  Kraft  aus  meinen  Hypothesen  auch  für  diesen  allgemeinsten 
Fall  durchgeführt  hat.  Ich  würde  dabei  höchstens  gegen  die 
Einführung  der  „Schiebungskräfte“  (elektromotorische  Contact- 
kräfte  im  Volta’schen  Sinne)  Einwendungen  zu  machen  haben, 
deren  Erörterung  übrigens  einem  anderen  Orte  Vorbehalten 
bleiben  mag,  da  sie  überwiegend  physikalische  Dinge  zu  be- 
sprechen hat. 

Nur  in  Betreff  der  Kritik,  in  welcher  sich  Hr.  C.  Neu- 
mann dabei  gegen  meine  vor  25  Jahren  erschienene  Schrift 
von  der  Erhaltung  der  Kraft  ergeht,  will  ich  mir  zu  bemerken  er- 
lauben, dass  ich  selbst  schon  längst  in  allen  wesentlichen  Punkten 
diese  Kritik  ausgeübt  hatte.  Die  Darstellung  in  der  „Erhaltung 
der  Kraft“  leidet,  wie  ich  ausdrücklich  auf  S.  69  schon  in  dem 
Büchlein  selbst  hervorgehoben  habe,  an  dem  Mangel,  dass  man 
damals  den  Verlauf  der  durch  plötzliche  Stromesschwankungen 
iuducirten  Ströme  noch  nicht  kannte,  und  also  die  davon  her- 
rührende Wärmeentwickelung  nicht  berechnen  konnte.  Dann 
bin  ich  selbst  es  zuerst  gewesen,  welcher  im  Jahre  1851 !) 
diese  Lücke  durch  neue  Versuchsreihen  ausgefüllt  hat,  indem 
ich  zeigte,  dass  der  Verlauf  auch  dieser  Ströme  durch  F.  Neu- 
mann's  des  Vaters  und  Ohm’s  Gesetz  bestimmt  wird. 
Welche  Aenderungen  dem  entsprechend  in  der  Anwendung 
des  Gesetzes  von  der  Constanz  der  Energie  auf  die  inducirten 
Ströme  zu  machen  sind,  habe  ich  1854  in  einer  Antwort  gegen 
Hrn.  Clausius1  2)  kurz,  aber  in  den  wesentlichen  Punkten 
vollständig  angegeben.  Dort  wird  vorangestellt  der  Satz,  das3 
ein  galvanischer  Strom  von  der  Intensität  I durch  sein  Be- 
stehen ein  Arbeitsäquivalent  von  der  Form  \pl2  repräsentire, 
und  habe  weiter  hinzugefügt:  „Für  einen  einzelnen  Stromkreis 
ist  mir  noch  nicht  gelungen  zu  beweisen“  (nämlich  vom  Ge- 
setze der  Energie  her  ausgehend),  „dass  die  mit  p bezeichnete 


1)  Pogg.  Annalen,  Bd.  LXXXIII,  S.  505—540. 

2)  Ebenda  Bd.  XCI,  8.  258—260. 
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Constante  gleich  dem  doppelten  Potentiale“  (des  Stromes 
auf  sich  selbst)  „sein  müsse,  so  wahrscheinlich  dies  auch  nach 
der  Analogie  der  übrigen  Fälle  sein  mag.“  In  der  That 
kommt  hierbei  die  Frage  nach  der  Trägheit  der  Elektricität 
in  Betracht,  die  durch  blos  theoretische  Schlüsse  ohne  Tbat- 
saehen  nicht  zu  entscheiden  ist. 

Die  Anwendung  des  Gesetzes  von  der  Erhaltung  der 
Energie  auf  die  elektrischen  Ströme  modificirte  sich  in  der 
That  nur  dadurch,  dass  zu  den  übrigen  schon  sonst  bekannt 
gewesenen  Arbeitsäquivalenten  auch  noch  jenes  \p  1 2 für 
die  bestehenden  elektrischen  Ströme  hinzugenommen  werden 
musste. 

«2  "Wenn  aber  Hr.  C.  Neumann,  der  doch  die  Streitschriften 
von  Clausius  gegen  mich  citirt,  meine  Antwort  darauf  nicht 
gekannt  haben  sollte,  so  hätte  er  billiger  Weise  nicht  über- 
sehen sollen,  dass  diese  selbe  Bedeutung  des  Potentials  der 
elektrischen  Ströme,  deren  fehlende  Kenntniss  den  wesei.t- 
lichen  Mangel  des  betreffenden  Kapitels  meiner  Schrift  von 
der  Erhaltung  der  Kraft  bildet,  von  mir  in  meiner  letzten 
Arbeit  im  72.  Bande  des  Journals  für  Mathematik  geradezu 
zum  Fundament  der  ganzen  Betrachtung  gemacht  ist,  aus 
welcher  die  auch  von  ihm  in  seiner  letzten  Arbeit  benutzten 
Hypothesen  hergeleitet  sind. 

Der  Streit  darüber,  ob  die  Existenz  der  elektrodynamischen 
Induction  aus  dem  Gesetze  von  der  Erhaltung  der  Kraft 
„deducirt“  werden  könne,  hat  für  mich  nur  den  Werth  eines 
Wortstreites.  Meine  Aufgabe  in  der  Erhaltung  der  Kraft  war. 
die  sämmtlichen  damals  bekannten  Thatsachen  durchzugehen 
und  zu  prüfen,  ob  sie  mit  dem  betreffenden  allgemeinen  Ge- 
setze in  Uebereinstimmung  waren,  ob  sich  vielleicht  im  Gegen- 
theil  irgendwo  Lücken  oder  Widersprüche  zeigten.  Als  Form 
der  Darstellung  ist  es  bei  solcher  Aufgabe  oft  anschau- 
licher die  Richtigkeit  des  allgemeinen  Gesetzes  vorauszusetzen, 
und  die  Folgen  zu  deduciren,  nicht  um  sie  durch  eine  solche 
Deduction  als  bewiesen  zu  betrachten,  sondern  um  sie  mit  den 
Thatsachen  zu  vergleichen,  und  dadurch  die  Zulässigkeit  des 
allgemeinen  Gesetzes  zu  prüfen,  was  den  Ausgangspunkt  bil- 
dete. Will  man  alle  bei  der  elektrodynamischen  Induction  in 
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Betracht  kommenden  Thatsacken  bis  auf  eine  als  bekannt 
voraussetzen,  so  wird  man  diese  eine  immer  noch  aus  dem 
Gesetze  von  der  Constanz  der  Energie  „deduciren“  können , so 
z.  B.  den  Werth  der  Inductionsconstante.  Aber  als  Beweis- 
mittel von  thatsächlicken  Wahrheiten  kenne  ich  nur  den  Weg 
der  Induction. 

§ 14.  Die  Einwürfe  von  Hrn.  J.  Bertrand. 

Hr.  J.  Bertrand  hat  aus  meinem  Aufsatze  über  die 
Bewegungsgleichungen  der  Elektricität  einige  Punkte  hervor- 
gehoben, welche  ihm  bedenklich  erscheinen. J)  Ich  erlaube  mir 
dieselben  liier  zu  beantworten,  namentlich  auch  deshalb,  da 
sie  in  der  That  Punkte  der  Theorie  betreffen,  die  wenigstens 
noch  nicht  explicite  auseinander  gesetzt  sind. 

Zunächst  findet  Hr.  Bertrand  Schwierigkeiten  in  der 
Anwendung  des  Potentialbegriffs  auf  zwei  Stromelemente  über- 
haupt. Er  geht  dabei  von  der  Hypothese  von  Ampere  aus, 
dass  die  Kraft  zwischen  zwei  Stromelementen  eine  anziehende 
oder  abstossende  in  der  Richtung  ihrer  Verbindungslinie  sei. 
Dreht  man  eines  der  Elemente  um  die  Richtung  dieser  Kraft 
als  Ajce,  so  würde  dadurch  keine  Arbeit  geleistet  werden; 
dennoch  änderte  sich  der  Werth  des  Potentials,  dessen  Aus- 
druck nach  Neumann,  oder  in  der  allgemeineren  von  mir 
gegebenen  Form  ja  auch  die  Winkel  zwischen  den  Elementen 
ds  und  ds  enthält. 

Hiergegen  ist  nun  zu  erwidern,  dass  die  Existenz  eines 
Potentials  zweier  Stromelemente  nicht  blos  die  Existenz  einer 
anziehenden  oder  abstossenden  Kraft  zwischen  ihnen  bedingt, 
sondern  auch  an  jedem  der  Elemente  die  Existenz  eines  Kräfte- 
paares, welches  das  betreffende  Element  in  eine  bestimmte 
Richtung  zu  stellen  strebt.  Diese  Richtung  ist,  wenn  wir 
Hrn.  F.  E.  Neumann’s  Form  des  Potentials  zu  Grunde  legen, 
der  Richtung  des  anderen  Elementes  parallel,  nach  Hrn.  W. 
Webers  Form  dagegen  fällt  sie  in  die  Richtung  der  Ver- 
bindungslinie r. 

Denkt  man  sich  jedes  dieser  Kräftepaare  dargestellt  durch 


1 ) Comptes  Rendus  de  l’Acadrinie  des  Sciences.  T.  LXXIII,  p.  965. 
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zwei  Kräfte,  die  an  den  Endpunkten  von  ds  oder  ds  angreifen« 
so  werden  diese  Kräfte  allerdings  von  der  Ordnung  der  Grössen 
r/ds  und  r/ds  sein  müssen  im  Vergleich  mit  der  anziehenden 
oder  abstossenden  Kraft  beider  Elemente,  und  die  Arbei;. 
welche  geleistet  werden  muss,  um  eines  der  Elemente  ds  aus 
der  Lage  seines  stabilen  Gleichgewichts  um  einen  rechten 
Winkel  zu  drehen,  während  das  andere  Element  ds'  fest  liegen 
bleibt,  wird  ebenso  gross  sein  müssen,  als  wenn  man  ds  bei 
unveränderter  Richtung  in  unendliche  Entfernung  brächte. 
Darin  liegt  aber  durchaus  kein  Widerspruch  und  keine  Un- 
möglichkeit, wie  Hr.  Bertrand  sie  zu  finden  glaubt.  Denn 
das  ist  alles  genau  ebenso,  wenn  man  statt  der  beiden  Strom- 
elemente  ds  und  ds  zwei  magnetische  Linienelemente  nimmt 
deren  Potential  von  der  Form  ist: 


ui  m 


ds  ds'  C0S  3 “ 8 cos  cos  [r.rf.v’] 


Für  zwei  solche  magnetische  Elemente  ist  die  Form  des  Po- 
tentials offenbar  berechtigt,  und  auch  liier  müssen  wir  dieselbe 
Arbeit  leisten,  um  einerseits  eines  der  Elemente  aus  irgend 
einer  gegebenen  Lage  in  unendliche  Entfernung  zu  bringen, 
oder  andererseits  es  so  zu  drehen,  dass  das  Potential  gleich 
Null  wird.  Auch  in  diesem  Falle  sind  die  Kräfte  des  Kräfte- 
ei paares,  welches  wirklich  an  den  Enden  eines  solchen  Linien- 
elementes angreift,  von  der  Ordnung  r/ds , im  Vergleich 
mit  denen,  die  das  Element  parallel  mit  sich  selbst  zu  ver- 
schieben streben. 

Die  Annahme  eines  Potentials  der  Stromelemente  ist  also 
nicht,  wie  Hr.  Bertrand  meint,  im  Widerspruch  mit  sich 
selbst,  sondern  nur  im  Widerspruch  mit  der  Hypothese  von 
Ampere,  welche  ausschliesslich  eine  anziehende  oder  ab- 
stossende  Kraft  für  jedes  lineare  Stromelement  annimmt.  Den 
Thatsachen  gegenüber,  welche  an  geschlossenen  Stromkreisen 
beobachtet  werden  können,  ergeben  beide  Hypothesen  gleiche 
Resultate  und  sind  deshalb  gleich  berechtigt,  wie  Hr.  Bertrand 
anerkennt. 

Der  zweite  Einwand  bezieht  sich  auf  die  Art  und  Weise, 
wie  zuerst  Hr.  Kirchhoff  und  dann  ich  selbst  das  mittels 
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einer  Potentialformel  ausgedrückte  Inductionsgesetz  angewendet 
haben,  um  die  Componenten  der  ström  erregenden  Kraft  nach 
den  Richtungen  der  Coordinatenaxen  zu  finden.  Wenn  Pi  ds 
die  Potentialfunction  auf  ein  lineares  Stromelement  ds  mit  der 
Stromintensität  i ist,  so  ist  nach  Hrn.  F.  E.  Neumann’s 
Inductionsgesetz  die  elektromotorische  Kraft  der  Induction 
dPj  dt.  Aber,  fragt  Hr.  Bert  ran  d,  welches  ist  die  Richtung 
dieser  Kraft?  Diese  Richtung  ist  nun  in  dem  speciellen  Falle, 
auf  den  Neu  mann  seine  Ausdrücke  zuerst  angewendet  hat, 
nämlich  für  lineare  Stromelemente,  jedenfalls  gegeben;  es  ist 
die  Richtung  dieses  Elementes.  Ich  glaube,  ich  bezeichne  den 
Sinn  von  Hm.  Bert  ran  d’s  Zweifel  richtig  so:  Längs  des 
Elementes  ds  wirkt  nur  eine  Componente  der  Inductionskraft, 
deren  Grösse  das  Neumann’sche  Gesetz  giebt.  Diese  ändert 
sich  mit  der  Richtung  von  ds.  Giebt  es  in  dem  Sinne  eine 
bestimmte  Richtung  und  Grösse  der  Inductionskraft,  dass  die 
Componente  längs  ds  nach  dem  gewöhnlichen  Verfahren  der 
Zerlegung  der  Kräfte  gefunden  werden  kann?  Das  von  Hrn. 
Kirchhoff  und  mir  eingeschlagene  Verfahren  für  nicht  lineare 
Leiter  setzt  allerdings  voraus,  dass  die  Zusammensetzung  der 
Inductionskräfte  in  derselben  Weise  geschehen  dürfe,  wie  bei 
allen  anderen  Kräften,  nämlich  nach  dem  Gesetze  des  Kräfte- 
parallelogramms. Dies  ist  nicht  unmittelbar  klar,  wenn  man 
die  gesammte  Potentialfunction  aller  vorhandenen  Stromele- 
mente auf  ein  einzelnes  Element  ds  schon  durch  Integration 
vollständig  gebildet  hat.  Hr.  Bertrand  hat  Recht,  dass  er 
dafür  einen  Beweis  verlangt.  Dieser  Beweis  ist  aber  so  leicht 
mittels  der  in  den  Abhandlungen  von  F.  E.  Neumann  und 
W.  Weber  oft  gebrauchten  Umformungen  zu  führen,  dass 
darin  für  Hm.  Kirchhoff  und  mich  die  Entschuldigung  ge- 
fänden  werden  wird,  wenn  wir  ihn  dem  mit  jenen  Abhand- 
lungen vertrauten  Leser  sich  selbst  zu  ergänzen  überlassen  haben. 

Hrn.  F.  E.  Neumann’s  Potential  ist  eine  Summe  von 
Gliedern  von  der  Form: 


• •/  i j / COS  I (i  S*  d s J 

= i.i  .ds  .ds  • — - — 1 — - • 


Wenn  wir  nun  die  Winkel,  welche  die  Richtung  des  Elementes 
ds  mit  den  positiven  Coordinatenaxen  macht,  mit  a,  ß,  y)  die 
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entsprechenden  für  das  Element  ds  mit  u,  ß'  und  y bezeichnen, 
so  wird: 


. , , , i i'  cos  d , i cos  ü ~ . 

p = i ds  ds COS  u H COS/7  -f 

/ ^ r r 1 


i cos  r \ 

*—  cos  y [ 


l ’ 


und  wenn  man  das  Integral  über  sämmtliche  Elemente  ds 
nimmt,  so  erhält  man  einen  Ausdruck  von  der  Form: 


iF  — i .ds  [A  cos  a 4*  B cos  ß + C cos  y} , 


wo  A,  D , C unabhängig  von  ?,  ß und  y sind,  d.  h.  unab- 
hängig von  der  Richtung  des  Elementes  ds  und  von  seiner 
Stromstärke.  Die  elektromotorische  Inductionskralt,  welche 
durch  irgend  eine  Aenderung  in  der  Lage,  Richtung  oder 
Stromstärke  der  Elemente  ds  im  Elemente  ds  erzeugt  wird, 
ist  nach  F.  E.  Neumann: 


dP  dA  , dB  . 0 dC  , /c. 

e -vt  = £ — • ds . cos  a -f-  £ ~i(-  • ds  . cos  ß + « -jj  • ds . cos  y.  (8) 


dt 


dt 


dt 


Setzen  wir: 


und  betrachten  wir  R als  eine  Kraft,  welche  mit  den  positiven 
Coordinatenaxen  Winkel  macht,  deren  Cosinus  sind: 

1 dA  _1  dB  J_  dP 

R dt  ’ R dt  R dt  1 


i 


so  ist  die  Inductionskraft,  die  im  Elemente  ds  zur  Wirkung 
kommt,  nach  Gleichung  (8)  gleich  der  Componente,  welche  die 
Kraft  eRds  in  Richtung  des  Elementes  ds  hervorbringt. 

Die  Web  er’ sehe  Form  des  Potentials  zweier  Stromele- 
mente giebt  ähnliche  Resultate.  Hier  wird: 


Pl  = i l ds ds ■ jo» Cjvrf«3j08[nj£-] 


e«  Da  nun: 


cos  [r,  ds~] 


x — x , v — V 3 , 

cos  « -f  - — ^ • cos  ß -f 

r r * 


• cosy 


ist,  so  kommt  auch  hier  wieder  das  Integral  unter  die  Form: 
Pl  = ds  { Al  cos  cc  -{-  Bl  cos  ß + Cx  cos  yj , 

wo  Alf  Bl  und  CJ  von  i,  «,  ß,  und  y unabhängig  sind. 
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Endlich  führt  die  von  mir  angegebene  allgemeinere  Form 
des  Potentials: 

— i i ds  ds  *0  c08  r\d*,ds']  4-  (1  — £)  cos  [r,  rf«]  cos  [r,  d * '] 

Pi  * r 

auf  die  entsprechende  Form: 


und  die  Inductionskraft  wird: 

d P.3  d A-2  . dü?.,  j $ , dC.i7 

e . . ds  cos  u + t • -JJ-  • ds  cos  p + € • • «5  cos 


de 


dt 


dt 


A2~(  1 +k)A  + (l-k)A19 
C = (1  + A)  Cf-h(l-Ä)Cr 


Die  resultirende  Kraft  und  deren  Richtung  ist  gerade  wie  im 
ersten  Falle  zu  bestimmen. 

Die  elektromotorischen  Kräfte,  welche  durch  die  von  Hrn. 
Kirchhoff  und  mir  angewendeten  Potentialausdrücke  gesetzt 
sind,  haben  also  ebenso  gut  eine  bestimmte  Richtung  und 
Grösse,  wie  die  elektrostatischen  Anziehungskräfte  für  strömende 
Elektricität,  oder  die  die  Wärme  forttreibenden  Temperatur- 
unterschiede in  den  Problemen  über  Wärmeleitung,  und  sind 
also  genau  in  gleicher  Weise  in  Rechnung  zu  brirgen  und  von 
uns  beiden  in  Rechnung  gebracht  worden,  wie  es  in  den  ge- 
nannten beiden  anderen  Fällen  geschehen  muss,  d.  h.  es  ist 
in  jedem  Punkte  des  Leiters  und  für  jedes  durch  ihn  gezogene 
Linienelement  die  in  dieses  Linienelement  fallende  Componente 
der  (durch  den  Widerstand  des  Leiters  gehemmten)  Strömung 
proportional  gesetzt  worden  der  in  dasselbe  Linienelement 
fallenden  Componente  der  treibenden  (elektrostatischen  und 
inducirten)  Kraft. 
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Zusatz  (1881). 

Hr.  W.  Weber  hat  am  Schlüsse  seiner  im  XVI1L  Bande 
der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  AUissenschaften  *)  enthaltenen 
Abhandlung  über:  „Elektrodynamische  Maassbestimmungeu“ 
auch  das  von  mir  als  Illustration  gebrauchte  Beispiel  eiues 
elektrischen  Theilcliens  e discutirt,  welches  mit  der  trägen 
Masse  ju  vereinigt  sich  im  Inneren  einer  mit  Elektricität  ober- 
flächlich beladenen  Hohlkugel  bewegt.  Er  bestätigt  meine 
Rechnung,  insofern  auch  er  findet,  dass  ein  solches  Theilchen 
bei  Ansammlung  endlicher  elektrischer  Quanta  und  in  end- 
lichen Entfernungen  von  diesen  unendliche  Geschwindigkeit  er- 
halten könnte,  und  dass  bei  noch  weiter  gesteigerter  Ladung 
der  Zustand  eintritt,  den  ich  kurz  als  „negative  Trägheit“  be- 
zeichnet habe,  wo  jede  auf  fi  wirkende  beschleunigende  Kraft, 
die  nicht  elektrischen  Ursprungs  ist,  « in  der  ihr  entgegen- 
gesetzten Richtung  beschleunigen  würde. 

Hr.  W.  Weber  glaubt  annehmen  zu  dürfen,  dass  die  un- 
endliche Geschwindigkeit  nur  durch  eine  verschwindend  kleine 
Weglänge  existiren  und  dann  schnell  wieder  abnehmen  würde; 
hierbei  tritt  aber  unendliche  Geschwindigkeit  unter  unendlicher, 
erst  positiver  und  dann  negativer  Beschleunigung  ein,  welcher 
Fall  doch  eine  nähere  Untersuchung  erfordert,  da  oo  — oc 
nicht  nothwendig  = 0 ist. 

Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft,  welche  Hr.  Weber 
für  diesen  Fall  in  Uebereinstimmung  mit  der  von  mir  in  § 12  der 
vorausgehenden  Abhandlung  angestellten  Analyse  aufstellt,  ist: 

-i (*.-£.*«)».*-  F+C=0. 

Darin  ist  u die  träge  Masse  des  elektrisirten  Theilchens  f. 
e ist  die  Dichtigkeit  der  elektrischen  Belegung  der  Kugel,  und 
wird  als  mit  der  Zeit  wachsend  angenommen,  B ist  der  Radius 
der  grossen  Kugel,  q die  Geschwindigkeit  von  jt  in  Richtung 
des  Radius,  V das  Potential  der  äusseren,  auf  das  Theilchen  n 
wirkenden  Kräfte,  und  Cist  dieConstante  der  lebendigen  Kraft,  in 
welche  der  hier  nicht  weiter  in  Betracht  kommende  Werth  der  im 
Inneren  der  Kugel  constanten  Potentialfunction  ihrer  elektrischen 

1)  Abgedruckt  in  Wiedemann’s  Annalen  Bd.  4,  S.  366—373. 
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Belegungsschicht  eingeschlossen  ist;  c ist  die  Weber’sche  Ge- 
schwindigkeit. Der  Kürze  wegen  setzt  Hr.  Weber: 

3 cc  ^ 

]/  ~~  Sn  Be  ’ 


wonach  die  obige  Gleichung  zu  schreiben  wäre: 


C 


Nun  kann  man  aus  dieser  Gleichung  direct  erkennen,  dass 
wenn  e bis  zum  Werthe  und  über  diesen  hinaus  wachsen 
könnte,  und  vor  dem  Moment,  wo  s ' = ?;  wird,  q reell  wäre, 
es  in  dem  genannten  Momente  unendlich  und  nachher  imaginär 
werden  würde,  wenn  nicht  gleichzeitig  V — C durch  Null  geht, 
und  sein  Zeichen  wechselt.  Das  könnte  bei  einem  gewissen 
Werthe  von  C allerdings  geschehen,  aber  der  Werth  von  C 
ist  bestimmt,  wenn  in  irgend  einem  früheren  Augenblicke  der 
Bewegung  der  Werth  von  q gleichzeitig  mit  dem  von  e und  V 
als  gegeben  angenommen  worden  ist.  Der  Werth  von  Cmuss 
also  beliebig  zu  wählen  sein,  damit  man  ihn  den  verschiedenen 
Anfangsgeschwindigkeiten  anpassen  kann. 

Es  ist  klar,  dass,  wenn  vor  und  nach  dem  Moment,  wo 
a — rh  die  Grösse  q irgend  welchen  reellen  Werth  haben  soll, 
die  Grösse  V — C von  einem  positiven  Werthe,  der  jede  endliche 
Grösse  haben  könnte,  zu  einem  negativen  Werthe  springen 
müsste.  Soll  aber  das  Gesetz  von  der  Constanz  der  Energie 
gewahrt  werden,  so  muss  die  Constante  C (abgesehen  von  dem 
in  ihr  steckenden  Potentialwerthe,  der  a proportional  ist)  un- 
verändert bleiben,  und  da  V jedenfalls,  und  a nach  der  Web  er- 
sehen Annahme  sich  continuirlich  ändern  sollen,  so  kann  die 
Grösse  V — C keinen  solchen  Sprung  machen. 

Man  sieht,  das  von  Hrn.  Weber  gewählte  Beispiel  ist 
noch  gefährlicher  für  seine  Theorie,  als  es  die  mehligen  waren. 
Ich  suchte  nur  unendliche  Geschwindigkeiten  nachzuweisen,  er 
stösst  auf  imaginäre.  Uebrigens  können  im  Interesse  meines 
Gegners  Zweifel  gegen  die  Zulässigkeit  des  von  ihm  gewählten 
Beispiels  erhoben  werden,  da  die  von  ihm  angenommene  fort- 
schreitende Ladung  der  grossen  Kugel  eine  zufiiessende  Be- 
wegung der  Elektricität  verlangt,  deren  Wirkung  auf  das 
Theilchen  //  nicht  berechnet  ist. 
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Hr.  Weber  selbst  hat  aus  der  Gleichung  der  Energie 
eine  Gleichung  für  die  Beschleunigung  abgeleitet  in  der  er 
dann  e der  Zeit  proportional  wachsend  annimmt.  Diese  Glei- 
chung enthält  die  Constante  C nicht  mehr,  sodass  deren  Aende- 
rung  auch  in  der  Lösung  nicht  unmittelbar  sichtbar  wird.  Sie 
ist  von  der  Form : 

j afr  dt 

drj  — . — , 

deren  Integral  kann  geschrieben  werden: 

7 = - ^ log  (A  (), 

r 

wo  h eine  Integrationsconstante  ist.  Soll  q reell  sein,  so  muss 
h vor  der  Zeit  t — 0 negativen  Werth  haben,  nachher  posi- 
tiven Werth,  muss  also  nothwendig  im  Momente  t — 0 seinen 
Werth  ändern.  Aenderte  es  ihn  nicht,  so  wäre  q jedenfalls 
in  dem  einen  Zeitabschnitte  complex.  Hr.  W.  Weber  schreib! 
für  positive  und  negative  t gleichmässig : 


d.  h.  er  setzt  voraus,  dass  der  Werth  h0  für  positive  und  Äi 
für  negative  Werthe  von  t der  Gleichung  genügen: 

K + \ = o, 

für  welche  Annahme  ich  einen  zwingenden  Grund  nicht  zu 
finden  weiss.  Allerdings  wird  aber  dadurch  der  Sprung  im 
Werthe  der  Integrationsconstante  verdeckt.  So  lange  t end- 
lich ist,  kann  man  allerdings  statt  dtjt  auch  schreiben  t.dtjt.L 
und  als  Integral  statt  log.*  schreiben  J log  (*.*).  Aber  für 
den  Uebergang  durch  0 wird  dieser  Factor  tjt  in  seinem 
Werthe  unbestimmt.  Dass  in  diesem  Falle  in  der  That  die 
spätere  Bewegung  nicht  mehr  die  ungestörte  Fortsetzung  der 
früheren  ist,  zeigte  sich  ganz  zweifellos  aus  der  Gleichung  der 
Energie,  wie  oben  erörtert.  Wenn  andererseits  in  dem  Augen- 
blick, wo  e'  = //,  die  erstere  Grösse  zu  wachsen  aufhört,  müsste  | 
die  unendliche  Geschwindigkeit  bestehen  bleiben,  und  sogar  un- 
bestimmte Zeit  hindurch  bestehen  bleiben,  wenn  der  Punkt  u 
in  einer  Kreisbahn  erhalten  bleiben  könnte. 

Die  negative  Beschleunigung  durch  eine  vorwärts  treibende 
Kraft  findet  auch  Hr.  Weber,  sobald  & > ?;  geworden.  Er 
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lässt  seinen  bewegten  Punkt  auf  geradliniger  Balm  die  Kugel 
verlassen,  wobei  der  abnorme  Zustand  schnell  aufhören  würde. 
Aber  dieselbe  Art  abnormer  Beschleunigung  würde  auch 
in  kreisförmiger  Bewegung,  die  unter  dem  Widerstande  einer 
rückwärts  treibenden  Kraft  ausgeführt  würde,  eintreten  müssen, 
und  dann  würde  in  der  That  gegen  diese  äussere  Kraft  Arbeit 
in  das  Unendliche  und  zwar  mit  steigender  Geschwindigkeit 
geliefert  werden  müssen. 

Ich  bedauere,  dass  die  Art,  wie  Schüler  und  Freunde  von 
Hrn.  W.  Weber  von  meinen  Einwänden  gegen  die  Zulässig- 
keit seiner  Hypothese  als  von  einer  gänzlich  abgethanen  Sache 
reden,  mich  zu  dieser  Kritik  gezwungen  haben,  der  ich  dem 
hochverdienten  Manne  gegenüber  gern  aus  dem  Wege  gegangen 
wäre.  Uebrigens  erlaube  ich  mir  noch  zu  bemerken,  dass  ich 
die  Consequenzen  seiner  Hypothese  nie  als  „ungereimt  und 
absurd“  bezeichnet  habe.1) 

1)  Betreffs  der  in  der  Anmerkung  zu  8.  671  erwähnten  Rechnung 
von  Hrn.  C.  Ne  um  an  n hat  derselbe  in  seiner  1874  erschienenen  Ab- 
handlung: „Ucber  das  von  Weber  für  die  elektrischen  Kräfte 
aufgestellte  Gesetz“  (Abhandl.  d.  Königl.  Sächsischen  Ges.  d.  Wiss. 
Math.-Phys.  Classe  Bd.  XI.  S.  162)  geantwortet,  dass  die  Kraft  der  der 
Werth  p.d^Sldt*  gleichgesetzt  wird,  auch  Web er'sche  Kräfte  enthalten 
solle,  in  denen  selbst  Glieder  mit  Coefficienten  d^Sjdt*  Vorkommen. 
Dadurch  wird  allerdings  der  Werth  0/0  beseitigt  und  die  Gleichung  be- 
hält bestimmten  Sinn.  Die  sogenannte  „Deduction“  des  „wichtigen  und 
bisher  gewöhnlich  für  selbstverständlich  gehaltenen  Satzes“  wird  dadurch 
meines  Erachtens  um  kein  Haar  besser.  Der  Autor  hat  in  seinen  ver- 
schiedenen Aufsätzen  verschiedene  elektrodynamische  Hypothesen  dis- 
cutirt  Diesmal  wählt  er  solche,  die  ihm  Wcrthe  für  die  Beschleunigung 
der  elektrischen  trägen  Masse  p geben.  Er  findet,  dass  diese  hypothetisch 
aufgestellten  Gleichungen  auch  noch  einen  physikalisch  zulässigen  Sinn 
behalten,  auch  wenn  die  Masse  p = 0 gesetzt  wird,  also  gar  nicht  existirt. 
Daraus  folgt  doch  nur,  dass  der  so  gewonnene  Satz  richtig  sein  kann, 
aber  nicht,  dass  er  richtig  ist.  Ich  bin  in  meinen  Irrthum  verfallen,  weil 
ich  einen  so  bescheidenen  Sinn  hinter  dem,  was  der  Autor  „Deduction“ 
nennt,  nicht  gesucht  habe.  — Ebenda  S.  128 — 149  befinden  sich  die  Aus- 
einandersetzungen des  Autors  über  das,  was  er  in  der  Ableitung  der 
Kirchhoff'schen  Differentialgleichungen  als  zweifelhaft  betrachtet.  Sie 
beruhen  auf  der  Möglichkeit,  dass  nicht  alle  Elektricität  in  Bewegung  sei, 
und  dass  der  Uebergang  ruhender  in  bewegte  Elektricität  vielleicht  noch 
unbekannte  Wirkungen  habe. 


XXXVI. 


Vergleich  des  Ampere’schen  und  Neumann'schen 
Gesetzes  für  die  elektrodynamischen  Kräfte. 

Aus:  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  1873,  6.  Februar,  S.  91  — 104. 
(Vorläufige  Anzeige  des  folgenden  Aufsatzes.) 


91  Hr.  F.  E.  Neumann  (Vater)  bat  das  ganze  Gebiet: 

1)  der  elektrodynamischen  Bewegungskräfte,  welche  durch 
das  Ampere’sche  Gesetz  umfasst  werden, 

2)  der  elektrodynamischen  Induction,  hervorgebracht  durch 
Bewegung  von  Stromleitern, 

3)  der  elektrodynamischen  Induction,  hervorgebracht  durch 
Aenderungen  der  Stromintensität, 

unter  ein  einziges,  relativ  sehr  einfaches  Gesetz  vereinigt. 
Dieses  Gesetz  ergiebt  unmittelbar  nicht  die  Kräfte,  welche  die 
durchströmten  Leiter  aus  einer  Lage  in  die  andere  zu  führen 

92  streben,  sondern  giebt  das  Potential,  d.  h.  die  Arbeit,  welche 
durch  die  Ueberführung  aus  der  einen  in  die  andere  Lage  ge- 
wonnen werden  kann.  Für  die  unter  1)  und  2)  genannten  Er- 
scheinungen hätte  sich  allerdings  der  gesetzliche  Ausdruck 
geben  lassen,  auch  wenn  die  elektrodynamischen  Kräfte  nicht  als 
die  Variationscoefficienten  eines  Potentials  sich  hätten  darstel- 
len lassen;  die  unter  3)  genannten  dagegen  fordern  die  Existenz 
eines  Potentials,  wie  ich  in  der  Einleitung  zu  meiner  Arbeit: 
„Ueber  die  Bewegungsgleichungen  der  Elektricität“  im  72.  Bande 
von  Borchardt’s  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathe- 
matik schon  erörtert  habe. 

Dieses  Neumann’schc  Potentialgesetz,  welches  in  der 
allerglücklichsten  Weise  eines  der  verwickeltsten  und  verwir- 


Digitized  by  Google 


Ampere’s  und  Neumann’s  Gesetz. 


689 


rendsten  Gebiete  von  Erscheinungen  unter  einen  ebenso  ein- 
fachen, wie  quantitativ  genauen  Ausdruck  bringt,  hat  sicli  bis- 
her bei  richtiger  Anwendung  noch  immer  in  Uebereinstimmung 
mit  den  thatsächlichen  Erfahrungen  gezeigt,  auch  mit  solchen, 
auf  die  es  von  seinem  Entdecker  ursprünglich  nicht  bezogen 
war.  Ich  selbst  habe  mich  bestrebt  seine  Anwendbarkeit  auch 
dir  die  schnell  veränderlichen  Ströme  der  Oeffnungs-  und 
Schliessungsinduction  experimentell  nachzuweisen,  und  habe  in 
der  vorher  genannten  theoretischen  Arbeit  seine  Consequenzen 
für  die  allgemeinste  Form  oscillatorischer  elektrischer  Ent- 
ladungen in  beliebig  geformten  Leitern  von  drei  Dimensionen 
verfolgt,  welche  überall  mit  dem  uns  empirisch  bekannten  all- 
gemeinen Gange  der  Erscheinungen  übereinstimmen,  wenn  auch 
quantitative  Messungen,  die  mit  der  Theorie  verglichen  werden 
könnten,  bisher  nur  für  lineare  Schliessungsdrähte  existiren. 
Für  diese  stimmen  übrigens  die  Folgerungen  des  N cum a mi- 
schen Gesetzes  mit  den  von  Hrn.  Kirchhoff  aus  dem  Web  er- 
sehen Gesetze  abgeleiteten  und  mit  der  Erfahrung  theilweise 
verglichenen  überein. 

Nun  hat  Hr.  F.  E.  Neumann,  in  den  von  ihm  veröffent- 
lichten Abhandlungen  wenigstens,  den  Beweis,  dass  das  Poten- 
tialgesetz für  die  elektrodynamischen  Bewegungskräfte  unter 
den  bisher  eingehaltenen  Bedingungen  des  Experiments,  näm- 
lich an  geschlossenen  Strömen,  übereinstimmende  Resultate  mit 
dem  für  diese  Fälle  thatsächlich  richtigen  Ampöre’schen  Ge- 
setze gebe,  nur  nachgewiesen  unter  der  beschränkteren  Voraus- 
setzung, dass  die  betreffenden  beiden  Stromleiter  ohne  Verän- 
derung ihrer  Form  und  Grösse  bewegt  werden.  In  der  That 
fehlten  zur  Zeit  seiper  Veröffentlichung1)  noch  die  Unter-  m 
suchungen  über  die  Ausbreitung  der  elektrischen  Strömungen 
in  Leitern  von  drei  Dimensionen  und  deren  experimentelle  Be- 
stätigung; ohne  diese  konnte  das  Potential  eines  beweglichen 
Leiters  auf  sich  selbst  nicht  gebildet  werden,  da  dies  für  einen 
linearen  Leiter  unendlich  gross  wird;  und  ohne  dieses  Potential 


1)  Ueber  ein  allgemeines  Princip  der  mathematischen  Theorie  in- 
ducirter  elektrischer  Ströme.  Berlin,  Reimer  1848.  In  der  Akademie 
vorgelegt  9.  Aug.  1847. 

Uelmholti,  wlesensch.  Abhandlangen.  44 
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konnten  die  Kräfte,  welche  die  Theile  eines  beweglichen  Lei- 
ters gegenseitig  auf  einander  ausüben,  nicht  oder  wenigstens 
nicht  ohne  nebensächliche  Betrachtungen,  die  damals  noch  ver- 
wickelt und  bedenklich  erscheinen  mochten,  behandelt  werden. 
Hr.  F.  E.  Neu  mann,  in  seiner  vorsichtigen  und  streng  an  dem 
Gegebenen  festhaltenden  Weise,  hat  wohl  aus  diesem  Grunde 
seinen  Beweis  auf  die  schon  damals  ganz  klar  vorliegenden 
Fälle  beschränkt. 

Nachdem  in  der  Zwischenzeit  die  damals  noch  fehlenden 
Untersuchungen,  namentlich  durch  Hm.  Kirchhoff,  ausgeführt 
worden  sind,  und  ihre  Ergebnisse  als  gesichert  betrachtet  wer- 
den können,  war  eine  weitere  Anwendung  des  Potentialgesetzes 
auf  die  allgemeinsten  Fälle  der  Bewegung  elektrischer  Leiter 
ohne  Schwierigkeit  auszuführen,  wozu  allerdings  noch  in  der 
Formulirung  des  Gesetzes  eine  gewisse  Beziehung  auf  diese  er- 
weiterten Fälle  genommen  werden  muss,  die  übrigens  aus  der 
ursprünglich  von  Hrn.  Neu  mann  gegebenen  Begriffsbestimmung 
fast  mit  Notlnvendigkeit  abzuleiten  ist.  Da  nun  dies,  so  viel 
ich  weiss,  noch  nirgends  explicite  geschehen  ist,  und  anderer- 
seits wegen  des  Mangels  einer  solchen  ausführlichen  Speciali- 
sirung  des  Gesetzes  Zweifel  gegen  seine  Anwendbarkeit  auf- 
stiegen,  wie  solche  namentlich  von  den  Herren  Ed.  Riecke1). 
Bertrand2)  und  C.  Neu  mann3)  (Sohn)  ausgesprochen  worden 
sind,  so  habe  ich  mich  bemüht  diese  Lücke  auszufülleu,  und 
erlaube  mir  hier  die  Resultate  dieser  Arbeit  zusanunenzu- 
fassen. 

1)  Werth  des  Potentials  P zweier  linearer  Stromele- 
mente Ds  und  Da  auf  einander,  deren  Stromintensitäten  i und 
oi  ; sind,  deren  Entfernung  mit  r bezeichnet  wird.  Für  diesen 
Werth  habe  ich  die  in  meiner  oben  erwähnten  Abhandlung 
gebrauchte  Form  beibehalten,  welche  durch  Einführung  eiuer 
vorläufig  unbestimmt  bleibenden,  jedenfalls  positiven  Constante 
k allgemeiner  gehalten  ist,  als  die  von  Hm.  F.  E.  Neu  mann 


1)  Göttinger  Nachrichten  14.  Aug.  1872. 

2)  Comptcs  rendus  de  l’Acad.  des  Sciences  14.  Octob.  1872. 

3)  Berichte  der  Königl.  Sächs.  Gesellschaft  der  Wiss.  3.  Aug.  1872. 
Mathematische  Annalen  Bd.  V.  606. 
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vorzugsweise  gebrauchte  Form,  die  dem  Wertlie  ä = 1 ent- 
spricht : 

P = _ j ^»L2  [(1  + k)  cos  (Ds,  D&) 

+ (1  — A)  cos  (r,  Ds)  cos  ( r , Da)]  Ds*  Da.  (1) 

Die  Grössen  {Ds,  Da),  ( r , Ds)  und  (/•,  Da)  bezeichnen  die 
Winkel  zwischen  den  Richtungen  der  eingeklammerten  Linien, 
wobei  als  positive  Richtung  für  r die  von  a nach  s laufende 
gewählt  ist,  für  Ds  und  Da  aber  diejenige,  in  der  die  positive 
Elektricität  fliesst. 

Die  Grösse  — P bezeichnet  die  durch  das  gleichzeitige  Be- 
stehen der  elektrischen  Ströme  in  Ds  und  Da  gesetzte  Ener- 
gie, welche  als  Inductionsstrom  beim  Aufhören  einer  der  Strö- 
mungen zur  Erscheinung  kommt. 

Die  Grösse  -f  P ist  dagegen  die  potentielle  Energie 
der  auf  die  Leiter  wirkenden  elektrodynamischen  Bewegungs- 
kräfte, unter  der  Voraussetzung,  dass  bei  deren  Bewegungen 
die  Stromintensitäten  i und  j unverändert  bleiben. 

Da  das  Potential  P auch  von  den  Winkeln  abhängig  ist, 
so  folgt  daraus  unmittelbar,  dass  die  mechanische  Wirkung  des 
Stromes  \n  Da  auf  das  als  festen  Stab  vorgestellte  Stromele- 
ment Ds  sich  im  allgemeinen  nicht  durch  eine  einzige  Kraft, 
wie  bei  Ampere,  Grassmann,  Stefan,  sondern  nur  durch 
zwei  an  den  Enden  von  Ds  angreifende  Kräfte  ersetzen  lassen 
wird,  deren  Intensität  unabhängig  von  der  Länge  Ds  ist.  Die 
Art  dieser  Kräfte,  wie  sie  auf  ein  vollkommen  nachgiebiges 
Element  wirken,  ergiebt  sich  übrigens  aus  der  folgenden  Ana- 
lyse vollständiger. 

Die  vier  auf  die  Enden  von  Ds  und  Da  einwirkenden 
Kräfte  genügen  für  jeden  Werth  der  Constante  k dem  Gesetze 
von  der  Gleichheit  der  Action  und  Reaction1),  was  die  von 
Amp&re  angenommenen  Kräfte  ebenfalls  thun,  die  von  Hrn. 


1)  Dies  ist  wohl  nur  in  Folge  eines  Versehens  von  Hrn.  C.  Neu- 
mann  in  seiner  oben  citirten  Abhandlung  geleugnet  worden.  Dass  die 
Angabe  im  Texte  richtig  ist,  ergiebt  sich  einfach  aus  dem  Umstande, 
dass  das  Potential  dieser  Kräfte  nur  von  der  relativen  Lage  von  Ds 
und  Da  gegen  einander  abhängig  gemacht  ist. 
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Grassmann  und  Stefan  angenommenen  aber  im  allge- 
meinen nicht. 

2)  Gesetz  der  elektrodynamischen  Bewegung*, 
kräfte.  Um  dieses  auszusprechen  für  Leiter  von  drei  Dimen- 
sionen muss  man  sich  diese  erst  in  leitende  Fäden  zerlegt  den- 
ken , welche  überall  der  Richtung  der  zur  Zeit  bestehenden 
Strömungslinien  folgen,  sodass  keine  Elektricität  von  einem 
dieser  Fäden  zu  seinen  Nachbarn  übergeht. 

Die  elektrodynamischen  Bewegungskräfte,  welche 
auf  jedes  Element  eines  jeden  Stromfadens  ausgetibt  werden, 
sind  alsdann  gegeben  durch  die  Regel,  dass  die  mechani- 
sche Arbeit,  welche  die  genannten  Kräfte  bei  irgend 
einer  unendlich  kleinen  Verschiebung  der  als  belie- 
big biegsam  und  dehnbar  gedachten  Stromfäden 
leisten,  gleich  ist  der  bei  derselben  Verschiebung 
eintretenden  Abnahme  des  elektrodynamischen  Po- 
tentials, diese  berechnet  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Stromintensität  in  jedem,  von  denselben 
ponderablen  Theilchen  gebildeten  Faden  unverän- 
dert bl  ei  bt. 

3)  An  jeder  Stelle  des  leitenden  Systems,  wo  das  Quantum 
der  freien  Elektricität  durch  die  zur  Zeit  bestehenden  Ströme 
nicht  geändert  wird , laufen  die  Stromfäden  contiuuirlich  fort. 
Dagegen  sind  Enden  von  Stromfäden  überall  da  anzunehmen, 
wo  das  Quantum  der  freien  Elektricität  sich  ändert.  Liegen 
solche  Stellen  im  Innern  des  Leiters,  so  kann  ein  Theil  der 
Elektricität  auch  weiter  strömen ; es  kann  also  dort  das  Ende 
eines  Stromfadens  oder  eines  Tlieiles  eines  solchen  mit  Längen- 
elementen eines  anderen  Theiles  desselben  Fadens  zusammen- 
fallend gedacht  werden.  Ist  i die  Stromintensität  in  dem  Fa- 
den, und  e die  freie  Elektricität  an  seinem  Ende,  so  ist  am 
oberen  Ende  (nach  welchem  ein  positives  * hin  gerichtet  ist) 
i — de /dt,  am  unteren  Ende  i — — de  / dt. 

Für  die  Wirkungen  eines  linearen  Stromleiters  rr  auf  einen 
eben  solchen  s lässt  sich  der  Gang  der  Rechnung  kurz  an- 
geben, wie  folgt.  Da  bei  dehnbaren  Leiterelementen  die  Längen 
s und  <r  selbst  sich  verändern,  so  müssen  zwei  andere  Para- 
meter p und  *nr  eingeführt  werden,  um  die  einzelnen  materiellen 
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Punkte  des  Leitei*s  zu  charakterisiren.  Wir  nehmen  an,  der 
Werth  von  p bleibe  bei  der  Bewegung  für  jeden  Punkt  des 
Leiters  s,  und  der  von  tu  für  jeden  des  Leiters  a unverändert, 
und  es  sei  s eine  continuirliche  eindeutige  Function  von  p,  a 90 
eine  ebensolche  von  tu.  Wir  setzen  den  Werth  von  P aus 
zwei  Theilen  zusammen,  nämlich: 

P = P\  P2i  (la) 

i\  = - A-ij  rrco3(Z);' D,j)  ds-do,  (ib) 

(1c) 


Der  Ausdruck  für  PY  lässt  sich  schreiben: 


ii.  ii 

dp  dur 


dp  • d tu. 


Hierin  sind  x7  ?/,  z die  Coordinaten  der  Punkte  des  Leiters  s ; 
£ die  des  Leiters  <y. 

Um  die  Kräfte  X,  V,  Z zu  fiuden,  die  auf  s wirken  und 
von  Pl  abhängig  sind,  sind  x,  y,  z zu  variiren  um  dx,  dy,  Sz 
und  dann  zu  setzen: 


ff(X-  Sx  + Y-Sy  + Z-Sz)  + SPl  = 0. 


(2) 


Um  die  A-Kräfte  zu  finden,  genügt  es  x zu  variiren.  Dies 
giebt  * 

»r.—WfJMr)  [r,  ■ SS  + £ äS  + H' ■ £ 


Sx-dp  • der 


TU» 


Aus  dem  zweiten  Theile  dieses  Ausdrucks  ist  durch  partielle 
Integration  das  dSx/dp  fortzuschaffen.  Wenn  man  dies  tliut 
und  dabei  berücksichtigt,  dass  nach  Gleichung  (2)  die  mit  dx 
multiplicirten  Factoren  die  negativen  Werthe  der  an  der  be- 
treffenden Stelle  angreifenden  A-Kräfte  sind,  so  erhält  man: 

1)  für  das  Innere  von  s:  97 


Xds  = A>.ij.dyf\±£yX 

■ **  :z  ,1  „ C \ d ( M d* 


A(l)  <LT 

dy\r  J dar 
d / 1 ' 


C7 


(2  a) 
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2)  für  die  Endpunkte  von  s,  deren  freie  Elektricität  mit  e be- 
zeichnet werden  mag: 


Die  analogen  Ausdrücke  für  die  Y und  Z Kräfte  sind  hier- 
nach leicht  zu  bilden. 

Die  Kräfte  X für  das  Innere  sind  übereinstimmend  mit 
Grassmann’s  Form,  die  X für  die  Enden  von  s unter- 
scheiden die  Potentialtheorie  von  der  Gr'assmann’sehen. 

In  diesen  Ausdrücken  kann  nun,  da  Verschiebungen  der 
Leiterelemente  in  der  weiteren  Rechnung  nicht  mehr  zu  be- 
rücksichtigen sind,  statt  der  unbestimmten  Variablen  p und  sr 
auch  wieder  s und  <t  eingeführt  werden. 

Wenn  man  die  aus  dem  zweiten  Litegrale  im  Werthe  von 
Ö Pl  entstandenen  Glieder,  welche  alle  dg jdw  als  Factor  ent- 
halten, noch  einmal  partiell  integrirt,  sodass  dgjdsr  fortge- 
schafft  und  dafür  dessen  Integral  (|  — .r)  eingeführt  wird,  so 
kann  man  den  Werth  von  X setzen: 


X = $Xi  de+2Xa,  (3) 

wo  Xa  die  von  der  partiellen  Integration  herrührenden  auf  die 
Enden  von  a bezüglichen  Theile  des  Ausdruckes  sind.  Die 
Xi  ergeben  sich  aber  hierbei  als  die  Componenten  der  Am- 
pere’sehen  Kräfte,  nämlich: 


x-  £ ..  J2\2\dx  </£  dy  dn  dz  d: 
r da  ' ds  ds'ds  da 

3 dr  dr  'i 
r^ds  daj 


x — £ dr 
r2  ds 


98  Indem  man  dieselbe  partielle  Integration  an  der  Gleichung  (2b) 
vollzieht,  kommt  diese  auf  die  Form: 

X=XXa  + / Xi  da, 


wto  : 


Y. J2  ^ e 

~ A J dt 


x — £ dr 
~ra~  * Ja 


(3c) 


A*  de  x — £ 
jaae  — x 

A dt  * dt’  r 
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Endlich  kommen  noch  hinzu  die  Kräfte,  welche  von  dem  in 
(1  c)  gegebenen  zweiten  Theile  P2  des  Potentials  P herrühren. 
Dessen  Werth  lässt  sich  aber  durch  Integration  über  s und  a 
auf  die  Form  bringen: 


A 2 


l - k 


■y»  | d b 

^ \dt'Ti 


wo  sich  die  Summirung  auf  die  Werthe  bezieht,  die  den  ver- 
schiedenen Combinationen  aus  je  zwei  Enden  von  s und  g 
entsprechen.  Dieses  P2  ist  nicht  mehr  von  den  Richtungen 
der  Leiterelemente  abhängig,  sondern  nur  von  der  Entfernung 
ihrer  Endpunkte  von  einander,  und  zeigt  also  die  Existenz  ab- 
stossender  Kräfte  zwischen  ihnen  an  von  der  Intensität: 


A2 


l -lc 
2 


de  de 
dt  dt 


deren  Componenten  sich  zu  den  unter  Xa  angegebenen  hinzu- 
addiren.  Die  Summe  beider  abstossender  Kräfte  ist: 

1 4*  k de  de 
! dt  dt 


A2 


Die  Uebertragung  dieser  Rechnung  auf  verzweigte  lineare  Lei- 
tungen, auf  Leitungen,  die  nach  drei  Dimensionen  ausgedehnt 
sind,  und  auf  die  Wirkungen  eines  Leiters  auf  sich  selbst,  ist 
ohne  principielle  Schwierigkeiten. 

Zusammenstellung  der  Resultate  dieser  Rech- 
nung. Das  Ampere’sche  und  Grassmann’sche  Gesetz 
kennen  nur  Kräfte,  welche  von  Stromelement  auf  Stromelement  »» 
wirken,  keine  zwischen  Stromelementen  und  Stromenden  oder 
von  Stromenden  unter  einander.  In  Bezug  auf  die  erste  Classe 
von  Wirkungen,  nämlich  der  Stromelemente  auf  Stromelemente, 
ist  das  Potentialgesetz  mit  jenen  beiden  in  vollkommenster 
Uebereinstimmung  für  jede  beliebige  Art  der  Verschiebung 
eines  vollkommen  biegsamen,  dehnbaren  oder  flüssigen  Leiters. 
Die  Fälle  der  Gleitstellen  sind  bei  richtiger  und  genauer  An- 
wendung der  obigen  Principien  mit  einbegriffen. 

Das  Potentialgesetz  ergiebt  aber  ausser  den  Kräften 
von  Stromelement  auf  Stromelement  noch  weiter: 

a)  Kräfte  zwischen  Stromelementen  und  Strömenden, 

b)  Kräfte  zwischen  Stromenden. 
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Die  Berechnung  derselben  fällt  etwas  verschieden  aus,  je 
nachdem  man  die  Berechnung  der  Kräfte  zwischen  Stromele- 
menten auf  das  Grass  mann’ sehe  oder  Ampere’ sehe  Gesetz 
zuriiekführt;  denn  diese  beiden  unterscheiden  sich  selbst  wieder, 
im  Falle  der  eine  Strom  ungeschlossen  ist,  durch  eine  Wirkung 
seiner  Stromenden  auf  die  Stromelemente  des  anderen. 

Wir  können,  wie  es  durch  Ampere  geschehen  ist,  alle 
diese  Kräfte  zurückführen  auf  anziehende  oder  abstossende,  die 
alle  nur  in  Richtung  der  Verbindungslinie  der  betreffenden 
Linienelemente  und  Endpunkte  wirken.  Das  Gesetz  der  Wir- 
kung zweier  Stromelemente  aufeinander  nach  Arnpöre  ist  be- 
kannt und  in  Gleichung  (3  a)  ausgedrückt. 

Nach  dem  Potentialgesetz  kommt  dann  hinzu: 

a)  eine  abstossende  Kraft  zwischen  dem  Stromelement 
jDc  und  der  am  Ende  des  Stromfadens  $ freiwerden- 
den  Elektricität  e von  der  Grösse: 

A1d'COB(r,D*)Da 
J dt  r 

Diese  ist,  wie  man  sieht,  jedem  Potentialgesetz  eigen 
und  unabhängig  von  dem  besonderen  Werth  der  Con- 
stante  k. 

b)  eine  abstossende  Kraft  zwischen  je  zwei  Strömenden 
mit  den  elektrischen  Quantis  e und  t von  der  Grösse 

j3  1 -f  k de  da 

A ~2~'d7'di‘ 

Diese  ist  von  k abhängig  und  unabhängig  von  r. 

ioo  Zu  bemerken  ist,  dass  nach  dem  Potentialgesetz  wie  nach 
dem  Grass  mann’ sehen  Gesetz  die  gesammte  elektrodyna- 
mische Resultante  aller  vorhandenen  Stromelemente  und  Ström- 
enden zusammengenommen  immer  senkrecht  zur  Strömungsrich- 
tung ist.  Nach  dem  Ampere’ sehen  Gesetz  ist  dies  nur  für 
die  Wirkungen  geschlossener  Ströme  der  Fall.  Daraus  folgt 
dass  eine  sich  ändernde  Vertheilung  der  ponderablen  Masse' 
längs  des  Stromfadens,  zu  dem  sie  gehört,  nach  dem  Potential- 
gesetz gar  keinen  Einfluss  auf  die  Arbeit  der  elektrodyna- 
mischen Kräfte  hat,  was  also  auch  den  Grenzfall  mit  ein- 
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schliesst,  wo  aus  einem  Leiterelement  die  ponderablen  Theil- 
chen  ganz  verschwinden,  vorausgesetzt,  dass  nur  noch  die  Elek- 
tricitäten  in  Richtung  desselben  übergehen. 

4)  Gleitstellen.  Stellt  man  sich  die  Gleitung  eines 
Leiterstückes  längs  der  Oberfläche  des  anderen  als  eine  Be- 
wegung zweier  absolut  fester  Körper  vor,  so  könnte  die  An- 
wendbarkeit des  sub  2 aufgestellten  Gesetzes  auf  den  Fall,  wo 
ein  elektrischer  Strom  durch  eine  solche  Gleitstelle  geleitet 
wird,  zweifelhaft  erscheinen.  Denn  hierbei  würde  in  der  Gleit- 
stelle jeder  Stromfaden,  soweit  er  aus  einer  continuirlichen 
Reihe  ponderabler  Theile  besteht,  nothwendig  zerrissen  werden. 
Da  übrigens  thatsächlich  die  Elektricität  sich  an  den  zer- 
rissenen Enden  nicht  anhäuft,  sondern  durch  neu  gebildete 
Schliessungen  übergeht,  so  müssten  wir  in  der  Rechnung  die 
beiden  Enden  des  ponderablen  Theiles  des  Stromfadens  nicht 
als  Enden  der  Leitung  überhaupt  betrachten,  sondern  als  ver- 
bunden durch  ein  unendlich  kleines,  von  ponderablen  Theilen 
freies  Linienelement.  In  diesem  Sinne  wären  dann  alle  unsere 
bisher  angestellten  Rechnungen  und  Resultate  auch  auf  einen 
solchen  Fall  anwendbar. 

Es  ist  dies  einer  der  Fälle,  wo  die  Voraussetzung  abso- 
luter Festigkeit  der  betreffenden  Körper  und  absoluter  Dis- 
continuiät  der  Bewegung  diesseits  und  jenseits  der  Gleitfläche 
physikalisch  nicht  zulässig  ist,  sondern  nur  als  Grenze  hinge- 
stellt werden  kann,  der  sich  die  wirklichen  Vorgänge  unter 
Umständen  bis  zum  Ununterscheidbaren  annäheni.  Um  zu  er- 
mitteln, wie  wir  in  einem  solchen  Falle  das  Potentialgesetz 
anzuwenden  haben,  werden  wir  untersuchen  müssen,  wie  die 
aus  ihm  gezogenen  Folgerungen  im  Grenzfall  bei  allmäliger 
Annäherung  einer  continuirlichen  Bewegung  an  die  discon- 
tinuirliehe  ausfallen  würden. 

In  der  That  ist  nun  in  den  Fällen,  wo  wir  die  Wirkung 
elektrodynamischer  Kräfte  an  Leitern  mit  sogenannten  Gleit- 
steilen beobachten  können,  gar  keine  Discontinuität  der  Be- 
wegung vorhanden.  Denn  da  die  bewegenden  Kräfte  verhält- 
nissmässig  schwach  sind  und  gute  Leitung  gefordert  wird,  so 
müssen  wir  bei  der  Ausführung  der  Versuche  immer  eine  lei- 
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tende  Flüssigkeit,  Quecksilber  oder  einen  Elektrolyten,  zwischen 
die  Enden  der  metallischen  Leiter  bringen,  um  gute  Leitung 
bei  leichter  Beweglichkeit  zu  haben.  Dann  geschieht  in  der 
That  die  ‘ Bewegung  unter  continuirlicher  Verschiebung  der 
Flüssigkeitsschichten  gegen  einander,  während  die  äussersten 
Schichten  der  Flüssigkeit  an  den  metallischen  Zuleitern  haften. 
Brauchen  wir  trockene  Metalle,  die  aufeinander  schleifen,  so 
müssen  wir  bekanntlich  harte  Reibung,  die  die  Oberflächen 
verändert,  unter  starkem  Druck  herstellen,  um  Ströme  von 
schwachen  elektromotorischen  Kräften  durchzuleiten,  und  bei 
starken  elektromotorischen  Kräften  blitzen  Funken,  das  heisst 
Ströme  glühenden  Metalldampfes  fast  in  jedem  Augenblick  an 
den  schleifenden  Theilen  auf.  Dadurch  wird  factisch  immer 
eine  dünne  Uebergangsschicht  hergestellt,  in  der  der  Ueber- 
gang  von  dem  ruhenden  zu  dem  bewegten  Theile  des  Leiters 
continuiiiich  erfolgen  kann.  Sowie  aber  eine  noch  so  dünne 
Uebergangsschicht  da  ist,  welche  die  Continuität  der  Verschie- 
bungen herstellt,  so  unterliegt  die  Anwendung  aller  oben  hin- 
gestellten Sätze  gar  keiner  Schwierigkeit,  und  es  bleiben  die 
Folgerungen  des  Potentialgesetzes  für  geschlossene  Ströme  mit 
solchen  Gleitstellen  in  vollkommener  Uebereinstimmung  mit 
dem  Amp&re’schen  Gesetze  und  mit  der  Erfahrung. 

Will  man  den  Erfolg  in  Fällen  dieser  Art  direkt  aus  dem 
Potentialgesetz  berechnen,  so  kommt  hier  in  Betracht,  dass  die 
Stromfäden  in  der  Uebergangsschicht  Winkeldrehungen  machen, 
die  bei  gleicher  Geschwindigkeit  der  Gleitung  desto  schneller 
werden,  je  kürzer  diese  sich  drehenden  Abschnitte  der  Fäden 
sind,  und  dass  daher  die  bei  ihrer  Drehung  zu  leistende  elek- 
trodynamische Arbeit  unabhängig  von  ihrer  Länge  wird,  also 
unabhängig  von  der  Dicke  der  Uebergangsschicht. 

Will  man  bei  einer  solchen  Betrachtung  von  der  Existenz 
der  unendlich  dünnen  Uebergangsschicht  absehen,  so  muss  man 
doch  das  Kräftepaar  an  den  Gleitflächen  hinzusetzen,  welches 
auf  diese  vernachlässigten  Stromelemente  ds  wirkt.  Die  Inten- 
102  sität  seiner  beiden  Kräfte  aber  ist  unabhängig  von  der  Länge 
ds,  wie  schon  soeben  bemerkt  wurde. 

Wenn,  wie  in  dem  Beispiel  von  Hm.  Ri  ecke,  ein  Radius 
eines  Kreises  den  Strom  vom  Mittelpunkte  desselben,  um  den 
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er  drehbar  ist,  zur  leitenden  Peripherie  fuhrt,  und  dabei  unter 
dem  Einflüsse  anderer  concentriseher  Kreisströme  steht,  so 
wirkt,  wie  Hr.  Ri  ecke  richtig  bemerkt,  nach  dem  Potential- 
gesetz  unmittelbar  gar  keine  Kraft  auf  den  festen  Tlieil  des 
Radius,  dessen  relative  Lage  gegen  die  Kreisströme  sich 
nicht  verändert,  und  es  kommt  allein  das  Kräftepaar  zur  Er- 
scheinung, welches  auf  die  Uebergangsschicht  an  der  Gleitstelle 
wirkt.  Dieses  aber  bedingt  in  der  That  den  ganzen  Erfolg. 

Was  die  von  Hrn.  Bertrand  angeregte  Frage  nach  den 
Kräften  betrifft,  welche  den  Zusammenhang  des  Leiters  zu 
trennen  suchen,  so  zeigt  die  hier  angestellte  ausführliche 
Analyse,  die  den  allgemeinsten  Fall  beliebig  dehnbarer  und 
verschiebbarer  Elemente  in  Rechnung  zieht,  dass  auf  alle 
inneren  Elemente  der  Stromfäden,  soweit  die  elektrische  Strom- 
intensität constant  ist,  nur  und  ausschliesslich  die  Kräfte  des 
Grassmann’ sehen  Gesetzes  wirken.  Wenn  aber  Zerreissung 
des  leitenden  Zusammenhanges  einträte,  so  würden  allerdings 
an  den  Endflächen  die  in  (2  b)  ermittelten  Kräfte  wirksam  werden 
und  auf  beide  Endflächen  in  entgegengesetztem  Sinne  wirken. 
Diese  könnten  den  Stromleiter  s zu  zerreissen  streben,  wenn 
der  Strom  in  a hinreichend  stark,  nahe  und  parallel,  aber  von 
entgegengesetzter  Richtung  mit  dem  in  s wäre.  Die  darauf 
liin wirkenden  Kräfte  würden  aber  immer  eine  endliche  Liten- 
sität  haben,  und  ausserdem  würde  nach  erfolgter  Trennung 
sogleich  die  relativ  sehr  mächtige  elektrostatische  Kraft  der 
durch  den  Extracurrent  an  den  Trennungsflächen  angehäuften 
Elektricitäten  auf  die  Wiedervereinigung  hin  wirken. 

Hrn.  Bertrand’s  zunächst  für  einen  elastischen  Strom- 
faden angestellte  Betrachtung  aber,  durch  deren  Resultat  er 
das  ganze  Potentialgesetz  zu  vernichten  glaubt,  da  nach  ihm 
diese  Kräfte  jeden  durchströmten  Leiter  zertrümmern  müssten, 
beruht  auf  einem  Irrthum.  Er  hat  die  relative  Deforma- 
tion, das  heisst  das  Verhältnis  zwischen  den  Verschiebungen 
und  den  linearen  Dimensionen  des  betreffenden  Volumenele- 
mentes, mit  der  absoluten  Deformation,  das  heisst  mit  dem 
absoluten  Betrage  jener  Verschiebungen  verwechselt.  Unter 
Einwirkung  eines  endlichen  Kräftepaares  ist  die  relative 
Deformation  einer  unendlich  dünnen  Lamelle  allerdings  end- 
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lieh,  wie  Hr.  Bertraud  angiebt.  Damit  aber  die  bei  ebr 
Deformation  geleistete  Arbeit  des  Kräftepaares  endlich  wäre, 
müsste  die  absolute  Deformation  der  betreffenden  Lamelle 
endlich  sein,  was  nicht  der  Fall  ist.  Diese  ist  vielmehr  von 
derselben  Grössenordnung,  wie  die  Dicke  der  Lamelle,  und 
daher  die  bei  der  Deformation  an  der  Lamelle  geleistete  Arbeit 
ebenfalls  von  der  Ordnung  ihrer  Dicke,  und  die  am  ganzen 
Körper  geleistete  Arbeit  ist  endlich. 

5)  Was  die  Möglichkeit  betrifft,  zwischen  dem  Ampere- 
sehen  Gesetz  der  Elektrodynamik  und  dem  Potentialgesetze  zu 
entscheiden,  so  ist  das  nur  möglich  an  Strömen  mit  freien 
Enden,  an  denen  sich  freie  Elektricität  anhäuft  und  wieder 
verschwindet.  In  dieser  Beziehung  bietet  sich  folgender 
Weg  dar,  der  nicht  als  unausführbar  erscheint,  wenn  er  auch 
nicht  ohne  die  Hülfe  sehr  grosser  Drahtmassen  wird  ge- 
lingen können. 

Ein  geschlossener  Ringmagnet  oder  ein  entsprechendes  in 
sich  zurücklaufendes  Solenoid  von  Kreisströmen  wirkt  bekannt- 
lich nach  dem  A mp  öre’ sehen  Gesetze  gar  nicht  nach  aussen. 
Nach  dem  Potentialgesetze  wirkt  es  auf  geschlossene  Ströme 
nicht  ein,  wrohl  aber  auf  die  Enden  ungeschlossener  Ströme. 
Hängt  man  eine  ebene  kreisförmige  Franklin’ sehe  Tafel  so 
auf,  dass  sie  um  ihren  verticalen  Durchmesser,  der  mit  dem 
verticalen  Durchmesser  des  Ringes  zusammenfällt,  sich  drehen 
kann,  und  verbindet  ihre  Platten  mit  den  Enden  der  Draht- 
leitung des  Ringes,  so  wird  die  Entladung  der  Franklin'schen 
Tafel  durch  den  Ring,  die  in  diesem  Falle  oscillatorisch  sein 
würde,  nach  dem  Potentialgesetze  die  Tafel  der  Ebene  des 
Ringes  parallel  zu  stellen  streben,  dagegen  nach  dem  Ampere- 
schen Gesetze  ohne  Einfluss  sein. 

Andererseits,  wenn  eine  kreisförmige  Frankiin’sche  Tafel 
horizontal  aufgehängt  wird,  drehbar  um  eine  durch  ihren  Mittel- 
punkt gehende  V erticale,  und  unter  ihr  ein  cylindrischer  Elektro- 
magnet mit  verticaler  Axe  steht,  durch  dessen  Drahtwindungen 
sich  die  Frankiin’sche  Tafel  entladet,  so  muss  sie  nach  dem 
Amp öre’ sehen  Gesetze  um  ihre  Verticalaxe  gedreht  werden, 
nach  dem  Potentialgesetze  dagegen  nicht. 
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Ich  werde  versuchen,  diese  beiden  Experimente  anzustellen, 
doch  sind  noch  Voruntersuchungen  über  Beseitigung  der  Funken, 
Anwendbarkeit  von  Eisenkernen  u.  s.  w.  nöthig,  ehe  ich  die 
Construction  des  Apparates  mit  einiger  Sicherheit  auf  Erfolg 
beginnen  kann.  Da  dies  vielleicht  noch  längere  Zeit  in  An- 
spruch nehmen  möchte,  habe  ich  mich  entschlossen,  die  Ver- 
öffentlichung der  Resultate  vorstehender  theoretischer  Unter- 
suchungen nicht  länger  zu  verzögern.1) 

1)  Die  Ausführung  der  hier  vorgesehiagenen  Versuche  seheiterte  an 
dem  Umstande,  dass  die  dabei  auftretenden  elektrostatischen  Kräfte  zu 
mächtig  waren  und  bei  den  minimalsten  Graden  von  Assymmetric  in  der 
Stellung  der  Apparate  viel  grössere  Ablenkungen  hervorbrachten  als  von 
den  elektromagnetischen  Kräften  je  zu  hoffen  waren.  (1881). 


XXXVII. 

Ueber  die  Theorie  der  Elektrodynamik. 

Dritte  Abhandlung. 


Die  elektrodynamischen  Kräfte  in  bewegten  Leitern. 

Aus:  Borchardt’s  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik. 

Bd.  LXXVIII.  S.  273-324.  (1874). 


273  Meine  Abhandlung  im  72.  Bande  dieses  Journals  behandelt 
die  elektrodynamischen  Wirkungen  nur  in  ruhenden  leitenden 
Körpern;  in  solchen  beschränken  sich  die  genannten  Wirkungen 
auf  die  Induction  elektromotorischer  Kräfte.  Dieser  Fall  er- 
schien als  der  verhältnissmässig  einfachste  für  die  theoretische 
Behandlung,  weil  die  bestehende  elektrische  Bewegung  irgend 
einen  Arbeitswerth,  das  heisst  ein  Potential,  nothwendig 
haben  muss,  und  der  Werth  desselben  für  geschlossene  Strom- 
leiter als  wohlbekannt  angesehen  werden  durfte.  Der  Zweck 
jener  Arbeit  war  ein  wesentlich  praktischer;  es  handelte  sich 
darum  zu  untersuchen,  welche  verschiedenen  Formen  der  W erth 
der  elektrodynamischen  Energie  für  ungeschlossene  Ströme 
etwa  noch  haben  konnte,  wenn  man  ihn  für  geschlossene  Ströme 
durch  die  von  F.  E.  Neumann  dem  Vater  (beziehlich  durch 
Gauss *)  gegebenen  Ausdrücke  als  bekannt  ansieht;  ferner 
bei  welcher  Art  von  Versuchen  sich  möglicher  Weise  Unter- 
schiede zeigen  könnten,  welche  von  den  noch  unbestimmten 


1)  Gauss’  Werke,  Bd.  V,  S.  610  u.  613.  Die  nachgelassenen  Papiere 
:aus  dem  Jahre  1835  enthalten  den  Werth  des  elektrodynamischen  Potentials 
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Tkeilen  des  Ausdruckes  herrührten.  Hielt  man  an  der  Wahr- 
scheinlichkeit lest,  dass  gewisse  allgemeinste  Eigenschaften  der 
bekannten  Theile  der  gesuchten  Ausdrücke  auch  den  noch 
unbekannten  zukommen  würden,  so  liess  sich  das,  was  zweifel- 
haft blieb,  auf  den  unbekannt  bleibenden  Werth  einer  Con- 
stanten  k zurückfiihren,  welche  in  der  Lehre  von  der  Elektro- 
dynamik etwa  dieselbe  Rolle  spielt,  wie  in  der  Lehre  von  der 
Elasticität  diejenige  Constante,  welche  das  Verhältnis  zwischen 
dem  Widerstande  gegen  Compression  und  dem  gegen  Schiebung 
der  Schichten  angiebt.  Ueber  diese  Constante  ergab  die  Unter- 
suchung nur  soviel,  dass  sie  nicht  negativ  sein  dürfe  (ebenso 
wenig  wie  die  genannte  Constante  der  Elasticität),  weil  sonst 
das  Gleichgewicht  der  ruhenden  Elektricität  in  einem  ruhenden 
Leiter  labil  würde,  und  sich  dann  die  Möglichkeit  elektrischer 
Bewegungen  ergeben  hätte,  deren  Arbeitsw'erth  geringer  ge- 
wesen wäre  als  der  des  Ruhezustandes. 

Ich  habe  in  jener  Arbeit  die  von  Hrn.  F.  E.  Neumann 
in  die  Wissenschaft  einmal  eingeführten  Bezeichnungen  bei- 
behalten. Die  Grösse,  die  in  demselben  Sinne  wie  die  lebendige 
Kraft  ponderabler  bewegter  Massen  das  der  elektrischen  Be- 
wegung entsprechende  Quantum  von  Energie  angiebt,  und  die 
inan  deshalb  mit  CI.  Maxwell  auch  passend  die  ac  tu  eile 
Energie  der  elektrischen  Bewegung  nennen  kann,  ist 
gleich  dem  negativen  Werthe  des  von  Neumann  senior 
definirten  elektrodynamischen  Potentials,  und  nur  in 
diesem  Sinne  ist  letzterer  Ausdruck  an  den  meisten  Stellen 
jener  Arbeit  beibehalten  worden. 

Der  genannte  Begriff  wird  also  daselbst  ohne  jede  Be- 
ziehung auf  die  bei  Bewegungen  von  Leitern  eintretenden 
elektrodynamischen  Erscheinungen  gebraucht,  und  seine  An- 
wendung bleibt  unberührt  durch  die  Einwände,  welche  seitdem 
von  mehreren  Physikern  und  Mathematikern  gegen  eine  er- 
weiterte Anwendung  desselben  auf  die  von  Leitern  elektrischer 
Ströme  gegen  einander  ausgeübten  Bew’egungskräfte  (porulero- 
mo torischer  Kräfte  nach  Hrn.  C.  Neumann  juniors  zweck- 
mässiger Nomenclatur)  erhoben  worden  sind.  Letzteres  ent- 
spricht einer  anderen  Bedeutung  des  elektrodynamischen  Po- 
tentials, die  mit  der  erst  erwähnten  nicht  nothwendig  verbunden 
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ist,  sich  aber  historisch  zuerst  entwickelt  und  die  Terminologie 
bestimmt  hat.  Danach  spielt  das  elektrodynamische  Potential 
den  ponderomotorischen  Kräften  zweier  linearer  Stromleiter 
gegenüber  dieselbe  Rolle,  wie  das  magnetische  oder  elektro- 
statische Potential  den  magnetischen  oder  elektrischen  An- 
ziehungskräften gegenüber.  Es  giebt  in  diesem  Sinne  die  po- 
tentielle Energie  der  ponderomotorischen  Kräfte  elektrodyna- 
mischen Ursprungs  an,  welche,  wenn  die  Stromstärken  in  den 
leitenden  Fäden  unverändert  bleiben,  bei  den  Bewegungen  der 
Leiter  in  mechanische  Arbeit  verwandelt  werden  kann.  Un<i 
zwar  ist  die  bei  einer  bestimmten  Verschiebung  der 
Leiter  und  bei  unverändert  gebliebenen  Strominten- 
sitäten von  den  ponderomotorischen  Kräften  elektro- 
dynamischen Ursprungs  geleistete  Arbeit  gleich  zu 
setzen  der  Differenz,  um  welche  der  Werth  des  elektro- 
dynamischen Potentials  während  dieser  Verschiebung 
kleiner  geworden  ist.  Bei  diesem  Gebrauche  des  Potential- 
begriffes ist  also  die  Rede  von  einer  besonderen  Art  von  Arbeit 
(der  mechanischen  bei  Bewegung  der  Leiter  geleisteten),  welche 
unter  besonderen  beschränkenden  Bedingungen  (Constanz  der 
Stromintensitäten)  geleistet  werden  kann.  Wenn  wir  in  dem 
Sinne  meiner  früheren  Arbeit  das  negativ  genommene  elektro- 
m dynamische  Potential  gleich  der  actuellen  Energie  der  elek- 
trischen Bewegung  setzen,  so  ist  dabei  keine  Beschränkung 
weder  der  einen,  noch  der  anderen  Art  zu  machen  nöthig.  Der 
Beweis,  dass  das  elektrodynamische  Potential  negativ  genommen 
das  Arbeitsäquivalent  der  elektrischen  Bewegung  ausdrücke, 
ist  allerdings  dort  nur  geführt  worden  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  elektrischen  Ströme  ohne  Bewegung  der  Leiter  ver- 
laufen und  erlöschen.  Die  Wärme,  welche  dabei  in  den  durch- 
strömten Leitern  entwickelt  wird,  ergiebt  sich  als  das  Aequivalent 
jenes  Arbeitswerthes.  Dadurch  ist  aber  die  Bedeutung  jener 
Grösse  als  eines  Arbeitsäquivalents  ein  für  alle  Mal  festgestellt. 

Die  Aufgabe  des  vorliegenden  Aufsatzes  ist  nun,  den 
Umfang  festzustellen,  in  welchem  die  andere  und  ursprüng- 
lichere Bedeutung  des  elektrodynamischen  Potentials  als  eines 
Potentials  der  ponderomotorischen  Kräfte  den  vorhandenen 
Thatsachen  gegenüber  zulässig  erscheint. 
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Die  Hypothese,  dass  die  ponderomotorischen  Kräfte  elektro- 
dynamischen Ursprungs,  wenn  die  Intensität  sämmtlicher  elek- 
trischer Strömungen  in  deren  materiellen  leitenden  Fäden  con- 
stant  bleibt,  ein  Potential  haben,  können  wir  mit  dem  von 
Hrn.  C.  Neumann  angewendeten  Namen  kurz  das  Potential- 
gesetz der  ponderomotorischen  elektrodynamischen 
Kräfte  nennen.  Ist  der  Werth  des  Potentials  gegeben,  und 
wird  ferner  die  Hypothese  gemacht,  dass  die  Grösse  und  Rich- 
tung der  genannten  ponderomotorischen  Kräfte  unabhängig 
von  den  gleichzeitig  erfolgenden  virtuellen  oder  actuellen  Ver- 
schiebungen der  Leiterelemente  sei,  so  ist  dadurch  die  Grösse 
dieser  Kräfte  vollständig  bestimmt. 

Thatsächlich  bekannt  ist  die  Grösse  der  ponderomotorischen 
Kräfte  bisher  erst  für  die  Wirkungen  von  je  zwei  oder  mehreren 
geschlossenen  Strömen  aufeinander,  und  für  die  Wirkungen 
eines  geschlossenen  Stromes  auf  seine  einzelnen  Theile.  Wir 
dürfen  das  Ampere’sche  Gesetz  als  einen  thatsächlich  rich- 
tigen gesetzlichen  Ausdruck  dieses  bis  jetzt  bekannten  Be- 
reiches von  Erscheinungen  ansehen. 

Wir  werden  also  zunächst  nachzuweisen  haben,  dass  für 
geschlossene  Ströme  bei  beliebiger  Biegsamkeit,  Dehnbarkeit 
und  Verscliiebbarkeit  der  Leiterstücke  die  Berechnung  der 
ponderomotorischen  Kräfte  aus  dem  Potentialgesetze  genau 
dieselben  Werthe  giebt,  wie  die  aus  dem  Am p&re’schen  Gesetze. 

Dieser  Nachweis  ist  von  Hrn.  F.  E.  Neu  mann1)  selbst 
nur  gegeben  worden  für  den  Fall,  dass  die  betreffenden  Strom- 
leiter linear  sind,  und  jeder  von  ihnen  unveränderliche  Fonn 
und  Grösse  hat.  Vergegenwärtigt  man  sich  den  Zustand  der 
mathematischen  Theorie  der  elektrischen  Vorgänge  zur  Zeit 
der  Veröffentlichung  dieses  Beweises,  so  ist  leicht  zu  verstehen, 
warum  der  Autor  desselben  in  seiner  vorsichtigen,  an  wohl- 
bestätigten Thatsachen  streng  festhaltenden  Weise  sich  jene 
Beschränkungen  auferlegte,  und  die  Tragweite  seines  wichtigen 
und  fruchtbaren  Gesetzes,  welches  die  ganze  Elektrodynamik 


1)  Ueber  ein  allgemeines  Princip  der  mathematischen  Theorie  in* 
ducirter  elektrischer  Ströme.  Berlin  1848.  — Abhandlungen  d.  Berliner 
Akademie  1847. 

Helinboltz,  wissenBch.  Abhandlungen. 
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zu  umfassen  fällig  war,  zunächst  noch  so  eng  abgrenzte.  Zu 
jener  Zeit  war  nämlich  die  Theorie  der  Vertheilung  elektrischer 
Ströme  in  Leitern  von  drei  Dimensionen  noch  nicht  durch- 
gearbeitet, also  konnten  auch  die  Wirkungen  der  elektro- 
dynamischen Induction  auf  nicht  lineare  Leiter  noch  nicht  be- 
handelt werden.  Das  Potential  eines  Leiters  auf  sich  selbst 
wird  aber  unendlich  gross,  wenn  man  ihn  als  eine  Linie  im 
strengen  Sinne  des  Wortes  betrachtet,  und  die  Kräfte,  welche 
die  Theile  eines  seine  Form  verändernden  Leiters  aufeinander 
ausüben,  lassen  sich  nicht  behandeln,  ehe  der  Werth  des  Po- 
tentials, welches  er  auf  sich  selbst  ausübt,  sicher  berechnet 
werden  kann. 

Was  im  Jahre  1847  mangelte,  ist  jetzt  geleistet,  ist  theore- 
tisch und  experimentell  durchgearbeitet  zum  grossen  Theil 
durch  Hrn.  Neumann  senior  selbst  und  seine  Schüler,  sodass, 
was  an  dem  damals  gegebenen  Beweise  fehlte,  jetzt  verhältniss- 
mässig  leicht  zu  ergänzen  ist.  Die  mathematischen  Methoden 
dafür  waren  durch  die  früheren  Arbeiten  gegeben,  und  ich 
würde  kaum  gewagt  haben  für  eine  solche  Arbeit  den  Platz 
in  diesem  Journale  in  Anspruch  zu  nehmen,  wenn  nicht  die 
Schwierigkeiten,  auf  welche  die  Herren  J.  Bertrand  ]),  C.  Neu- 
inann1 2)  und  Riecke3)  bei  der  Anwendung  des  Potential- 
gesetzes gestossen  sind,  und  die  Einwände,  die  sie  daraus  her- 
nehmen zu  dürfen  glaubten,  mir  gezeigt  hätten,  dass  eine  me- 
thodische Durchführung  des  Beweises  mit  Beseitigung  der 
früheren  beschränkenden  Annahmen  wünschenswerth  und  nütz- 
lich sein  würde. 

Die  Einwände  der  letztgenannten  beiden  Herren  beziehen 
sich  auf  die  Erscheinungen  an  Stromkreisen  mit  Gleitstellen. 
Eine  vollständig  genügende  Behandlung  dieser  Fälle  ist  nur 
277  zu  geben,  wenn  man  die  Werthe  der  Kräfte  in  Leitern  von 
drei  Dimensionen  schon  bestimmt  hat.  Bei  den  wirklich  aus- 
führbaren Versuchen  mit  Gleitstellen  haben  wir  immer  eine 

1)  Comptes  Rendus  de  l’Acad.  d.  Sc.  1872,  14  Octobre:  1873,  3 et 
10  Novembre. 

2)  Berichte  der  Königl.  Sächs.  Ges.  d.  Wisa.  1872,  3.  August  — 
Mathematische  Annalen  Bd.  V,  606. 

3)  Göttinger  Nachrichten.  1872,  14.  August. 
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flüssige  Schicht  (Quecksilber,  elektrolytische  Flüssigkeiten  oder 
auch  wohl  elektrische  Funken  und  Lichtbogen)  zwischen  den 
Leitern,  welche  einen  continuirlichen  Uebergang  der  Bewegung 
von  einem  zum  anderen  Leiter  herstellen,  sodass  auch  an  der 
Gleitstelle  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  continuirliche 
Functionen  der  Coordinaten  bleiben.  Dies  letztere  muss  voraus- 
gesetzt werden,  wenn  das  Potentialgesetz  überhaupt  anwendbar 
sein  soll.  Nun  lässt  sich  aber  zeigen,  dass  die  Wirkung  einer 
sehr  dünnen  Uebergangsschicht  dieser  Art  von  ihrer  Dicke  un- 
abhängig ist,  und  sich  auch  nicht  ändert,  wenn  letztere  ver- 
schwindend klein  wird,  und  dadurch  die  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit an  der  Gleitfläche  discontinuirlich  werden.  Daraus 
ergiebt  sich,  wie  man  die  Sache  zu  behandeln  hat,  wenn 
man  zur  Vereinfachung  der  Rechnung  die  mathematische  Fiction 
einer  absoluten  Discontinuität  der  Bewegung  einführen  will. 
Wenn  man  diese  Discontinuität  analytisch  richtig  behandelt, 
als  Grenze  eines  continuirlichen  Ueberganges,  so  ergiebt  das  Po- 
tentialgesetz genau  dieselben  Folgerungen  wie  das  Ampöre’sche, 
die  auch  in  guter  Uebereinstimmung  mit  den  bekannten  That- 
sachen  sind. 

Während  für  geschlossene  Stromkreise  die  genannten 
beiden  Gesetze  die  vollkommenste  Uebereinstimmung  zeigen 
bei  ganz  beliebigen  Formveränderungen  der  Leiter,  so  unter- 
scheiden sie  sich  von  einander  in  Bezug  auf  die  pondero- 
motorischen  Wirkungen  an  ungeschlossenen  Leitern.  Unge- 
schlossene Leiter  haben  Enden,  und  diese  Enden  sind  dadurch 
charakterisirt,  dass  an  ihnen  freie  positive  oder  negative  Elek-» 
tricität  auftritt  oder  verschwindet.  Das  Ampöre’sche  Gesetz 
reducirt  alle  ponderomotorischen  Wirkungen  auf  anziehende 
oder  abstossende  Kräfte  zwischen  Stromelementen.  Ist  das 
Potentialgesetz  auch  für  ungeschlossene  Ströme  gültig,  so 
müssen  ausser  1)  den  Ampöre’schen  Kräften  zwischen  Strom- 
elementen, auch  noch  2)  anziehende  oder  abstossende  Kräfte 
zwischen  Stromelementen  und  Stromenden  und  3)  eben  solche 
zwischen  Stromenden  existiren.  Die  Art  des  Stromendes 
charakterisirt  man  am  zweckmässigsten  durch  den  Werth  von 
(fejdt , wo  e die  freie  positive  Elektricität  an  der  betreffenden 
Stelle  bezeichnet.  Die  Kräfte  ad  2)  sind  proportional  de  /dt 
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und  der  auf  das  Stromende  e hin  gerichteten  Componente  der 
Strömung  in  dem  wirkenden  Stromelemente,  abstossend,  wenn 
278  diese  Componente  und  dejdt  gleiches  Zeichen  haben,  übrigens 
umgekehrt  proportional  der  Entfernung  beider  und  unabhängig 
von  der  Constante  /*,  also  jeder  Form  des  Potentialgesetzes  in 
gleicher  Stärke  zukommend.  Die  Kräfte  ad  3)  für  zwei  Ström- 
enden mit  den  freien  Elektricitäten  e und  e sind  proportional 
dem  Product  (de /dt) . (dejdt).  (1  -f  A);  sie  sind  anziehend,  wenn 
die  beiden  Differentialquotienten  gleiches  Zeichen  haben,  und 
unabhängig  von  der  Entfernung.  Sie  könnten  nur  bei  dem 
unzulässigen  Werthe  k = — 1 wegfallen. 

An  den  Umstand,  dass  hier  Kräfte  aufgeführt  werden, 
deren  Intensität  von  der  Entfernung  unabhängig  ist,  hat  Hr. 
Bertrand1)  Einwendungen  geknüpft,  welche  berechtigt  sein 
würden,  wenn  es  sich  um  unabhängig  voneinander  bestehende 
Elementarkräfte  handelte.  Das  Potentialgesetz  in  seiner  ur- 
sprünglichen Form  kennt  ebenso  gut  wie  das  Ampere?sche 
nur  Fernwirkungen,  die  mit  wachsender  Entfernung  abnehmen. 
Wenn  man  aber  die  Differenz  zwischen  den  von  beiden  Ge- 
setzen angezeigten  Wirkungen  nimmt,  und  diese  Differenz  nach 
Art  der  von  Ampere  gewäldten  Darstellung  in  einfache  an- 
ziehende Kräfte  auflöst,  die  von  Punkt  zu  Punkt  wirken  > 50 
kommt  man  auf  Kräfte,  die  von  der  Entfernung  unabhängig 
sind.  Da  aber  jede  ungeschlossene  Linie  zwei  Enden  hat,  und 
von  beiden  Enden  gleich  grosse  und  entgegengesetzte  Kräfte 
dieser  Art  ausgehen,  diese  sich  auch  der  Natur  der  Sache 
nach  nothwendig  noch  mit  anderen  von  den  Elementen  der 
Stromcurve  herrührenden  Summanden  verbinden,  so  kommt  es 
nicht  darauf  an,  ob  die  zu  einem  bestimmten  Zwecke  ausge- 
sonderten Theile  einzeln,  sondern  nur  darauf,  ob  ihre  Summt 
physikalisch  unzulässige  Folgerungen  giebt.  Das  letztere  aber 
ist  nicht  der  Fall. 

Diese  Verhältnisse  sind  in  § 15  dieser  Arbeit  für  imver- 
zweigte lineare  Leiter  auseinandergesetzt,  in  § 16  für  körper- 


1)  Comptes  Rendus  de  l’Acad.  d.  Sc.  T.  LXXVII  p.  1054.  — Die 
Einwände  beziehen  sich  auf  den  oben  als  Nr.  XXXVI  abgedruckren  vor- 
läufigen Auszug  der  vorliegenden  Arbeit. 
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liehe  Leiter,  in  § 17  ist  die  Behandlung  der  analytischen  Aus- 
drücke für  Gleitstellen  besprochen. 

Da  directe  Versuche  über  die  ponderomotorischen  Kräfte 
elektrodynamischen  Ursprunges  an  Strömenden  noch  nicht  vor- 
liegen, so  blieb  zunächst  nur  noch  nachzuweisen  übrig,  dass 
das  Potentialgesetz  in  seiner  Anwendung  auf  ungeschlossene 
Leiter  von  beliebig  veränderlicher  Form  dem  Gesetze  von  der 
Constanz  der  Energie  genüge.  Zu  dem  Ende  sind  in  § 18  die 
analytischen  Ausdrücke  für  die  elektrodynamische  Induction 
durch  Bewegung  körperlicher  Leiter  entwickelt,  und  ist  in  § 19 
mit  deren  Hülfe  die  Constanz  der  Energie  nachgewiesen. 

Nachdem  auf  diese  Weise  der  Nachweis  vervollständigt 
war,  dass  das  Potentialgesetz  in  seiner  verallgemeinerten  Fassung 
in  allen  Fällen  den  an  ein  solches  Gesetz  nach  dem  jetzigen 
Stande  unserer  physikalischen  Kenntnisse  zu  stellenden  An- 
forderungen entspreche,  habe  ich  noch  die  Frage  zu  beant- 
worten gesucht,  ob  und  welche  Abweichungen  in  den  Werthen 
der  ponderomotorischen  und  durch  Bewegung  inducirten  elektro- 
motorischen Kräfte  von  dem  Potentialgesetze  etwa  stattfinden 
könnten,  ohne  das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Kraft  zu  ver- 
letzen, und  ohne  die  ponderomotorischen  Wirkungen  geschlos- 
sener Ströme  gegen  einander  zu  verändern. 

Die  Untersuchung  hierüber  ist  in  § 20  geführt  worden; 
da  die  allgemeineren  Formen  der  durch  Aenderungen  der  Strom- 
stärken inducirten  Kräfte  von  mir  schon  früher  discutirt  sind, 
so  konnte  ich  mich  hier  auf  die  durch  Bewegung  der  Leiter  zu 
inducirenden  beschränken.  Es  ist  dabei  die  Annahme  festge- 
lialten  worden,  1)  dass  die  zu  den  elektromotorischen  Klüften 
vielleicht  hinzuzufügenden  Zusatzkräfte  im  Leiterelement  Ds 
unabhängig  von  der  Stromstärke  i in  Ds,  aber  proportional 
der  Stromstärke  j in  dem  inducirenden  Elemente  D a zu  setzen, 
und  dass  die  ponderomotorische  Arbeit,  welche  sie  bei  einer 
kleinen  Verschiebung  leisten,  proportional  mit  i.j  ist;  2)  dass 
die  Analogie  zwischen  der  Wirkung  geschlossener  Ströme  und 
der  von  Magneten  auch  in  diesen  Fällen  bestehe,  3)  dass  die 
elektromotorischen  und  ponderomotorischen  Wirkungen  der 
einzelnen  wirkenden  Elemente  Da  auf  das  Element  Ds  sich 
einfach  summiren. 
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Diese  Annahmen  führen  zu  den  in  den  Gleichungen  (7a) 
und  (7b)  aufgestellten  Werthen  der  Zusätze,  welche  zu  den 
elektromotorischen  Kräften  j r,  ausgeübt  auf  Ds,  ix } auf  Do, 
und  zu  der  ponderomotorischen  Arbeit  i.j.dto  gemacht  werden 
könnten.  Darin  kommen  sechs  unbekannte  Functionen  der 
Entfernung  r beider  Elemente  vor,  nämlich  (p , t/',£  und^pj,  %,z:f 
von  denen  die  drei  ersteren  auch  noch  von  drjda  und  die 
drei  letzteren  auch  noch  von  drjds  abhängen  können.  Nimmt 
man  an,  wie  es  Hr.  Neumann  gethan,  dass  nur  die  Ampere?- 
schen  ponderomotorischen  Kräfte  existiren,  und  keine  anderen, 
so  bestimmen  sich  die  genannten  Functionen,  wie  es  in  den 
Gleichungen  iv8)  angegeben  ist,  und  der  Werth  der  durch  Be- 
280  wegung  der  Leiter  inducirten  elektromotorischen  Kraft  wird 
in  Gleichung  (8  b)  gegeben.  Dieser  Werth  unterscheidet  sich 
von  dem,  den  Hr.  C.  Neumann1)  bei  Lösung  einer  sehr  ähn- 
lichen Aufgabe  gefunden  hat,  dadurch  dass  er  die  unbestimmt 
bleibende  Constante  k enthält,  welche  nach  der  Neumann’schen 
Deduction  den  bestimmten  Werth  k = — 1 annehmen  müsste. 
Der  von  mir  gefundene  allgemeinere  Werth  entspricht 
aber  allen  denjenigen  Forderungen,  welche  Hr.  C. 
Neumann  als  die  Grundlagen  seiner  Rechnung  voran- 
gestellt hat  (1.  c.  S.  419  — 420  und  468—470). 

Der  Unterschied  ist  dadurch  bedingt,  dass  der  genannte 
Autor  im  Laufe  der  Rechnung  (1.  c.  S.  481 — 482)  noch  eine 
weitere  beschränkende  Hypothese  gleichsam  als  selbstverständ- 
lich einführt,  die  dies  aber,  wie  mir  scheint,  durchaus  nicht  ist. 
Er  nimmt  nämlich  an,  dass  bei  einer  durch  Bewegung  erzeugten 
Verlängerung  eines  Stromelementes  dasselbe  inducirend  so 
wirke,  als  ob  in  dem  hinzugekommenen  Theile  seiner  LäDge 
ein  neuer  Strom  entstände,  und  wendet  auf  diesen  Vorgang 
das  Gesetz  der  Induction  durch  Intensitätsänderung  an.  welche«, 
wenn  man  das  Potentialgesetz  verlässt,  von  dem  der  Induction 
durch  Lagenänderung  verschieden  ist  Man  könnte  aber  eine 
Dehnung  eines  Stromelementes  ebenso  gut  als  eine  Entfaltung 

lj  lieber  die  den  Kräften  elektromotorischen  Ursprungs  zuzuschreibeu- 
den  Elementargesetze.  Abhandlungen  der  Königl.  Säehs.  Akademie  der 
Wissenschaften.  Math.-Phys.  Classe  Bd.  X.  — T>ie  elektrischen  Kräfte. 
Leipzig,  1873.  Aus  der  ersteren  Abhandlung  ist  oben  citirt. 
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vorher  eingefalteter  Theile  desselben  ansehen,  und  müsste  daün 
offenbar  das  Gesetz  der  Induction  durch  Lagenänderung  an- 
wenden. Da  ich  keine  solche  bescliränkende  Hypothese  ge- 
macht habe,  ist  der  von  mir  gefundene  Ausdruck  allgemeiner, 
indem  er  eine  Constante  k mehr  enthält. 

Dieser  Unterschied  ist  aber  von  grosser  Wichtigkeit. 
Hm.  C.  Neumann ’s  Deduction  zeigt  nämlich,  dass,  wenn  man 
von  seinen  Voraussetzungen  ausgeht,  die  Constante  k einen 
negativen  Werth  erhält,  und  das  Gleichgewicht  der  Elektricität 
in  den  Leitern  labil  wird.  Wie  ich  in  meinen  früheren  beiden 
Arbeiten  gezeigt  habe,  sind  überhaupt  negative  Werthe  von  k 
nicht  zulässig.  Wären  Hm.  C.  Neu  mann ’s  Voraussetzungen 
unanfechtbar,  so  würde  durch  seine  sorgfältige  und  scharfsinnige 
Untersuchung  meines  Erachtens  nach  der  Beweis  geführt  ge- 
wesen sein,  dass  das  Amper e’sche  Gesetz,  als  ausschliessliches 
Gesetz  der  ponderomotorischen  Kräfte  betrachtet,  mit  dem 
Gesetze  von  der  Erhaltung  der  Kraft  unvereinbar  sei. l)  Da 
aber  die  bezeichnete,  nachträglich  gemachte  Hypothese  über 
die  Induction  durch  Dehnung  der  Leiterelemente  keineswegs 
als  unumgänglich  erscheint,  ist,  so  weit  ich  sehe,  aus  rein 
theoretischen  Gründen  über  die  an  den  Enden  ungeschlossener 
Leiter  wirkenden  ponderomotorischen  Kräfte  keine  Entscheidung 
zu  gewinnen,  und  muss  an  das  Experiment  appellirt  werden. 

Ich  habe  schon  in  der  der  Berliner  Akademie  gemachten 
Mittheilung  (Februar  1873)  kurz  angedeutet,  wie  solche  Ver- 
suche gemacht  werden  könnten. 

Die  dort  geplanten  Versuche  werden  aber  nur  bei  Anwen- 
dung sehr  grosser  Drahtmassen  und  Batterien  Erfolg  gewähren 
können.  Leichter  ausführbar  ist  vielleicht  eine  andere  Classe 
von  Versuchen,  bei  deren  Erfolg  freilich  noch  eine  andere 
Frage  in  Betracht  kommt,  welche  zwischen  den  verschiedenen 
Theorien  streitig  ist.  Hm.  W.  Weber ’s  Theorie  setzt  näm- 
lich voraus,  dass  elektrische  Quanta,  welche  irgendwie  ihre 


1)  Von  dieser  Meinung  ausgehend  habe  ich  einen  Bericht  für  die 
englische  Zeitschrift  ^the  Academy“  (March  14,  1874)  geschrieben,  und 
erst  später  gesehen,  dass  gegen  Hrn.  C.  Neumann’s  Deduction  Ein- 
wendungen zu  machen  seien. 
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relative  Lage  zu  einander  ändern,  elektrodynamische  Wirkun- 
gen hervorbringen  müssen,  einerlei  ob  ihre  ponderablen  Träger 
sich  mit  ihnen  bewegen  oder  nicht.  Das  Potentialgesetz  da- 
gegen kennt  nur  Wirkungen,  welche  die  strömende  Elektrici- 
tät  hervorbringt,  wenn  sie  sich  in  ihren  Leitern  und  relativ  zu 
diesen  bewegt.  Letzterer  Annahme  entsprechend  würden  Spi- 
tzen, durch  welche  Elektricität  ausströmt  oder  einströmt,  sei 
es  gegen  die  Scheibe  einer  Elektrisirmaschine,  sei  es  um  von 
der  bewegten  Luft  fortgetragen  zu  werden,  als  Stromenden  zu 
betrachten  sein,  und  würden  die  elektrodynamischen  Eigen- 
schaften von  solchen  zeigen  können. 

Einstweilen,  ehe  solche  Versuche  ausgeführt  sind,  bleiben 
wir  auf  die  Wahrscheinlichkeit  beschränkt,  welche  die  grössere 
oder  geringere  Einfachheit  und  Symmetrie  der  Gesetze,  die 
mein*  oder  weniger  gut  bewahrte  Analogie  der  wesentlichen 
Eigenschaften  der  wirksamen  Kräfte  in  den  verschiedenen 
Fällen  darbietet.  Solche  Betrachtungen  geben  allerdings  keine 
definitive  Entscheidung,  aber  sie  geben  doch  immerhin  den 
verhältnissmässig  besten  Leitfaden  in  die  Hand,  um  den  rich- 
tigen Weg  zu  finden. 

In  dieser  Beziehung  ist  zu  bemerken,  dass  das  Poteiitial- 
gesetz  unter  denselben  analytischen  Ausdruck,  der  namentlich 
bei  der  Annahme  k — 1 ausserordentlich  einfach  wird , die 
sämmtlichen  Erscheinungen  1)  der  ponderomotorischen  Kräfte. 
2)  der  Induction  durch  Stromesänderung,  3)  der  Induction  durch 
Bewegung  vereinigt,  also  überhaupt  das  ganze  Gebiet  der  bis- 
her bekannten  Thatsachen  der  Elektrodynamik.  Die  Auffindung 
des  Potentialgesetzes  durch  Gauss  und  Neumann  senior  kann 
in  der  That  als  eine  der  glücklichsten  und  glänzendsten  Ernm- 
282  genschaften  der  mathematischen  Physik  angesehen  werden. 
Weichen  wir  dagegen  ab  vom  Potentialgesetze,  so  brauchen 
wir  für  jedes  der  genannten  Gebiete  besondere  Gesetze,  wobei 
das  für  2)  mit  dem  Potentialgesetze  übereinstimmt,  die  beiden 
anderen  complicirter  sind  als  jenes. 

An  gescldossenen  Stromkreisen  finden  wir  thatsächlich 
folgende  allgemeine  Eigenthümlichkeiten  der  elektrodynami- 
schen Wirkungen: 

1)  Die  ponderomotorischen  Kräfte  geschlossener  Strom- 
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kreise  haben  ein  Potential.  Das  heisst:  die  mechanische  Ar- 
beit der  ponderomotorischen  Kräfte  beider  Kreise  bei  constant 
bleibenden  Stromintensitäten1)  ist  nur  von  der  Anfangs-  und 
Endlage  beider  Kreise,  nicht  von  der  Art  des  Uebergangs  ab- 
hängig. 

2)  Die  ponderomotorischen  Kräfte,  welche  ein  geschlosse- 
ner Stromkreis  auf  ein  lineares  Stromelement  ohne  freie  En- 
den ausübt,  stehen  auf  der  Richtung  des  letzteren  senkrecht. 

3)  Die  gesammte  elektromotorische  Kraft,  welche  ein  ge- 
schlossener Stromkreis  während  einer  endlichen  Verschiebung 
und  Aenderung  seiner  Stromstärke  in  einem  anderen  hervor- 
bringt, ist  nur  abhängig  von  der  anfänglichen  und  endlichen 
relativen  Lage  beider  Kreise  zu  einander,  sowie  von  der  an- 
fänglichen und  endlichen  Stromstärke  des  Inducenten,  nicht 
von  den  Zwischenzuständen. 

Diese  drei  Eigenschaften  der  elektrodynamischen  Kräfte 
überträgt  das  Potentialgesetz  hypothetisch  auch  auf  ungeschlos- 
sene Ströme.  Wird  eine  von  ihnen  übertragen,  so  werden 
nothwendig  auch  die  anderen  übertragen. 

Wenn  wir  dagegen  das  Ampöre’sche  Gesetz  als  den  voll- 
ständigen Ausdruck  für  die  ponderomotorischen  Kräfte  an- 
nehmen, so  überträgt  sich  keine  von  diesen  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  Wirkungen  geschlossener  Ströme  auf  die  unge- 
schlossenen. Es  wird  in  diesem  Falle  nur  eine  mögliche,  aber 
nicht  nothwendige  Zerlegungsweise  der  ponderomotorischen 
Kräfte  geschlossener  Stromkreise  in  Elemente,  die  physika- 
lisch nicht  direct  nachweisbar  sind,  auf  die  ungeschlossenen 
Kreise  übertragen. 

Ich  muss  gestehen,  dass  es  mir  im  höchsten  Grade  un- 
wahrscheinlich dünkt,  dass  Eigenschaften,  wie  1)  und  3),  die 
am  entscheidendsten  für  den  Charakter  der  Naturkräfte  sind, 
bei  den  uns  bekannten  elektrodynamischen  Wirkungen  nur 
durch  einen  gleichsam  zufälligen  Einfluss  der  Summirung  über 
eine  geschlossene  Linie  entstanden  sein  sollten,  während  sie 
den  einzelnen  Summanden  an  und  für  sich  nicht  zukämen. 


1)  Gleit8tellen  sind  dabei  zu  behandeln  als  sich  entfaltende  Falten, 
oder  man  muss  die  neuen  Lciterstücke  durch  Dehnung  entwickelt  denken. 
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§ 15.  Die  ponderomotorischen  Kräfte  nach  dem  Potential- 
gesetze. 

Das  Potentialgesetz  giebt  unmittelbar  nur  den  Werth  der 
mechanischen  Arbeit , welche  von  den  ponderomotorischen 
Kräften  elektrodynamischen  Ursprungs  geleistet  wird , wenn 
zwei  lineare  Stromleiter  eine  Aenderung  ihrer  relativen  Lage 
erleiden,  während  die  Intensität  des  elektrischen  Stromes  in 
beiden  constant  bleibt  Die  letztere  Bedingung,  nämlich  Con- 
stanz  der  Stromstärke,  wird  im  Folgenden  immer  als  erfüllt 
vorausgesetzt,  wo  nicht  ausdrücklich  das  Gegentheil  gesagt  ist 
Der  Ausdruck,  den  das  genannte  Gesetz  für  den  Werth  der 
genannten  Arbeit  giebt,  lässt  sich  auf  ganz  beliebige  Verschie- 
bungen der  einzelnen  Punkte  der  Leiter  anwenden,  wie  sie 
durch  beliebige  andere  gleichzeitig  einwirkende  mechanische 
Kräfte  hervorgebracht  werden  können,  wobei  nur  zu  bemerken 
ist,  dass  überall,  wo  die  Strömung  fortbestehen  soll,  die  Com- 
ponenten  der  Verschiebungen  continuirliche  Functionen  der 
Coordinaten  sein  müssen,  da  discontinuirliche  Verschiebungen 
die  Continuität  der  Leitung  aufheben  würden.  Unter  diesen 
Umständen  genügt  der  Ausdruck  für  den  Werth  der  Arbeit, 
um  die  elektrodynamischen  Kräfte  vollständig  zu  bestimmen, 
welche  auf  die  einzelnen  Punkte  des  Leiters  wirken,  wenn  wir 
voraussetzen,  dass  die  elektrodynamische  Kraft,  welche 
auf  jeden  Punkt  des  Leiters  wirkt,  unabhängig  ist 
von  den  Geschwindigkeiten  dieses  Punktes  und  un- 
abhängig von  den  gleichzeitigen  Verschiebungen  der 
übrigen  Punkte  des  Leiters.1)  Die  Aufgabe  dieses  Para- 
graphen ist,  zu  zeigen,  dass  ein  eindeutig  bestimmtes  System 
von  solchen  Kräften  angegeben  werden  kann,  welches  die  durch 
den  Werth  des  Potentials  angezeigte  Arbeit  in  jedem  Falle 
hervorzubringen  geeignet  ist;  und  ferner  werden  wir  die  Werthe 
dieser  durch  das  Potentialgesetz  angezeigten  Kräfte  zu  ver- 
gleichen haben  mit  denen,  welche  Ampere  angenommen  hat. 


1)  Diese  Formulirang  der  Aufgabe  ist  gewählt,  um  die  von  Hm. 
Bertrand  (Comptes  Rendus  T.  LXXVII,  p.  1049—1054;  begangenen 
Missverständnisse  bestimmter  auszusehliessen. 
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Das  Längenelement  des  einen  Leiters  s sei  Ds , und  die 
Stromintensität  in  demselben  i,  während  wir  dieselben  Grössen 
für  den  anderen  Leiter  g mit  Da  und  j bezeichnen.  Die  Ent- 
fernung zwischen  Ds  und  Da  bezeichnen  wir  mit  r.  Für  den 
Werth  des  Potentials  DP  der  ponderomotorischen  Kräfte, 
welches  die  beiden  Elemente  Ds  und  Dg  gegen  einander  her-  294 
Vorbringen,  nehme  ich  aus  den  in  meiner  ersten  Abhandlung 
auseinander  gesetzten  Gründen  wieder  den  allgemeineren 
Ausdruck : 

DP=-\At-^{{X+h)coi{D,,Do)  I 

(1) 

4-  (1  — A)cos(r,  Ds)cos(r,  Dg)]  Ds  - Dg. 

Darin  ist  A die  von  Hm.  W.  Weber  gemessene  Constante,  oder 
1 / A eine  der  Lichtgeschwindigkeit  nahehin  gleiche  Geschwin- 
digkeit, k eine  vorläufig  noch  unbekannt  bleibende  Constante, 
welche  nicht  negativ  sein  kann,  und  (Ds,  Dg),  (r,  Ds),  (r,  Da) 
sind  die  Winkel  zwischen  den  Richtungen  der  bezeichneten 
Linien,  wobei  Ds  und  Dg  als  positiv  wachsend  zu  nehmen 
sind  nach  der  Richtung,  in  welcher  die  positive  Elektricität 
fliesst,  r aber  positiv  wächst  von  Dg  nach  Ds.  Als  Einheit 
der  Stromstärke  ist,  wie  früher,  diejenige  genommen,  bei  wel- 
cher die  algebraische  Summe  der  durch  einen  Querschnitt  in 
bestimmtem  Sinne  fliessenden  Elektricität  gleich  der  elektro- 
statischen Maasseinheit  ist. 

Das  ganze  Potential  der  beiden  Leiter  s und  g aufein- 
ander würde  sein: 

P=[f»r- 

Das  Potentialgesetz  sagt  aus,  dass  wenn  die  beiden  Strom- 
leiter s und  g aus  einer  ersten  Lage  mit  dem  Poten- 
tialwerth P1  in  eine  zweite  mit  dem  Potentialwerthe 
P2  bewegt  werden,  und  die  Ströme  i und  j dabei  con- 
stante Intensität  behalten,  die  während  der  Bewe- 
gung von  den  elektrodynamischen  Bewegungskräften, 
welche  jeder  Leiter  auf  den  andern  ausübt,  geleistete 
Arbeit  gleich  Pl  — P2  sei. 

Es  wird  in  diesem  Paragraphen  also  vorläufig  noch  ab- 
gesehen von  den  Kräften,  welche  jedes  Element  des  Leiters  s 
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von  sämmtlichen  übrigen  desselben  Leiters  erleidet.  Diese 
Kräfte  können  nur  bei  Berücksichtigung  der  drei  Dimensionen 
der  Leiter  berechnet  werden,  da,  wie  schon  bemerkt,  das  elek- 
trodynamische Potential  für  lineare  Leiter  mit  endlicher  Strö- 
mung unendlich  wird. 

Wir  bezeichnen  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  des  Linien- 
elements Ds  mit  ,r,  y,  z,  die  des  Elements  Da  mit  1;,  £• 
Während  einer  unendlich  kleinen  Lagenänderung  mögen  die 
ersteren  zuuehmen  um  Sx,  Sy,  Sz,  die  zweiten  um  £|,  b)\.  K, 
der  Potential wertli  P um  SP.  Dabei  seien  X>Ds,  Y-Ds, 
Z-Ds  die  Componenten  der  elektrodynamischen  Kräfte,  welche 
283  g auf  Ds  ausübt,  und  *ZDa,  T Da,  ZDa  seien  dieselbenjur 
die  Wirkung  von  s auf  Da.  Ferner  seien  X,  Y,  Z und  JT,  V,  Z 
die  Componenten  der  Kräfte,  welche  auf  die  Enden  der  bei- 
den Stromleiter  einwirken,  und  x,  y,  z , sowie  f,  ??,  £ die  zu- 
gehörigen Coordinaten.  Nach  dem  Potentialgesetze  ist  alsdann: 


SP+f{XSx  + YSy  -f  ZSz)Ds+  2[X6x  + YSy  + Zbz] 


+/(*<?£  + r Sn  + zs'QsDa  + 2[2ds  + r Sr,  + zs;}= o. 


Die  Variationen  der  Coordinaten  sind  hierbei  ganz  beliebig  zu 
nehmen,  nur  müssen,  wie  oben  bemerkt,  Sx , Sy  und  dz  con- 
tinuirliche  Functionen  der  Länge  s , und  £f,  Sr,  und  SZ  der 
Länge  a sein,  wenn  wir  mit  s und  a die  längs  des  Leiters  ge- 
messenen Abstände  der  Elemente  Ds  und  Da  von  zwei  be- 
liebig gewählten  festen  Anfangspunkten  verstehen.  Wäre  diese 
Bedingung  an  irgend  einer  Stelle  nicht  erfüllt,  so  würde  die 
Continuität  der  Leitung  daselbst  unterbrochen  werden.  In  die- 
sem Falle  wäre  eine  solche  Stelle  als  ein  Paar  von  End- 
punkten der  sich  trennenden  beiden  Leiterstücke  zu  betrach- 
ten. Welche  Kräfte  auf  solche  wirken,  wird  sich  im  Folgen- 
den ergeben.  Wie  die  Fälle  discontinuirlicher  Lagenänderungen 
in  Gleitstellen  zu  behandeln  sind,  in  denen  die  Leitung  des 
Stromes  nicht  aufhört,  werde  ich  in  § 17  auseinandersetzen. 

Zur  bequemeren  Berechnung  von  SP  wollen  wir  P zu- 
nächst in  zwei  Theile  zerlegen: 

p—  p » p 

■ 1 — -*0  • 1 > 
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DP0  = — A2  ^ cos  {Ds,  Dg)'Ds'Dc , 


oder: 


Z)Pj  = — JA2  ^ (1  — k)  [cos  (r,  Z>.v)  cos  (r,  Do) 
— cos  ( Ds,  Do)'] • Ds- Do 

DP,  = -k)£jyBs.Do. 


Wenn  wir  durch  Integration  nach  und  rr  aus  der  letzteren 
Gleichung  den  Werth  von  P}  bilden,  und  die  an  den  Enden 
von  5 und  o angesammelte  freie  Elektricität  beziehlich  mit  e 
und  € bezeichnen,  können  wir  schreiben: 


A22. 


'de 

dt 


de 

d~t, 


wo  sich  das  Summenzeichen  auf  alle  aus  je  einem  Endpunkt 
von  s und  je  einem  Endpunkt  von  o zu  bildenden  Combi- 
nationen  bezieht.  Der  Werth  von  P1  ist  also  nur  von  der 
Lage  der  Endpunkte  der  beiden  Leiter  abhängig,  und  ergiebt  sse 
also  auch  nur  Kräfte,  welche  auf  diese  wirken,  deren  Grösse 
wir  weiter  unten  bestimmen  werden. 

Der  andere  Theil  des  Potentials  P0  hat  die  ursprüngliche 
von  Hm.  F.  E.  Neu  mann  in  der  oben  citirten  Abhandlung 
gewählte  Form,  abgesehen  von  einer  anderen  Wahl  der  Strom- 
einheit. Er  kann  im  allgemeinen  von  dem  Integralzeichen 
nicht  befreit  werden.  Da  nun  bei  der  Ausführung  der  Va- 
riationen S.r,  Sy,  Öz  auch  die  Längen  der  Elemente  Ds  va- 
riiren  werden,  so  wollen  wir  unter  dem  Integrationszeichen 
statt  s und  o zwei  andere  Variabele  p und  er  einführen,  deren 
Werthe  für  jeden  einzelnen  materiellen  Punkt  des  Leiters  bei 
der  Bewegung  unverändert  bleiben  sollen,  und  die  so  gewählt 
sind,  dass  .«  eine  continuirliche  Function  von  p,  o eine  eben 
solche  von  er  ist.  Dann  ist  also: 


oder: 

K- 


F-~-  MF 


os  Da) 


$s  da  » 7 

Tp-^dP-d 


da 

der 


er 


dx 

Jv 


d £ . dy 

dar  dp 


di]  , dz 
der  dp 


iL 

d er 


dp»  der.  (1  C). 
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Da  die  Variationen  der  Coordinaten  keiner  anderen  einschrän- 
kenden Bedingung  unterliegen,  als  der,  dass  sie  continuirlicbe 
Functionen  der  Coordinaten  sind,  so  kann  man  die  Variation 
für  jede  derselben  einzeln  berechnen,  indem  man  die  Variatio- 
nen der  anderen  Coordinaten  gleich  Null  setzt.  Variiren  wir 
nur  x7  so  wird: 


öx 


d x dl;  dy  drt 
d p * dar  dp  * der 


dz  d * 
dp  * dar 


da 


A2  •• CC 1 dz  ddx  i j 

A 'JjJ 7-d^’W'dp'd 


Ö7. 


Schaffen  wir  aus  dem  letzten  Gliede  den  Factor  dS x/dp  durch 
partielle  Integration  nach  p fort,  so  erhalten  wir  ein  Integral, 
welches  in  allen  seinen  Gliedern  den  Factor  öx  hat,  und  da 
Sx  eine  willkürliche  continuirliche  Function  von  p ist,  so  kann 
Gleichung  (la),  die  in  diesem  Falle: 

ÖP0  + ÖP1  +f  Xöx-ds  + X-Öx  = 0 

wird,  bei  der  im  Anfänge  dieses  Paragraphen  ausgesprochenen 
Annahme,  dass  der  Werth  von  X7  wie  der  der  übrigen  Kraft- 
componenten  unabhängig  von  Öx,  öy7  dz  sei,  nur  daun  erfüllt 
sein,  wenn  die  mit  Öx  multiplicirte  Grösse  für  jeden  Punkt 
von  s gleich  Null  ist.  Für  innere  Punkte  giebt  dies: 


und  für  die  Endpunkte  von  s ergiebt  sich  mit  Berücksich- 
tigung von  (lb): 


der 


de 

di 


d r 
d x 


Da  bei  der  weiteren  Berechnung  dieser  Werthe  Verschiebungen 
nicht  mehr  zu  berücksichtigen  sind,  können  wir  als  unabhängige 
'S  ariable  unter  dem  Integrationszeichen  wieder  $ und  rr  an- 
wenden, und  erhalten: 


] 

i 


I 


I 
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[<, 

1 

«-rl  b 
"8  l'b 

1 

(*— 

da 

[- 

^ da 

(*- 

»2i 

da 

und  entsprechend: 

r 1 

V 

(y- 

<>g] 

da 

, (2  b) 

'y 

- \dV 
>>da 

(y- 

«g' 

da, 

z = AKij-£f-k 

(* 

*>da 

(*- 

og; 

da 

[iS 

\d£ 

-^Ta~ 

(*- 

y\dtl 

->da_ 

da. 

Daraus 

ergiebt  sich  leicht: 

Y d * , y 

*17  T 1 

ii 

ds 

+ ztl-- 

du 

= 0, 

das  heisst:  Nach  dem  Potentialgesetz 

ist 

die 

Resul- 

tante 

der  elektrodynam 

ischen 

Be 

wegu 

ngs 

kräfte, 

welche 

ein  linearer  Stromleiter 

auf 

ein 

Str 

0 m e 1 e - 

ment  im  Innern  einer  li 

ne 

aren  Lei 

itung  aus 

übt. 

jedes- 

mal  senkrecht  auf  die  Richtung  der  Strömung.  Dies 
ist  in  Uebereinstiminung  mit  Hrn.  Grassmanns1)  Elementar- 
gesetz, stimmt  aber  mit  Ampöre’s  Gesetz  nur,  wenn  a ein 
geschlossener  Leiter  ist.  Von  dem  Grassmann’schen  Ge- 
setze unterscheidet  sich  das  Potentialgesetz  dadurch , dass 
jenes  die  in  Gleichung  (2a)  gegebenen,  auf  die  Endpunkte  der 
Leitung  und  die  dort  frei  werdende  Elektricität  de /dt  wirken- 
den Kräfte  nicht  kennt.  Wenn  man  die  in  den  Gleichungen 
(2b)  vor  Ausführung  der  Integration  mit  da  multiplicirten 
Werthe  mit  £,  t)  und  $ bezeichnet,  so  dass: 

X = /jrfrr, 

T = ft)  da, 

Z ==  f %da , 


1)  Poggendorff’s  Annalen  LXIV.  1845. 
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so  sind  diese  Grössen  £,  i)  und  j die  Componenten  der  Wir- 
kung, welche  das  Stromelement  da  auf  die  inneren  Punkte 
von  ds  ausübt.  In  der  That  reducirt  sich  der  Werth  von 
X,  Y , Z auf  £,  t),  5,  wenn  man  den  Stromleiter  o auf  das 
Element  da  reducirt.  Bezeichnen  wir  nun  mit  «,  ß,  r 
Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Coordinatenaxen  mit  der- 
jenigen Richtung  machen,  die  zugleich  senkrecht  gegen  r und 
gegen  Da  ist,  so  ist  leicht  einzusehen,  dass: 

«*£  + + yb  = 0, 

das  heisst,  dass  die  Richtung  der  vom  Elemente  Dg  auf  die 
inneren  Punkte  von  Ds  ausgeübten  Kraft  auch  senkrecht  zu 
der  Richtung  ist,  deren  Projectionen  «,  ß,  y sind,  oder  dass 
die  Richtung  der  Kraft  in  der  durch  r und  Dg  gelegten  Ebene 
liegt,  wie  es  dem  von  Hrn.  Grassmann  aufgestellten  Gesetze 
entspricht. 

Für  ein  einzelnes  lineares  Element  Ds  bleiben  also  stehen, 
ebenso  wie  für  ein  längeres  Stück  von  s,  erstens  die  Kräfte, 
welche  auf  sämmtliche  Punkte  der  Länge  von  Ds  senkrecht 
zu  Ds  wirken,  und  zweitens  zwei  Kräfte  (2a),  welche  auf  die 
Endpunkte  von  Ds  wirken.  Ist  das  Linienelement  Ds  als  ein 
fester  Körper  anzusehen,  so  lassen  sich  diese  Kräfte  im  all- 
gemeinen auf  zwei  einzelne  Kräfte  als  Resultanten  reduciren1) 
oder,  wenn  man  lieber  will,  auf  eine  Kraft  und  ein  Kräftepaar, 
wie  ich  dies  in  meiner  zweiten  Abhandlung  (Bd.  75  dieses 
Journals)  schon  angegeben  habe. 

Einen  linearen  Leiter  kann  man  in  jedem  Punkte  sich 
getheilt  denken,  also  jeden  Punkt  desselben  als  die  zusam- 
28«  menfallenden  Endpunkte  zweier  Leiterstücke  betrachten.  Dann 


1)  Es  würde  unstatthaft  sein,  zuerst,  wie  es  Hr.  Bertrand  in  Comptes 
Rendus  T.  LXXVII,  p.  1052 — 1053  verlangt,  für  jedes  Element  diese 
Reduction  der  Kräfte  auf  eine  Kraft  und  ein  Kräftepaar  ausführen  xu 
wollen,  um  dann  die  aus  dieser  Reduction  sich  ergebenden  Resultanten 
zur  weiteren  Berechnung  der  Wirkungen  auf  die  einzelnen  Punkte  eines 
vollkommen  beweglichen  Leiters  zu  benutzen.  Denn  jene  Reduction  ist 
nur  zulässig  für  Stücke  Ds,  welche  als  absolut  feste  Körper  zu  betrachten 
sind,  w’ährend  die  Anwendung,  auf  die  es  hier  ankommt,  an  die  Voraus- 
setzung gebunden  ist,  dass  die  Theile  des  Leiters  im  Gegentheil  nach- 
giebig seien. 
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würde  diesem  Paar  von  Endpunkten  von  der  einen  Seite  her 
eben  so  viel  frei  werdende  positive  Elektricität  Zuströmen,  als 
von  der  andern  Seite  negative.  Die  Summe  der  frei  werden- 
den Elektricität  würde  also  doch  wieder  gleich  Null  sein.  Dem 
entsprechend  würde  Gleichung  (2  a)  anzeigen,  dass  zwei  gleich 
grosse  und  entgegengesetzt  gerichtete  Kräfte  auf  den  betreffen- 
den Punkt  wirkten,  die  eine,  insofern  er  oberes  Ende  des  einen 
Leiterstückes  ist,  und  in  ihm  positive  Elektricität  frei  wird,  die 
andere,  insofern  er  unteres  Ende  des  andern  Leiterstückes  ist, 
und  in  ihm  negative  Elektricität  frei  wird.  Da  beide  Kräfte 
genau  denselben  Punkt  mit  genau  gleicher  Grösse  und  genau 
entgegengesetzter  Richtung  angreifen,  so  werden  sie  sich  gegen- 
seitig vollkommen  aufheben,  so  lange  nicht  der  Zusammenhang 
des  Leiters  an  dieser  Stelle  zerrissen  wird;  die  Summe  ihrer 
virtuellen  Momente  oder  ihrer  Arbeit  ftlr  irgend  eine  denk- 
bare oder  wirkliche  Verschiebung  des  Leiters  ohne  Aufhebung 
der  Continuität  der  Strömungslinie  wird  immer  gleich  Null 
sein. *)  Dagegen  ist  dies  nicht  mehr  der  Fall , sowie  der  Lei- 
ter an  dieser  Stelle  zerreisst,  und  seine  Verschiebungen  dis- 
continuirliche  Functionen  der  Coordinaten  werden.  Es  werden 
also  die  Kräfte  der  Gleichung  (2  a),  welche  auf  die  Stromenden 
wirken,  in  der  That  auch  im  Innern  des  Leiters  bei  geeigneter 
Richtung  des  Stromes  j ein  Zerreissen  des  Leiters  s und  eine 
Aufhebung  seines  Zusammenhanges  befördern  können.  Zu- 
gleich zeigt  aber  auch  die  Gleichung  (2  a),  dass  bei  endlichen 
Stromstärken  und  endlicher  Länge  der  Stromleiter  die  beiden 
Kräfte,  welche  in  jedem  einzelnen  Querschnitt  des  Leiters  den 
Molecularkräften , welche  den  Zusammenhang  zu  bewahren 
streben,  entgegenwirken,  von  endlicher  Grösse  sind.1 2) 

Die  bis  hierher  ausgeführte  Zerlegung  der  ponderomoto- 


1)  Hr.  Bertrand  (1.  c.  p.  1053)  behauptet,  diese  Endkräfte,  welche 
nicht  die  Richtung  der  Tangente  des  Leiters  s hätten,  müssten  den  Leiter 
verschieben.  Er  hat  dabei  mcht  beachtet,  dass  jeder  innere  Punkt  des 
Leiters  von  zwei  gleich  grossen  und  entgegengesetzten  Kräften  dieser 
Art  angegriffen  wird,  die  sich  genau  aufheben,  so  lange  der  Leiter  nicht 
zerreisst. 

2)  Einen  hierauf  bezüglichen  Einwand  von  Hrn.  Bertrand  will  ich 
am  Ende  des  Paragraphen  besprechen. 

Helm  holt*,  vrisaensch.  Abhandlungen. 
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rischen  Kräfte  in  diejenigen  Kräfte,  welche  auf  die  einzelnen 
Punkte  des  Innern  und  der  Oberfläche  des  bewegten  Leiters 
wirken,  hat  ihre  bestimmte  physikalische  Bedeutung,  da  im 
Falle  der  Bewegung  die  Beschleunigung  jedes  einzelnen  Leiter- 
punktes nur  von  den  auf  ihn  selbst  wirkenden  Kräften  mecha- 
nischen und  elektrodynamischen  Ursprungs  abhängt.  Die  weitere 
290  Zerlegung  der  elektrodynamischen  Kraft,  welche  der  Leiter  a 
auf  einen  jeden  der  Punkte  von  s ausübt,  in  Theile,  welche 
den  einzelnen  Theilen  von  g entsprechen,  hat  etwas  Willkür- 
liches, da  die  Art,  wie  wir  g theilen,  willkürlich  ist.  Bisher 
haben  wir  es  in  Längenelemente  getheilt.  Indessen  können 
wir  auch  bis  auf  Kräfte,  die  von  den  Punkten  von  g ausgehen, 
zurückgehen,  da  ja  andererseits  bei  der  Bewegung  von  o die 
Beschleunigungen  seiner  einzelnen  Punkte  auf  Kräfte  zurück- 
führen, welche  vom  ganzen  Leiter  s auf  die  einzelnen  Punkte 
von  g ausgeübt  werden. 

Eine  solche  Zerlegung  ist  nun  in  unserem  Falle  nament- 
lich vortheilhaft,  um  den  Unterschied  der  von  dem  Potential- 
gesetze angezeigten  Wirkungen  von  denen  des  A mp  ör e’schen 
Gesetzes  möglichst  einfach  heraustreten  zu  lassen.  Ausserdem 
ist  zu  bemerken,  dass  die  von  dem  Grass mann’schen  Ge- 
setze angezeigten  Elementarkräfte  zwischen  Stromelement  und 
Stromelement  dem  Gesetz  der  Gleichheit  der  Action  und  Re- 
action  nicht  genügen,  obgleich  dieses  Gesetz  bei  der  Zusam- 
menfassung der  gleichzeitig  auf  Stromelemente  und  Ström- 
enden stattfindenden  Wirkungen  gewahrt  bleibt.  Die  Zer- 
legung in  Punktkräfte  führt  dagegen  auf  Elementarwirkungen. 
die  dem  Gesetze  von  der  Action  und  Reaction  genügen. 

Um  elementare  Kräfte  der  letzteren  Art  zu  erhalten, 
muss  man  eine  nochmalige  partielle  Integration  des  letzten 
Gliedes  der  Gleichung  (2)  ausführen,  was  bei  gleichzeitiger 
Einführung  von  s und  g an  Stelle  der  Variablen  p und  & 
das  Resultat  giebt: 


X = 


- A*.ijf[(*  - 1) 


d* 

ds’  dt 


7 + 


cos  (ds,  da) 


döy 


/ 
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Y ~ 2 


- ^!-ö/[(y  - ><)J‘<ra  (7)  + V2'008  ( A da\ 


di x, 


Z = 


^‘••5T(‘-Ö27  7, 


- ^3-  o/[(*  - (7)  + V^003  A rf(T>] d<T ■ 


Es  sind  dies  die  Componenten  einer  Summe  von  Abstossungs- 
kräften,  welche  theils  von  den  Enden,  theils  von  den  linearen 
Stromelementen  der  Leitung  g auf  das  Stroraelement  ds  aus- 
geübt werden.  Die  Werthe  sind  folgende: 

1)  Abstossende  Kraft  eines  Endes  von  <x  auf  ein 
Stromelement  ds: 


t A9  • d 8 d 

+ Al-dTrd7 


j,  » d g \j 

A 1 • 17  • “ 

dt  r 


dr 

ds 


2)  Abstossende  Kraft  der  Stromelemente  von  a 
auf  die  von  s : 


— 

b 

"Ö 

• 

V. 

1 1 

• 

00 

Da  nun: 

* fM 

d [ 1 dr' 

ds . da  \ r ) 

da\r 2 ds 

und  feiner: 

cos  (ds,  da)  • 


1 c?*r  , 2 dr  dr 

r2  ds  • da  ' r3  ds  da’ 


— COS  (r,  ds) 


dr 

da 


— cos  (r,  dff), 


d*r 

ds»  da 


1 

r 


[cos  (r,  <fs).cos(r,  da)  — cos  (ds,  da)] 


) 


so  wird  der  Werth  der  Abstossungskraft : 


a 2 • • 

— s • [2  cos  (ds,  da)  — 3 cos  ( r , d s)  • cos  (r,  d <7)]  , 


vras  die  bekannte  Form  von  Ampere  ist. 
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Die  auf  die  Enden  von  s wirkenden  Kräfte  bringen  wir 
auf  die  entsprechende  Form,  indem  wir  in  (2a)  das  dg/da 
durch  partielle  Integration  fortschaffen: 


1 + k 
2 


Ä 2 


da 

dt 


x-J 

r 


d( r. 


und  ebenso: 


1 + k Aide,  v 
2 A dt  * 


1 H*  k j 2 de 
2 A dt'  ~ 


Dies  sind  die  Componenten  von  Abstossungskräften , welche 
theils  von  den  Enden  der  Leitung  theils  von  deren  inneren 
Elementen  auf  die  Enden  der  Leitung  5 ausgeübt  werden.  Und 
zwar  ist  die  Grösse  der  Abstossung 

3)  zwischen  den  Enden  der  Leitungen: 


l + k 
2 


de  da  . o 
dt'  dtA 


unabhängig  von  der  Entfernung; 

292  4)  zwischen  den  inneren  Elementen  von  n und 

den  Enden  von 


i o d&  • 

Adti-r- 


d_ 

da 


- A 2 


de  . 1 
dt  1 r 


dr 

da 


1 

da, 


welcher  Ausdruck  dem  vorher  für  die  Abstossung  zwischen 
den  Enden  von  a und  den  inneren  Elementen  von  s gefunde- 
nen genau  entspricht 

Die  Ergebnisse  der  bisher  angestellten  Untersuchung  sind 
also  folgende: 

Für  die  Kräfte,  welche  die  inneren  Längenele- 
mente zweier  linearen,  unverzweigten,  in  beliebigem 
Grade  biegsamen  und  dehnsamen  Leiter  aufeinander 
ausüben , ergiebt  das  Potentialgesetz  genau  die- 
selben Werthe  wie  das  Gesetz  von  Ampöre.  Der 
Werth  der  Constanten  k in  der  von  mir  gewählten  allge- 
meineren Form  des  Potentialgesetzes  hat  darauf  keinen 
Einfluss. 


i 
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Unterschieden  ist  das  Potentialgesetz  von  dem  von  Am- 
pere nur  durch  die  Kräfte,  welche  auf  die  Enden  der  Leitun- 
gen nicht  geschlossener  Ströme  wirken,  an  denen  sich  Elektri- 
cität  ansammelt.  Dergleichen  Kräfte  kennt  Am pöre’s  Gesetz 
nicht.  Das  Potentialgesetz  dagegen  ergiebt,  wenn  man  alle 
Kräfte  in  anziehende  und  abstossende  zerlegt,  eine  in  Richtung 
der  Verbindungslinie  wirkende  Kraft  sowohl  zwischen  Strom- 
elementen und  Strömenden,  wie  zwischen  je  zwei  Strömenden. 
Die  Kraft  zwischen  Stromelementen  und  Ström- 
enden (1  und  3 oben)  ist  eine  anziehende,  wenn  die  an 
dem  Stromende  sich  sammelnde  Art  der  Elektricität 
gleichnamig  ist  mit  derjenigen,  welche  in  dem  Strom- 
elemente sich  von  dem  Stromende  entfernt.  DieGrösse 
dieser  Kraft  ist  proportional  der  Geschwindigkeit  der  Ansamm- 
lung der  betreffenden  Elektricität  an  dem  Stromende,  ferner 
proportional  der  Geschwindigkeit,  mit  der  die  Entfernung 
zwischen  beiden  wächst,  endlich  umgekehrt  proportional  der 
ersten  Potenz  der  Entfernung,  übrigens  unabhängig  von  der 
Constante  k.  Sie  ist  also  ein  nothwendiges  Ergebniss  jeder 
Form  des  Potentialgesetzes.  Im  Gegensatz  zu  Hm.  W.  We- 
ber ?s  Hypothese  ist  es  hier  nicht  die  schon  angesammelte 
freie,  sondern  die  eben  aus  Bewegung  in  Ruhe  übergehende 
sich  ansammelnde  Elektricität,  welche  die  Wirkung  ausübt, 
und  die  Wirkung  selbst  nicht  dem  Quadrate,  sondern  der  ersten 
Potenz  von  drjdt  proportional. 

Es  strebt  also  hiernach  bewegte  Elektricität  die  eben  frei 
werdende  Elektricität  derselben  Art  in  dieselbe  Bewegung 
nachzuziehen , in  welcher  erstere  relativ  zu  letzterer  be- 
griffen ist. 

Die  Kraft  zwischen  Stromenden  endlich  ist  eine 
anziehende,  wenn  sich  Elektricität  gleicher  Art  an 
beiden  Stromenden  sammelt.  Dass  in  der  Unabhängig-  293 
keit  dieser  Kraft  von  der  Entfernung  keine  physikalische 
Schwierigkeit  liegt,  ist  schon  in  der  Einleitung  erörtert 
worden. 
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In  den  Comptes  Rendus  vom  14.  October  1872  hat  Hr. 
Bertrand  der  Academie  des  Sciences  eine  Betrachtung  mit- 
getheilt,  durch  welche  er  beweisen  zu  können  glaubt,  dass  die 
durch  das  Potentialgesetz  gegebenen  Kräfte,  die,  wenn  man 
sich  die  einzelnen  Längenelemente  des  Leiters  als  feste  Stäbe 
denkt,  für  jedes  derselben  auf  eine  Einzelkraft  und  ein  Kräfte- 
paar zurückgeführt  werden  könnten,  nothwendig  den  festesten 
Leiter  zertrümmern  müssten,  wenn  sie  existirten.  Ich  habe  in 
' der  vorläufigen  Zusammenfassung  der  hier  vorgetragenen  Re- 
sultate, die  ich  der  Berliner  Akademie  (Februar  1873)  gab, 
diesen  Einwurf  erwähnt  und  kurz  bezeichnet,  was  mir  die 
wahrscheinlichste  Quelle  des  Irrthums  in  Hrn.  Bertrand’ s 
Raisonnement  zu  sein  schien.  Meine  dort  gegebene  Interpre- 
tation seiner  Meinung  hat  mein  Gegner  aber  in  dem  Compte 
Rendu  vom  10.  November  1873  als  unrichtig  bezeichnet,  und 
eine  Auseinandersetzung  wiederholt,  welche  ich  vorher  nur  für  eine 
nicht  sehr  glücklich  gewählte  und  leicht  misszuverstehende  Form 
der  Darstellung  gehalten  und  deshalb  übergangen  hatte.  Bei 
der  hervorragenden  Stellung,  welche  Hr.  Bertrand  unter  den 
französischen  Mathematikern  einnimmt,  muss  ich  hier  auf  die 
Sache  zurückkommen.  Um  meinem  Gegner  nichts  unterzu- 
schieben, was  er  nicht  selbst  gesagt  hat,  citire  ich  aus  C.  R. 
LXXV  S.  863  die  Stelle,  wo  derselbe  die  Sache  in  möglichst 
drastischer  Anschaulichkeit  beschreibt: 

„Lassen  Sie  uns  einen  geradlinigen  horizontalen  Draht  an- 
nelimen,  der  ein  Meter  lang  und  in  100  Milharden  gleicher 
Theile  getheilt  ist,  welche  die  Stelle  der  unendlich  kleinen 
Elemente  in  der  Formel  (nämlich  des  Potentialgesetzes)  ver- 
treten; nehmen  wir  weiter  an,  jedes  derselben  werde  durch 
ein  Kräftepaar  von  zwei  verticalen  Kräften  angegriffen,  deren 
jede  dem  Gewicht  von  1 mgr  gleich  ist.  Es  kommt  hier 
nicht  darauf  an,  dass  solche  Kräfte,  wenn  sie  auf  einen  als  ab- 
solut fest  betrachteten  Stab  einwirken,  sich  nach  den  Regeln 
der  Statik  in  ein  Kräftepaar  von  sehr  kleinem  Moment  zu- 
sammensetzen würden,  welches,  ohne  Zweifel,  unfähig  sein 
würde,  einen  Spinnenfaden  zu  zerreissen ; muss  der  Kupferdraht, 
welcher  nach  oben  gezogen  wird  durch  100  Milliarden  Milli- 
gramm, das  heisst  durch  100,000  kg,  und  nach  unten  durch 
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eine  gleiche  Kraft,  nicht  augenblicklich  zerrissen  werden?  Und 
man  bemerke  wohl,  es  handelt  sich  nicht  nur  um  sehr  kleine, 
sondern  um  unendlich  kleine  Elemente;  man  muss  also  die 
Existenz  nicht  nur  von  100  Milliarden  solcher  Kräfte  voraus- 
setzen, sondern  von  einer  unendlichen  Zahl,  und  wie  klein 
auch  der  Werth  jeder  einzelnen  derselben  wäre,  der  Faden 
müsste  einen  unendlich  grossen  Widerstand  entwickeln  können, 
um  fest  zu  bleiben.“ 

Im  C.  R.  t.  LXXVII  S.  1050  — 1051,  wo  mich  Hr.  Ber- 
trand  darüber  tadelt,  dass  ich  so  entscheidender  Auseinander- 
setzungen gar  nicht  Erwähnung  gethan  hätte,  fasst  er  dies 
Beispiel  noch  einmal  zusammen:  „Betrachten  wir  einen  gerad- 
linigen Stab,  der  an  seinen  Enden  von  gleichen  imd  ent- 
gegengesetzten Kräften  von  unendlicher  Intensität  gezogen 
wird“  u.  s.  w.  Hier  sind  die  Kräfte,  die  ein  Jahr  früher 
wenigstens  noch  über  den  ganzen  Stab  vertheilt  waren,  nun 
ganz  an  die  Enden  verlegt. 

Wenn  Hr.  Bertrand  Recht  hat,  so  werden  wir  uns  hüten 
müssen,  einen  stählernen  Magnetstab  je  von  Osten  nach  Westen 
zu  richten,  denn  dann  müsste  derselbe  in  Staub  zerfallen.  An 
einem  solchen  können  wir  uns  durch  den  Versuch  überzeugen, 
dass  jedes  durch  zwei  zur  magnetischen  Axe  senkrechte  Quer- 
schnitte aus  dem  Stabe  herausgetrennte  Stück,  so  klein  und 
kurz  es  auch  sein  mag,  noch  immer  seine  zwei  Pole  hat,  und 
wenn  die  Magnetisirung  des  Stabes  in  seiner  ganzen  Länge 
gleichmässig  gewesen  ist,  so  ist  die  Anziehungskraft  des  Erd- 
magnetismus auf  jeden  Pol  jedes  kleinsten  Stückes  gleich 
gross.  Jedes  von  ihnen  wird  also  vor  der  Trennung,  wie 
nach  der  Trennung , vom  Erdmagnetismus  gerichtet  durch 
ein  Kräftepaar,  dessen  zwei  Kräfte  endliche  Grösse  be- 
halten, so  klein  auch  die  der  magnetischen  Axe  parallele 
Länge  des  betreffenden  Stückes  sein  mag.  Nehmen  wir  an, 
diese  Kraft  sei  gleich  der  Schwere  von  einem  Milligramm. 
Theilen  wir  die  Länge  des  Magnetstabes  in  100  Milliarden 
Theile  u.  s.  w.,  so  ergiebt  sich  bei  ostwestlicher  Richtung 
des  Stabes,  dass  100,000  kgr  den  Magneten  nach  Norden 
reissen,  andere  100,000  kg  nach  Süden.  Müssen  wir  nun  wirk- 
lich mit  Hrn.  Bertrand  schliessen,  dass  der  Magnet  unter 
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solchen  Umständen  zerrissen  wird?  Die  Natur  entscheidet 
gegen  die  Meinung  des  berühmten  Akademikers,  und  Alle,  die 
sich  bisher  mit  mathemathischer  Mechanik  beschäftigt  haben, 
nicht  blos  ich  allein,  haben  in  diesem,  wie  allen  ähnlichen 
Fällen  geglaubt,  die  mechanische  Theorie  sei  hier  vollständig 
im  Einklang  mit  dem,  was  in  Wirkliclikeit  geschieht. 

Man  denke  sich  zwei  Längenelemente  eines  Stabes  ab  und 
bc  in  Richtung  der  x.  Es  sei  ab  afficirt  von  den  beiden,  ein 
Paar  bildenden,  Kräften  — Y in  a und  -f-  Y in  b.  Ein  gleiches 
Paar  wirke  auf  bc,  nämlich  eine  Kraft  — Y in  b und  + Pin 
c.  Die  Summe  der  virtuellen  Momente  der  beiden  Kräfte 
+ Y und  — Yf  welche  die  beiden  Seiten  eines  und  desselben 
Querschnittes  b des  Stabes  angreifen,  bleibt  Null  bei  allen 
Bewegungen  aller  Theile  des  Stabes,  ausser  bei  solchen,  welche 
den  Stab  im  Querschnitt  b zerreissen.  Also  auf  Trennung  der 
beiden  Seiten  eines  Querschnittes  wirken  immer  nur  die  beiden 
endlichen  Kräfte  hin,  die  ihn  direct  angreifen.  Die  Cohäsion 
des  Leiters  braucht  folglich  in  jedem  Querschnitte  nur  zwei 
endlichen  Kräften  zu  widerstehen.  Bei  allen  anderen  Be- 
wegungen werden  die  beiden  Kräfte,  welche  jeden  einzelnen 
Querschnitt  angreifen,  sich  auflieben,  und  so  bleibt  schliesslich 
nichts  von  allen  diesen  Kräften  übrig  als  die  erste  am  Anfang 
des  ersten  und  die  letzte  am  Ende  des  letzten  Längenelemeutes 
dx , also  zwei  endliche  Kräfte,  weiche  ein  endliches  Moment 
hervorbringen. 

Ich  muss  gestehen,  Hrn.  Bertrand’s  Rechnung  scheint 
mir  allen  wohlbewährten  Principien  der  Mechanik  und  der 
Differentialrechnung  zu  widersprechen;  ich  ziehe  deshalb  vor 
zu  glauben,  dass  ich  seine  wahre  Meinung  nicht  gefunden  und 
nicht  verstanden  habe.  Wenn  er  seine  Ansicht  darüber  aus- 
einandersetzen will,  warum  ein  von  Osten  nach  Westen  ge- 
richteter Magnetstab  nicht  zertrümmert  wird,  trotzdem  er  sich 
so  weit  ich  sehe,  genau  imter  derselben  Art  von  Kraftwirkung 
befindet,  wie  ein  von  einem  elektrischen  Strome  durchflossener 
Draht  nach  den  von  mir  aus  dem  Potentialgesetze  gezogenen 
Folgerungen,  so  werde  ich  vielleicht  verstehen  können,  welchen 
Sinn  die  von  ihm  angestellte  Betrachtung  haben  soll. 
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§ 16.  Die  elektrodynamischen  Kräfte  in  körperlichen  295 

Leitern. 

Der  von  Hrn.  F.  E.  Neumann  aufgestellte  Werth  des 
elektrodynamischen  Potentiales  soll  die  durch  die  elektrodyna- 
mischen Kräfte  bei  Bewegungen  der  ponderablen  Leiter  zu 
leistende  ponderomotorische  Arbeit  geben  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  Intensität  der  Strömungen  in  jedem  linearen 
Leiter  während  der  Bewegung  ungeändert  bleibt.  Die  Aende- 
rungen  des  Potentials,  welche  von  Aenderungen  in  der  Inten- 
sität der  Strömungen  abhängen,  seien  diese  nun  durch  Aende- 
rungen des  Widerstandes  oder  der  elektromotorischen  Kräfte 
hervorgebracht,  haben  keinen  Einfluss  auf  den  ponderomoto- 
rischen  Theil  der  geleisteten  Arbeit. 

Die  ponderomotorischen  Kräfte  hängen  eben  nur  ab  von 
den  Stromstärken,  wie  sie  zur  Zeit  der  Wirkung  bestehen, 
nicht  von  deren  Veränderungen.  Die  Auseinandersetzungen 
des  vorigen  Paragraphen  für  unverzweigte  Leiter  lassen  sich 
ohne  Schwierigkeit  auf  zwei  beliebig  verzweigte  Systeme  linearer 
Leiter  übertragen.  An  jedem  Verzweigungspunkte  ist: 

57  = ^[±0  = 0, 

wenn  man  mit  i die  Intensitäten  der  Strömung  in  den  einzelnen 
von  dort  ausgehenden  Zwreigen  bezeichnet  und  das  — Zeichen 
für  die  Strömungen  benutzt,  deren  positive  Richtung  von  dem 
genannten  Punkte  ausgeht,  das  Zeichen  für  die,  deren  posi- 
tive Richtung  auf  den  Punkt  hingeht  Wenn  aber  de/dt  = 0 
ist,  so  ist  auch  die  Summe  der  elektrodynamischen  Wirkungen 
gleich  Null,  welche  von  dem  besprochenen  Verzweigungspunkte 
als  Endpunkte  mehrerer  Strömungen  ausgehen,  oder  auf  ihn 
einwirken.  Wenn  durch  die  Bewegung  einzelne  Fäden  des 
Netzes  gedehnt,  andere  verkürzt  werden,  und  die  Strom  ver- 
theilung  wregen  veränderten  Widerstandes  solcher  Zweige  sich 
ändert,  so  wird  dies  ebenso  wenig,  wie  bei  einfachen  unver- 
zweigten Leitungen  auf  die  ponderomotorischen  Kräfte  Ein- 
fluss haben. 

Von  dem  Falle  eines  verzw*eigten  Leiters  kann  man  durch 
immer  steigende  Anzahl  der  Verzweigungspunkte  übergehen  zu 
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einem  im  Raume  ausgedehnten  Leiter  von  drei  Dimensionen. 
Wenn  man  sich  einen  solchen  in  Fäden  abgetheilt  denkt 
welche  überall  den  Stromlinien  parallel  gerichtet  sind,  sodass 
von  keinem  dieser  Fäden  zu  seinen  Nachbarn  Elektrieität  bei 
der  bestehenden  Stromvertheilung  überfliesst,  so  wird  die  elektro- 
dynamische Wirkung  dieselbe  sein  müssen,  als  wären  dieselben 
296  Stromfäden  als  lineare  Leiter  vorhanden  und  von  einander 
durch  nichtleitende  Zwischenräume  isolirt.  Will  man  den 
Neumann’schen  Begriff  des  elektrodynamischen  Po- 
tentials auf  körperlich  ausgedehnte  Leiter  über- 
tragen, so  wird  man  bei  der  Variation  des  Potentials 
für  die  Berechnung  der  geleisteten  mechanischen 
Arbeit  die  Stromstärke  in  jedem,  aus  denselben 
materiellen  Theilen  gebildeten  .Stromfaden  als  un- 
veränderlich betrachten  müssen. 

Wir  wollen  die  Stromcomponenten  der  elektrischen  Strö- 
mung im  Punkte  x,  y,  z mit  w,  r,  w bezeichnen,  die  Compo- 
nenten  der  Geschwindigkeit  des  materiellen  Leiters  dagegen 
mit  ßf  y.  Das  Linienelement  Ds  wird  die  Richtung  der 
elektrischen  Strömung  haben,  wenn: 

Dx : Dy : Dz : Ds  = u:v:w:  w2. 

Wenn  wir  nun  unter  g den  Querschnitt  eines  unendlich  dünnen 
Stromfadens  verstehen,  dessen  Axe  ds  ist,  und  von  dem  das 
unendlich  kleine  Stück  ds  als  cylindrisch  betrachtet  werden 
kann,  so  ist  g V«2  -f  v2  + *c3  die  Stromintensität  in  diesem 
Stromfaden,  und  gds  sein  Volumen,  welches  wir  mit  Dto  be- 
zeichnen wollen,  also  die  Stromintensität: 


JLJ  ö 


Wenn  also  für  das  betreffende  Stück  des  Stromfadens  bei  der 
Variation  der  Grössen  x,  y,  z das  i unverändert  bleiben  soll, 
so  haben  wir: 


0 = Ö 


u 

Dx 


D io 


Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt: 

0=  ^du+~  SDio-^-.Dio.SDx 
Dx  Dx  Dx 8 
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oder 


$ <5  Dx 

du  — u-f: — 
Dx 


d Do 

U fr— 

Do) 


(3) 


Das  zweite  Glied  rechts  in  dieser  Gleichung  ist  die  relative 
Volum vergrösserung  in  der  Umgebung  des  Punktes  x,  y , z, 
und  diese  ist  nach  bekannten  Sätzen,  wenn  8xf  8y,  8z  con- 
tinuirliche  Functionen  der  Coordinaten  sind: 


Ferner  ist: 


d Du  döx  döy  , döz  ^ 

Dü)  dx  ' dy  dz 


v n döx  t-v  . döx  y-v  , döx 
8 Dx  ass  — —>Dx  4-  -77-  • Dy  4-  »Z)z, 


dx 


also: 


dy 


öDx  döx  . ’döx  . döx 

U — = U • — 5 f-  V • — jT; [- 


~ dx  1 dy 
und  die  Gleichung  für  du  ergiebt: 


(3a) 


8u 


[ döx 

~ V'-dT 


döx  döy\ 

Tjr-u'~dyJ 


+ 1 


döx  döz 

W • ; U» 


dem  entsprechend: 
bv  = 


o?  da:  ^ 

V'~d^J 


+ W 


dz 


döy 


dz 


dz 


8 ic  — ( u 1 


döz 

dx 


w • 


döx 

dx 


+ 


dÖz\ 
v'  dz) 

döz  döy\ 

V • — 5 tt?  • — 5 I 

dy  dy  ) 


(3  b) 


Der  von  den  beiden  Elementen  Ds  und  Ds  abhängige  Theil 
des  Neu  mann’ sehen  Potentiales  P0,  wie  es  oben  in  (lc)  ge- 
geben ist,  erhält  dann  den  Werth: 


DP0  = _ . . yut + „2 + W2 . y „»  + 1. 1 + tt.| 


Dx  Dx' 
~Ds'~D8' 


oder  da: 


+ Ds  Ds  ^ Ds  Ds\  ? ? 


Dx 


u 


u.  s.  w. 


Ds  Vus  + 1>8  + w8  ’ 

n s 9 d)  ü)  • D (0  / , / , / 

DP0——A2 ««  4-üu  4-ww  ♦ 

Wenn  man  hier  nach  den  Volumenelementen  Dm  und  Dm 
integrirt,  erhält  man: 

p0  = - m2 
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Der  Factor  J ist  liier  eingetreten,  da  bei  der  Ausdehnung  der 
sechs  Integrationen  über  sämmtliche  Punkte  des  gesummten 
Leitersystems  jede  Combination  zweier  Elemente  Dm  und  Du % 
zweimal  vorkommt.  Wären  Du  und  Do/  Volumenelemente 
zweier  getrennter  Leiter  S und  S'  und  die  Integration  über 
.r,  y,  2 nur  auf  S,  die  nach  x\  y\  z nur  über  S auszudehnen, 
so  würde  der  Factor  J wegzulassen  sein.  Dass  diejenigen  Ele- 
mente des  Integrals  P0,  welche  wegen  r = 0 unendlich  wer- 
den, das  Integral  nicht  unendlich  machen,  so  lange  w,  r,  k 
daselbst  endlich  sind,  ist  aus  der  Theorie  der  Potentialfunc- 
tionen bekannt. 

Beschränken  wir  uns  zunächst  darauf,  den  hier  gegebenen 
Theil  P0  des  Potentials  zu  variiren  und  die  davon  abhängigen 
Kräfte  zu  suchen,  die  wir  mit  A”0,  Y0,  Z0  bezeichnen  wollen, 
so  haben  wir: 


3P0+f  (X0äx  + r0<5y  + Z,6z)  Dm  = 0.  (3d. 

Wir  setzen  wieder  die  Tkeilchen  des  Körpers  als  frei  ver- 
schieblich voraus,  sodass  5x,  5y  und  5z  von  einander  ganz 
unabhängige,  aber  continuirliche  Functionen  der  Coordinaten 
sind.  Beschränken  wir  uns  zunächst  auf  Variation  der  x , so- 
dass vorläufig  5y  — 5z  = 0 gesetzt  wird,  so  erhalten  wir: 

*p0  + vv1  -f-  wiTj)  Do)  .Do/ 

— A2  JJ*  — [i£j  5 (m D«)  + vl  5 (t>  D co)  -f  iCj  5 (?c  Do/j\  Do/. 

Setzt  man  nun,  nach  Gleichung  (3)  und  (3  a): 

S(n.  Dm)  = uDoy 


= D co- 


li 


d 8x 
dx 


+ v 


d dx 

~dj 


-f-  io 


und  entsprechende  Wei*the  für  5(v.Diü)  und  5(w.Dco),  so 
wird: 


5x  (««j  -f  4-  «’H'1 


u 


ddr 

dx 


4*  v 


ddx 

dy 


-f-  w 


D o) . D a/. 
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Setzt  man  nun  statt  Du  seinen  Werth: 

D u — dx . dy . dz, 

so  kann  man  durch  partielle  Integration  die  Differential- 
quotienten von  dx  fortschaffen,  vorausgesetzt,  dass  dx  eine 
c ontinuirliche  Function  der  Coordinaten  ist,  oder 
dass  keine  Gleitstellen  mit  absoluter  Discontinuität  der  Be- 
wegung Vorkommen.  In  dem  resultirenden  Ausdrucke  ist  die 
mit  dx  multiplicirte  Grösse  nach  (3d)  gleich  — XQDu  zu 
setzen.  Führen  wir  die  Grössen  ein: 

V’  = StD“'’ 

Da,', 


und  berücksichtigen  wir  die  Gleichung: 

de  du  dv  dio 

dt  ~~  dx  dy  dz 


worin  e die  Dichtigkeit  der  freien  Elektricität  ist,  so  er- 
halten wir: 


V 


h 


V _ dU\ 
x dy  ) 


+ w 


(dW  dUA 


dx 


dz 


+ u 


de 

Jt 


l3e) 


und  für  die  auf  die  Flächeneinheit  der  Oberfläche  des  Leiters 
wirkende  Kraft,  wenn  e die  Menge  freier  Elektricität  an  dieser 
Flächeneinheit  ist: 

r/  d ' 6 


X — U' 

" ° u dt 


(3f) 


Dazu  kommt  nun  noch  die  von  dem  Theile  I\  des  Potentials 
herrükrende  Kraft.  Ehe  man  hier  variirt,  kann  man  seine 
Integration  vornehmen,  wie  in  (1  b),  und  man  erhält,  wie  dort: 


p,  = - '-T  A*ffw 


d e 

dt 


r Du . Du . 


Die  Integrationen  sind  beide  über  die  sämmtlichen  vorhandenen 
Volum enelemente  auszudehnen,  und  da  sich  dabei  die  Com- 
bination  jeder  zwei  Elemente  zweimal  wiederholt,  so  ist  vom 
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der  Factor  } hinzugefügt.  Dabei  ist  aber  zu  bemerken,  dass 
unter  diesem  de  /dt  und  dijdt  auch  die  Werthe  der  frei  werden- 
den elektrischen  Massen  an  den  vorhandenen  Grenzflächen  der 
Leiter  mitzubefassen  sind. 

Da  das  Pl  eine  ähnliche  Form,  wie  die  Potentiale  an- 
ziehender Massen  de) dt  und  de/ dt  hat,  so  ergiebt  sich  in  be- 
kannter Weise  daraus  die  Kraft: 


i - 1 


■9  de  j d s 

l'dtJ  dt 


x - £ 


Deo’. 


(3g) 


Oder  wenn  man  die  in  Gleichung  (2c)  meiner  ersten  Abhand- 
lung gebrauchte  Bezeichnung1)  beibehält: 


so  ist: 


v=fr-TrD“’ 

V __  f 1 jided1^ 

\ M dt~7F' 


(3  h: 


Führt  man  ferner  die  anderen  ebenda  gebrauchten  Functionen 
ein,  nämlich: 


u=u  + 


1 — Je  dV 


2 


d x 


v = V 4-  . — 

+ 2 dy 


w=  w+ 


1 -k  dv_ 

2 dz 


300  so  werden  die  Ausdrücke  der  elektrodynamischen  Bewegungs- 
kräfte einfach  folgende: 


A 2 


(dV  dü\  , 

* l - ly)  + » 


+ U 


r jo  (dü 

J = A'[UW~ 


A2 


dü 

dz 


w 1 —s 


dp 

dx ) 

dW\ 
dx  i 


-f-  w 

-f-  V 


dW 

dü\ 

dx 

dz) 

d W 

dV \ 

dy 

dz  j 

d V 

dW\ 

dz 

dy) 

de 

dt 


4-  jt— 

^ dt 


(M 


Dabei  ist  unter  e alle  an  Flächen  und  in  körperlichen  Räumen 
angesammelte  freie  Elektricität  zu  verstehen,  ebenso  wie  dies 


1)  In  dieser  Gleichung  ist  ein  Druckfehler.  Der  Factor  4tz  im 
Nenner  muss  getilgt  werden,  daA<f>  = — 4;re  ist.  (Der  Fehler  ist  oben 
S.  570  schon  corrigirt.) 
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bei  der  Bildung  der  Function  mit  de /dt  geschehen  ist. 
Dass  die  mit  w,  v,  w multiplicirten  Factoren  den  Componenten 
der  magnetischen  Kraft,  welche  durch  die  Ströme  erzeugt  wird, 
proportional  sind,  ist  in  Gleichung  (19b)  meiner  ersten  Ab- 
handlung nachgewiesen. 

Die  in  (3i)  gegebenen  Werthe  der  elektrodynamischen 
Kräfte  haben  die  Grassmann’sche  Form,  nur  dass  in  dieser 
letzteren  die  auf  die  freiwerdende  Elektricität  dejdi  'wirkenden 
Kräfte  fehlen.  Es  bleibt  noch  übrig  den  von  de/ dt  unab- 
hängigen Theil  auf  die  Amp&re’sche  Form  zu  bringen. 

Zu  dem  Ende  führe  man  in  dem  Ausdrucke: 


dO'  dU’  dü‘ 
K = u — f-  v -77—  + w 


dr 


dy 


dz 


= -fffu  -[u fe.T.g- t£iy 7 ■>)  + *(«- »3 .co-.d^dt 


(3k) 


eine  partielle  Integration  nach  £ aus,  welche  ergiebt: 
*=+/«,(*-  cos a.dco 


(*—£)*«  + (y— Tj)(x—  S)v+(z-Z)(x-S)u> 


-fffl « + «(>- ?)  + «(» -CT  dt . d„ . d£. 

Mittels  der  Gleichung: 

de  du  dv'  .du? 

dt  d$  drj 

lässt  sich  aus  dem  letzten  Integral  zuerst  das  du  /rff  und  dann 
dv  /d 7]  und  dw  /d±  durch  partielle  Integration  beseitigen. 
Das  giebt: 

*=//]>- 1) [»(»- fl + *<y -?)  + »(«-»]  di . d„ . di  mi 
dU'  dV'  dW  o rm*  - *)  r/  , X 

4-  {z  — £)  w]  [{x  — |)  »'+  (y  — i?)  v -f  (2—$)^]  • *7  • 


Wenn  man  nun  zur  ersten  der  Gleichungen  (3i)  hinzuaddirt 
die  aus  (3k)  folgende  Gleichung: 


0 — A2 


K+u 


d€T_ 

dr 
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so  erhält  man: 

x = A*  uTt  ~ a2IIM  ^ t“  (*  - 1)  + » (y  - 

+ » (*  - £)]  rf|  • drt  .di- A- fff  -~J  [2  cos  ft/) 
— 3 cos  (/,  r)  cos  (y,  r)]  . drj . 


'(31) 


Das  letzte  Glied  dieses  Ausdruckes  ist  die  Ampöre’sche 
Kraft  zwischen  zwei  Stromelementen.  Das  erste  Glied  rührt 
her  von  den  Wirkungen  auf  die  freiwerdende  Elektricität  in 
x,  y,  z.  Das  zweite  giebt  die  Wirkung  der  anderwärts  frei 
werdenden  Elektricität  auf  die  Strömung  im  Punkte  x,  y,  z. 
Wird  nirgends  Elektricität  frei,  das  heisst,  sind  alle  Ströme, 
die  auf  einander  wirken,  geschlossene,  so  bleibt  die  Ampöre’sche 
Kraft  allein  übrig. 

Dadurch  ist  auch  für  Leiter  von  drei  Dimensionen,  bei 
denen  die  Bewegungen  der  einzelnen  Volumenelemente  in  ganz 
beliebiger  Weise  geschehen  können,  vorausgesetzt  nur,  dass 
sie  continuirlich  für  benachbarte  Theilchen  geschehen  und  die 
Stromfäden  nicht  zerreissen,  erwiesen,  dass  für  geschlossene 
Strömungen  das  Potentialgesetz  genau  dieselben  elek- 
trodynamischen Bewegungskräfte  ergiebt,  wie  Am* 
p&re’s  Gesetz. 

Der  zweite  Theil  des  Werthes  von  X in  (31)  ist  die  x-Com- 
ponente  einer  anziehenden  Kraft : 

— ' 77  di»  drj . dg  [m  - — - + v- — - w- — -1 , j 

r dt  * ' * l_  r r r J 


welche  die  freiwerdende  Elektricität  de /dt  im  Volumenelemente 
dg . drt . dg  auf  die  von  ihr  weg  in  Richtung  von  r fliessende 
elektrische  Strömung  im  Punkte  x,  y,  z ausübt. 

Der  erste  Theil  jenes  Werthes  von  x endlich  entspricht 
der  auf  die  im  Punkte  x , y,  z frei  werdende  Elektricität  aus- 
geübten Kraft. 


302  § 17.  Die  Anwendung  des  Potentialgesetzes  auf  Gleitstellen. 

Die  in  § 15  angestellten  Betrachtungen  setzten  voraus, 
dass  entweder  die  Variationen  bx , üy,  dz  continuirliche  Functionen 
der  Coordinaten  sind,  wobei  dann  die  Continuität  der  Strom- 
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leitung  erhalten  bleibt,  oder  dass  die  Stromleitung  abbricht, 
wo  die  Variationen  discontinuirlich  werden.  Nun  können  aber 
auch  Fälle  Vorkommen,  in  denen  man  die  Bewegung  der  leiten- 
den Metallstücke  als  discontinuirlich  betrachten  kann,  und  doch 
die  Stromleitung  erhalten  bleibt.  Ein  solcher  Fall  wäre  zu- 
nächst der,  wo  die  zwei  Metallstücke  sich  trennen,  und  der 
Strom  zwischen  ihnen  einen  leitenden  Bogen  von  glühendem 
Metalldampf  erzeugt.  Hier  besteht  weiter  keine  analytische 
Schwierigkeit  in  der  Anwendung  unseres  Gesetzes,  da  das 
materielle  leitende  Verbindungsglied  sich  durch  Dehnung  aus 
den  vorher  an  der  Berührungsstelle  liegenden  Metalltheilchen 
gebildet  hat.  Hier  ist  und  bleibt  das  neue  Leiterelement, 
welches  die  Lücke  ausfüllt,  für  sich  bestehend,  so  lange  über- 
haupt Leitung  besteht,  und  an  diesen  Fall  kann  sich  also  kein 
Zweifel  anknüpfen. 

Weniger  augenfällig  wird  das  Verhältniss,  wenn  der  Draht, 
welcher  sich  von  seiner  bisherigen  Berührungsstelle  mit  dem 
anderen  Leiter  trennt,  sogleich  wieder  mit  anderen  Stellen  des 
letzteren  Leiters  in  Berührung  kommt,  sodass  sich  immer  wieder 
neue  Stromladen  anknüpfen,  und  deshalb  der  Funkenbogen 
zwischen  beiden  Leitern  gar  nicht  oder  nur  in  unterbrochener 
Weise  zur  Erscheinung  kommt.  Dieser  Fall  würde  dem  Be- 
stehen einer  Gleitstelle  zwischen  den  beiden  Leitern  entsprechen. 

Denkt  man  sich  die  Stromfäden  construirt,  welche  durch 
die  Gleitstelle  hindurchgehen,  und  nehmen  wir  einen  absoluten 
Sprung  in  den  Werthen  der  Geschwindigkeiten  diesseits  und 
jenseits  der  Gleitfläche  an,  so  würde  aus  einer  solchen  An- 
nahme folgen,  dass  in  der  Gleitstelle  jeder  der  zur  Zeit  be- 
stehenden Stromfäden  immer  und  immer  wieder  zerrissen  wird. 
Die  Berechnung  der  ponderomotorischen  Kräfte  aus  dem  Po- 
tentialgesetze kann  aber  nur  unter  der  Voraussetzung  geschehen, 
«lass  die  Strömung  in  jedem  aus  denselben  materiellen  Theilen 
bestehenden  Stromfaden  ungeändert  bleibt.  Wie  sich  die  ma- 
teriellen Theile  des  Leiters  dabei  in  dem  Faden  verschieben, 
hat  keinen  Einfluss  auf  die  geleistete  Arbeit,  da  nach  der 
Länge  des  Leiters  keine  elektrodynamischen  Bewegungskräfte 
wirken.  Man  würde  also  auch  in  diesem  Falle  bei  der  Be- 
rechnung der  Variationen  voraussetzen  müssen,  dass  die  ab- 
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reissenden  Stromfäden  noch  durch  ein  leitendes  Linienelement 
für  einen  Augenblick  verbunden  bleiben.  Diese  Vorstellung 
303  kann  unnatürlich  oder  willkürlich  erscheinen,  sie  ist  es  aber 
nicht,  wenn  wir  beachten,  dass  bei  wirklich  ausführbaren  Ver- 
suchen eine  absolute  Discontinuität  der  Bewegung  gar  nicht 
eintritt,  und  wenn  man  von  den  wirklich  vorkommenden  Ver- 
hältnissen den  Uebergang  zur  Grenze  einer  theoretisch-dis- 
continuirlicken  Bewegung  der  beiden  Leiter  macht. 

Bei  der  Schwäche  der  elektrodynamischen  Kräfte,  welche 
auf  einen  einzelnen  Leitungsdraht  wirken,  müssen  wir  den  Draht 
sehr  leicht  beweglich  machen  und  doch  dafür'  sorgen,  dass  an 
der  Gleitstelle  sehr  gute  Leitung  des  Stromes  stattfindet.  Um 
beide  Bedingungen  gleichzeitig  zu  erfüllen,  keimen  wir  bisher 
keine  andere  Methode,  als  die,  an  der  Gleitstelle  flüssige  Leiter, 
entweder  Quecksilber  oder  Elektrolyten,  einzuschalten,  deren 
Grenzschichten  an  den  beiden  metallischen  Elektroden  fest- 
haften, und  deren  innere  Schichten  sich  so  bewegen,  dass  sie 
einen  continuirlichen  Uebergang  von  der  Bewegung  der  einen 
zu  der  der  anderen  Elektrode  hersteilen.  Hierbei  ist  von  einer 
wirklichen  Discontinuität  der  Bewegung  also  gar  keine  Rede, 
und  auf  dergleichen  Versuche  bleibt  die  bisher  gegebene  Be- 
weisführung, dass  für  geschlossene  Ströme  das  Am pe reiche 
und  Neumann’sche  Gesetz  dieselben  Resultate  geben,  voll- 
kommen anwendbar. 

Denkt  man  sich  die  flüssige  Schicht  immer  dünner  werdend, 
so  kann  man  die  besprochene  continuirliche  Bewegung  einer 
discontinuirlichen  bis  zu  jedem  Grade  der  Annäherung  ähn- 
licher machen,  ohne  dass  die  bisher  angestellteu  Betrachtungen 
ihre  Anwendbarkeit  verlieren. 

Solche  Fälle  treten  ein,  wenn  wir  zwei  harte  Metalle  auf- 
einander schleifen  lassen.  Es  ist  bekannt,  dass  dies  unter  ziem- 
lich starkem  Druck  geschehen  muss,  wenn  eine  gute  Strom- 
leitung erreicht  werden  soll;  dabei  verändern  sich  die  ober- 
flächlichen Schichten  der  Metalle  sehr  merklich  und  reiben 
sich  ab,  woraus  war  schliessen  müssen,  dass  ihre  oberflächlichen 
Schichten  der  Bewegung  des  anderen  Stückes  zum  Theilo 
folgen.  Bei  leicht  entzündlichen  Metallen,  wie  Eisen,  sprühen 
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dabei  Funken  auf,  welche  zeigen,  dass  der  Uebergang  der 
Elektricität  zum  Theil  auch  durch  kurze  Dampfbögen  unter- 
halten wird.  Für  dergleichen  Fülle  hat  man  die  elektrodyna- 
mischen Bewegungskräfte  der  Gleitstelle  allerdings  noch  nicht 
direct  beobachtet,  doch  hat  Hr.  F.  E.  Neumann  durch  den 
Versuch  gezeigt,  dass  die  inducirten  elektromotorischen  Kräfte 
auch  in  diesen  Fällen  seinem  Potentialgesetze  folgen,  und 
daraus  folgt  nach  dem  Gesetze  von  der  Erhaltung  der  Kraft, 
dass  es  auch  die  elektrodynamischen  Kräfte  tliun  müssen  (s. 
unten  § 20). 

Die  Annahme  einer  Gleitung  mit  discontinuirlicher  Ver- 
schiebung ist  also  den  bisher  beobachteten  Thatsachen  gegen- 
über nur  eine  Grenze,  der  die  wirklichen  Verhältnisse  sehr 
nahe  kommen  können,  und  die  deshalb  analytisch  als  verein- 
fachende Darstellung  derselben  gebraucht  werden  mag,  voraus- 
gesetzt dass  man  in  der  Rechnung  das  richtige  Annäherungs- 
verfahren anwendet.  Aehnliche  Grenzbegriffe  haben  wir  in  der 
mathematischen  Physik  viele,  wie  den  des  absolut  festen  Körpers, 
der  incompressiblen  Flüssigkeit  u.  s.  w.,  deren  Eigenschaften 
sich  aus  den  allgemeinen  Principien  der  Mechanik  (New  ton ’s 
Axiomen)  auch  nur  dann  herleiten  lassen,  wenn  man  sie  als 
die  Grenze  der  elastischen  Körper  von  grossem  Elasticitäts- 
coefficienten  ansieht.  Thut  man  dies  nicht,  so  muss  man  bei 
ihrer  Behandlung  noch  besondere  Hypothesen  zu  Hülfe  nehmen, 
welche  die  besondere  Art  und  Weise  definiren,  wie  Kräfte, 
gegen  feste  Körper  wirkend,  zu  zerlegen  sind. 

In  unserem  Falle  ergeben  sich  also  richtige  Folgerungen 
aus  dem  Neumann’schen  Gesetze,  wenn  man  eine  Gleitung 
mit  discontinuirlicher  Verschiebung  als  den  Grenzfall  continuir- 
licher  Verschiebung  ansieht,  welche  nur  auf  eine  immer  dünner 
werdende  Schicht  zusammengedrängt  wird.  Man  kann  nun 
entweder  so  verfahren,  dass  man  aus  dem  Potentialausdrucke 
die  Amper e’schen  Kräfte  herleitet,  ehe  man  die  Uebergangs- 
schicht  als  unendlich  dünn  gesetzt  hat;  oder  wenn  man  auf 
diese  unmittelbar  den  Potentialausdruck  an  wenden  will,  das 
Potential  von  verschwindend  kleinen  Stromfadenelementen  mit- 
berechnet, welche  die  gleitenden  Flächen  verbinden. 

Nehmen  wir  an,  dass  an  der  negativen  Seite  der  yz-Fläche 

47* 


304 
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die  leitende  Masse  in  Ruhe  sei,  dass  zwischen  x = 0 und  x — ). 
deren  Geschwindigkeit  in  Richtung  der  y sei: 


0 = 


j*  ß 

T? 


dagegen  tur  # > A: 


)o  — ß. 


Die  elektrische  Strömung  sei  senkrecht  zur  Gleitfläche  parallel  .r 
und  von  dem  constanten  Werthe  ?/0,  so  würden  in  den  Schichten 
zwischen  x = 0 und  x — A,  wenn  jeder  materielle  leitende  Faden 
seine  Stromintensität  behielte,  nach  dem  Zeittheilchen  dt  die 
Stromcomponenten  sein : 


V = £ dt, 

tc  = 0. 


305  Betrachten  wir  die  Dicke  A als  verschwindend  klein  und  ver- 
nachlässigen wir  die  Glieder,  welche  X in  höherer  als  der  ersten 
Potenz  enthalten,  so  wird  der  Werth  des  elektrodynamischen 
Potentials  für  das  Flächenstück  Q dieser  verschiebbaren 
Schicht  sein: 

r=-(uui,+  Vv„{dt)Qx, 


und  wenn  wir  die  gesammte  Intensität  des  durch  Q gehenden 
Stromes  mit  J bezeichnen: 


so  ist: 


dP 

de 


J — Qu, 
dt  = - VJßdt, 


also  unabhängig  von  der  Dicke  X der  verschiebbaren  Schicht 
Eine  Kraft  Y,  welche  an  der  Ebene  x = X angebracht  die- 
selbe Arbeit  leisten  würde,  müsste  sein: 


woraus  folgt: 


Yßdt 


dP 

de 


Y = JV. 


i 

i 


Es  ist  dies  einfach  der  Werth  der  Kraft,  welche  auf  die 
Endfläche  der  verschiebbaren  Schicht  wirken  würde,  wenn  sie 
eine  Endfläche  des  Stromes  wäre.  Auf  diese  Endkraft  reducirt 
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sich  die  ganze  elektrodynamische  Wirkung,  welche  die  übrigen 
vorhandenen  Strömungen  auf  die  verschiebbare  Schicht  aus- 
üben, sobald  diese  verschwindend  kleine  Dicke  hat. 

Da  aber  die  Fläche  x = X in  Wahrheit  keine  Endfläche 
des  durchströmten  Leiters  ist,  sondern  an  den  gleitenden  festen 
Leiter  sich  anschliesst,  so  begegnet  die  Endkraft  der  sich  ver- 
schiebenden Schicht  der  entgegengesetzt  gerichteten  gleich 
grossen  Endkraft  an  der  Endfläche  des  festen  Leiters,  und 
beide  heben  sich  gegenseitig  auf. 

Der  ganze  Einfluss  einer  solchen  unendlich  dünnen  Ueber- 
gangsschicht,  wie  wir  sie  angenommen  haben,  besteht  also  darin, 
dass  die  beiden  Endkräfte  wegfallen,  welche  auf  die  Grenz- 
fläche der  beiden  Leiter  wirken  würden,  wenn  statt  der  leiten- 
den Uebergangsschicht  eine  isolirende  Zwischenschicht  bestände. 
Das  heisst  also,  es  wirken  diesseits  und  jenseits  der  Gleitfläche 
nur  die  Ampö re ’schcn  (oder  Grassmann’schen)  Kräfte.  Die- 
jenigen Theile  dieser  Kräfte,  welche  auf  die  leitenden  Elemente 
der  Uebergangsschicht  selbst  wirken,  sind  verschwindend  klein,  30a 
wenn  die  Dicke  der  Schicht  verschwindend  klein  ist. 

Will  man  also  die  elektrodynamische  Arbeit  direct  aus 
dem  Werthe  des  Potentials  berechnen,  und  dabei  die  Existenz 
der  Uebergangsschicht  vernachlässigen,  so  muss  man  an  Stelle 
dieser  Schicht  zwei  Endkräfte  an  die  Grenzflächen  der  gleiten- 
den Leiter  hinzugefügt  denken,  welche  denjenigen  gerade  ent- 
gegengesetzt sind,  die  ebenda  auf  Endflächen  der  Strömung 
wirken  würden.  Denn  die  genannten  Grenzflächen  sind  eben 
keine  Endflächen  der  Strömung.  Diese  Art  der  Darstellung 
vereinfacht  die  Berechnung  der  Wirkung  oft  in  hohem  Grade. 
Nehmen  wir  z.  B.  das  von  Hm.  Riecke  angeführte  Bei- 
spiel, wo  der  bewegliche  Tlieil  des  Leiters  der  Radius  eines 
Kreises  ist , der  an  der  leitenden  Peripherie  des  Kreises 
gleitet,  und  die  Zuleitung  des  Stromes  zum  Centrum  des  Kreises, 
die  Ableitung  von  der  Peripherie  symmetrisch  zur  Axe  ge- 
schieht, während  die  elektrodynamische  Wirkung  von  starken 
Kreisströmen  ausgeht,  die  concentrisch  mit  dem  Gleitkreise 
angebracht  sind.  In  einem  solchen  Falle  rotirt  bekanntlich 
der  Radius  entgegengesetzt  der  positiven  Elektricität  in  den 
Kreisströmen.  Hr.  Ri  ecke  hat  Recht,  dass  in  diesem  Falle 
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das  Potential,  welches  die  Kreisströme  auf  den  .Radius  aus- 
üben, sich  bei  dessen  Bewegung  nicht  ändert,  weil  er  immer- 
fort in  symmetrischer  Lage  zu  ihnen  bleibt.  Aber  die  Strom- 
fäden in  der  Gleitstelle  gehen  fortdauernd  aus  der  radialen  in 
die  tangentiale  Richtung  über,  imd  deren  Potential  gegen  die 
Kreisströme  ist  in  erster  Lage  Null,  in  zweiter  Lage  hat  es 
einen  von  Null  verschiedenen  Werth.  Die  Vorgänge  in  der 
Gleitstelle  allein  sind  in  diesem  Falle  das  Treibende,  und  aus 
unserer  Darstellung  ergiebt  sich,  dass  der  Werth  der  drehen- 
den Kraft  einfach  zu  finden  ist,  indem  man  die  Endkraft  für 
die  gleitende  Spitze  berechnet  und  diese  negativ  nimmt. 

An  ähnlichen  Beispielen  hat  Hr.  C.  Neumann  Anstoss 
genommen1)  und  leugnet  deshalb  die  Anwendbarkeit  des  von 
seinem  Vater  aufgestellten  Potentialgesetzes  auf  Stromelemente. 
Die  absolute  Discontinuität  der  Bewegung  in  der  Gleitstelle, 
welche  die  Schwierigkeit  (das  Zerreissen  der  Stromfaden)  her- 
beiführt,  ist  aber  nur  eine  mathematische  Fiction.  Nimmt  man 
sie  streng,  so  giebt  das  Potentialgesetz,  welches  Fortdauer  des 
Stromes  in  denselben  materiellen  Stromfaden  voraussetzt,  keine 
307  falsche,  sondern  überhaupt  gar  keine  Auskunft  für  die  Stellen, 
wo  die  Fäden  zerreissen.  Den  richtigen  Werth  findet  man  auf 
dem  von  uns  eingeschlagenen  Wege,  welcher  die  den  wirklichen 
Verhältnissen  entsprechende  Art  der  Annäherung  an  die  Dis- 
continuität analytisch  ausdrückt. 

§ 18.  Die  elektrodynamische  Induction. 

Hr.  F.  E.  Neu  mann  hat  das  von  ihm  aufgestellte  Gesetz 
der  Induction  im  Anfänge  der  oben  citirten  Abhandlung  auch 
nur  für  geschlossene  lineare  Ströme  erwiesen.  In  der  ersten 
meiner  elektrodynamischen  Abhandlungen  (Bd.  72  dieses  Jour- 
nals) habe  ich  seine  Anwendung  ausgedehnt  auf  die  durch 
Aenderung  der  Stromstärke  hervorgerufene  Induction  in  ruhen- 
den Leitern  von  drei  Dimensionen  mit  ungeschlossenen  Strö- 
mungen. Dasselbe  ist  hier  noch  zu  thun  für  die  allgemeinsten 
Fälle  der  Induction,  bei  denen  gleichzeitig  Aenderungen  der 
Stromintensität  und  der  Lage  der  Leiter  Vorkommen. 

1)  Die  elektrischen  Kräfte.  Leipzig  1873.  S.  77 — 79. 
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Die  elektromotorische  Kraft,  welche  auf  das  Element  Ds 
eines  Stromfadens  einwirkt,  ist,  wenn  wir  die  bisher  gewählten 
Maasseinheiten  beibehalten  und  die  Neumann’schen  Sätze, 
welche  zunächst  nur  für  Leiter  von  endlicher  Länge  aufgestellt 
sind,  auf  deren  einzelne  Längenelemente  übertragen,  unab- 
hängig von  der  Stromstärke  in  Ds  selbst,  und  gleich  der  Ge- 
schwindigkeit der  Aenderung  des  Potentials  dJ’/dt,  welches 
sämmtliche  vorhandenen  Ströme  auf  das  von  der  Einheit  der 
Stromstärke  durchflossene  materielle  leitende  Element  Ds  her- 
vorbringen. 

Für  zwei  lineare  Stromelemente  Ds  und  Dcf  mit  den 
Stromstärken  i und  j können  wir  setzen: 


i.j.A*. 

oder  wie  in  (1): 


1 dr  dr  1 + k d2  r 

— t — — — 0 - — L* . — - # — ■ ■ .. 

r ds  da  2 ds  • da 


Ds.  Da,  (4) 


£>/>  = - + A)cos(D*,  Da) 


-r  (1  — A)  cos(r,  Ds) . cos(r,  Dd)\  .Ds.Da. 


Die  inducirte  Kraft  9t  für  die  Längeneinheit  der  Stromleiter  s 
und  <t  wäre  nach  dem  eben  ausgesprochenen  Principe  durch 
folgende  Beziehung  gegeben: 

‘R.Ds.Do  = 

oder: 

1S.Ds.Da-  -^.5{i.[(l+A)cos(jD«,  Da) 

+ (1  — A)cos(r,  Ds). cos  (r,  Do)]  .Ds.DoJ  • 

Bezeichnen  wir  mit  9^  die  entsprechende  inducirte  Kraft,  die 
im  Stromleiter  a wirkt,  so  ist: 


l 

r 


dr 

ds 


dr 
d a 


+ 


1 + k d2r 


ds  • da 


• Ds.Do 


}(4a) 


9t2  .Ds.Da  — jj 


dr  dr  , 
ds  da 


1 + k d2r 
2 ds*do\ 


Ds,Da 


\ 

) 


und  die  Arbeit  <523,  welche  die  ponderomotorischen  Kräfte  an 
den  Längeneinheiten  der  Stromleiter  verrichten, 


Sfä .Ds.Do  = - ^2.i.j<j{ 

1 + k d2r 


1 dr  dr 
r ds  da 


+ 


ds*  d i 


Ds.  Do} • 


(4  b) 
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Daraus  folgt: 

d{DP)  = [(«.*  + 9^  .j)Öt+  ÖM].Ds.Dg.  (4c) 

Diese  letztere  Gleichung  ist,  wie  wir  später  sehen  werden,  der 
Ausdruck  des  Gesetzes  von  der  Erhaltung  der  Kraft. 

Wenn  wir  diese  Ausdrücke  auf  Leiter  von  drei  Dimen- 
sionen ühertragen  wollen,  so  müssen  wir  die  Aenderung  des 
Potentials  P suchen  für  ein  Stück  Ds  eines  aus  denselben 
materiellen  Theilchen  bestehenden  und  von  der  Stromstärke 
J — 1 durchströmten  Stromfadens,  Sind  Dx,  Dy,  Dz  die 
Projectionen  von  Ds  auf  die  Coordinatenaxen,  so  ist  der  Tkeil 
von  P,  der  sich  auf  Ds  bezieht,  mit  Benutzung  der  schon 
früher  gebrauchten  Zeichen: 

PDs  = — JA1  [ U.  Dx  + V.  Dy  + IV.  Dz].  (5) 

Dieser  Ausdruck  bleibt  nach  bekannten  Sätzen  endlich,  auch 
wenn  das  Element  Ds  des  Stromfadens  innerhalb  desselben 
Raumes  liegt,  der  die  Elemente  für  die  Integrale  U,  V,  ff 
liefert.  Ich  werde  im  Folgenden  diese  Grössen  als  Functionen 
der  Zeit  imd  der  Coordinaten  x , y,  z des  im  Raume  festen 
Punktes  betrachten,  auf  den  sie  sich  beziehen.  Die  Variationen 
d U , S Vy  ö W sollen  also  die  Veränderungen  bezeichnen,  welche 
U \ V,  W in  dem  festen  Raumpunkte  x,  y,  z durch  Aenderungen 
der  Stromstärke  und  Bewegungen  der  übrigen  Stromelemente 
erleiden.  Dagegen  wollen  wir  8{U),  d(V),  d(fV)  gebrauchen, 
um  die  Aenderungen  in  dem  bewegten  materiellen  Punkte  zu 
bezeichnen,  der  zu  Anfang  der  Zeit  d t im  Punkte  .r,  y,  z sich 
befindet.  Es  ist  also: 

8{U)  = SU+d£.S*+d^.8y  + it.öz, 

wenn  dx,  8y  und  dz  die  Verschiebungen  bezeichnen,  weiche 
jener  materielle  Punkt  im  Zeittheilchen  dt  erlitten  hat.  Die 
Veränderung  von  Dx  ist,  wie  sich  leicht  ergiebt, 

$ r\  d Ö x -y~\  . d ö x -p.  • d S x 

d Dx  = — • Dx  4 — Du  4 — j—'Dz. 
dx  r/y  **  dz 

Mit  Berücksichtigung  dieser  Werthe  ergiebt  Gleichung  (5), 
da  J — 1, 

9l.Ds.dt  = d(P.Ds)  = {X.Dx  + ty.Dy  + 3 .Dz)  St,  (5a) 
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worin  gesetzt  ist: 
X.Öt  = - A 2 

%.dt  = - A2 

Q.St  = — A2 


W + u-tg  + r.  % + /r.g 


9{r)+u.*fc+v.%*.  + w.ijL 


(5  b) 


r,  ddx 


+ v> 


ddy 


+ W 


döz 


*W+*iM  - -dr  ' - dr 
Setzen  wir  statt  der  Yerscliiebungen  Ö.r,  dy  und  Öz  die  ent- 
sprechenden Componenten  der  Geschwindigkeit: 

8x~a.dt,  öy—ß.öt , dz~y.dtf 

so  ergeben  sich  die  Werthe  der  Grössen  £,  $,  3,  welche,  wie 
Gleichung  (5a)  zeigt,  die  den  Coordinatenaxen  parallelen 
Componenten  der  inducirten  elektromotorischen  Kraft  9t  sind, 
wie  folgt: 

'<5  U , dU  , n dU  . dü 
dx 


3e  = - a2 


+ + ß'  + y 


dt 


dz 


+ u.  yM+fr.iz- 

dx  dx  dx 


2)  = - A2 


d_v 

dt 


dV 

dx 


t t+  u-^rr  + ß-^z  + Y'Yi 


dV 
dy 

drt  . nr  d 


dV 

dz 


1 T T du  | rr  | iir  fly 


8 = - a2 


dJV 
dt  ' 


dir  , 0 dw  , dw 

et»-, — b ?•-, — b Y'~r 

dx  * dv  * dz 


I TT  da  . I r dfi  . jr-  d Y 

+ L • dz+x 

Diese  Werthe  lassen  sich  auch  schreiben 


(5  c) 


3t'  = 


tu 

dt 


o dU__dV\  (dü_d_ 

' Vt/^  dx ) / \dz  d 

+ rxW“  + rfl  + tr/i], 


0 = - a2 


[ <5  V , 

(dV 

dU\ 

L77  + “ 

Ur 

dy) 

+ ls(U«  + Vß  + Wy) 


3 = -* 


5 W 
dt 


+ u 


d W du 


■“*71+  ß hc 


dx  dz 


dw  d_r 

dz 


dy 


+ £(tf«+  Vß  + Wr) 


(5d) 
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Die  ersten  Theile  dieser  Ausdrücke  dU/St , öV/öt  und  öfVjöt 
geben  die  inducirten  Kräfte , denen  das  Leiterelement  ausge- 
setzt sein  würde,  auch  wenn  es  nicht  selbst  bewegt  würde. 

310  Wenn  wir  die  in  Gleichung  (19  b)  meiner  Abhandlung  im 
72.  Bande  eingeführten  Werthe  der  magnetischen  Kraftcom- 
ponenten  2,  937,  9t  anwenden: 


2 = ^ 
m = a 


dV 

dz 

dW 
d x 


9t  - A 


d w 
dy\' 

d U 
dz  _ ’ 

dV ■ 
dx  1 


so  erhalten  die  zweiten  in  (5d)  mit  a,  ß1  y multiphcirten 
Theile  der  obigen  Kräfte,  die  wir  mit  3^,  J)j,  3i  bezeichnen 
wollen,  die  Werthe: 

9,=  -A[y*  -«*], 

8,=  ßZ], 

woraus  folgt: 

*i  Dt  + VlDy  + &Dz--A\WyDy- ßDz) i 
+ 937(«Dz  — y Dx)  4*  97(/?.Z>#  — otDyj].  i 

Das  ist  die  durch  Bewegung  des  Leiterelements  JDs  quer  durch 
die  Richtung  der  magnetischen  Kraftlinien  erzeugte  inducirende 
Kraft. 

Endlich  der  letzte  Theil  der  Werthe  von  3t’,  g,  3?  der 
die  Differentialquotienten  von  (Uce  -f-  Vß  -}-  Wy)  enthält,  und 
den  wir  beziehlich  mit  £2,  $2,  3-2  bezeichnen  wollen,  giebt  für 
einen  linearen  Leiter,  dessen  Längenelemente  Ds  sind, 

/( Jr%DyJr  Z>,Dz)  =-(Üa+Vß+  Wy\  (5g) 

wo  der  Ausdruck  rechts  die  Differenz  der  den  Grenzen  der 
Integration  angehörigen  Werthe  bezeichnet.  Er  wird  gleich 
Null,  wenn  die  Litegration  über  eine  geschlossene  Curve  aus- 
gedehnt wird. 

Ich  will  hier  nur  noch  an  die  seit  Ampäre  bekannten 
Beziehungen  zwischen  2,  937,  97  und  77,  V,  W erinnern.  Es 
sei  dco  das  Flächenelement  einer  einfach  zusammenhängenden 
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Fläche,  und  es  seien  a , b,  c die  Winkel,  welche  die  Normale 
dieses  Elements  mit  den  Ooordinatenaxen  macht,  ds  aber  das 
Linienelement  der  Grenzcurve,  so  ergiebt  sich  mit  Benutzung 
der  in  (5e)  gegebenen  Werthe,  wenn  2,  9)?,  97  imd  U , V , IV 
in  der  Fläche  überall  stetig  und  endlich  sind, 

i f f (2 . cos  a -f-  907  . cos  b + 9J  • cos  c)  dio 
= i f f (2 .dy .dz  -f  tyX.dx  .dz  + 91  .dx.dy) 

— i j* (U.dx  -f  V.dy  + fV.dz) 

= f (U.u  + V.v  + JV.tc)d8t 


worin  die  ersten  beiden  Integrale  über  die  ganze  Fläche,  das  an 
letzte  über  die  ganze  Umfangslinie  auszudehnen  sind.  Das 
elektrodynamische  Potential  für  die  vom  Strome  i durchflos- 
sene Umfangslinie  findet  sich  gleich  dem  magnetischen  Poten- 
tial für  die  Fläche,  wenn  deren  Flächeneinheit  das  magnetische 
Moment  i in  Richtung  ihrer  Normale  hat.  Es  entspricht  dies 
dem  von  Ampere  aufgestellten  Satze,  wonach  die  pondero- 
motorische  Einwirkung  eines  geschlossenen  Stromes  auf  andere 
Ströme  oder  Magneten  gleich  der  magnetischen  Einwirkung 
einer  in  der  angegebenen  Art  magnetisirten  und  von  der 
Stromlinie  begrenzten  Fläche  ist. 

Daraus  ergiebt  sich  weiter,  dass  die  inducirte  elektromoto- 
rische Kraft  in  der  ganzen  Länge  der  Grenzcurve  gleich  ist 
der  Grösse: 


L.cosa  4-  M. cos b 4-  N, cos c\dco. 


Die  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Grösse  ist  die  in  Rich- 
tung der  Normale  von  dco  wirkende  magnetische  Richtkraft, 
multiplicirt  mit  dco.  Nennen  wir  diese  B,  und  beschränkt  sich 
die  Fläche  auf  ihr  eines  Element  dco , so  ist  die  längs  des 
ganzen  Umfangs  von  dco  inducirte  elektromotorische  Kraft: 

i jiB.dw). 
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§ 19.  Die  Erhaltung  der  Energie. 


Wir  haben  noch  zu  untersuchen,  in  wiefern  die  gefun- 
denen ponderomotorischen  Kräfte  X , T}  Z der  Gleichung  (3i) 
und  die  elektromotorischen  3t’,  ?),  3 der  Gleichungen  (5  b)  die 
Forderungen  des  Gesetzes  von  der  Erhaltung  der  Energie  er- 
füllen. Wir  wollen  zunächst  die  Werthe  beider  Arten  von 
Kräften  als  unbekannt  betrachten  und  aus  der  Constanz  der 
Energie  den  Zusammenhang  herleiten,  der  zwischen  beiden 
besteht. 

Wenn  wir  den  Leitungswiderstand  der  Volumeneinheit 
eines  körperlich  ausgedehnten  Leiters,  nach  denselben  Ein- 
heiten gemessen  wie  in  den  Gleichungen  (3  b)  meiner  ersten 
Abhandlung,  mit  x bezeichnen,  so  sind  die  Gleichungen  der 
elektrischen  Strömung : 


**--& +*+®- 

*«-  -£+»+*, 

**  = -37+3  + e. 


(6i 


312  Darin  ist  rp  die  elektrostatische  Potentialfunction,  und  51,  G 
sind  die  anderweitigen  elektromotorischen  Kräfte  hydroelek- 
trischen oder  thermoelektrischen  Ursprungs,  welche  etwa  mit- 
wirken. 

Multipliciren  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  udt. 
die  zweite  mit  vdt , die  dritte  mit  wdf,  addiren  und  integriren 
die  ganze  Summe  über  den  ganzen  Raum,  so  erhalten  wir: 


dt  ffjx  (u2  + y2  + w2)  dx ,dy  .dz 

— 6t  ffj  \%u  + + Sir]  dx.dy.dz, 

- 3tfff[  u'Jx  +v-%+ 

+ 8t  f fj  [3£w  + {&v  + 3*e]  dx.dy  .dz. 


Das  Integral  links  ist  das  Arbeitsäquivalent  der  in  den  Strom- 
leitern während  des  Zeittheilchens  St  entwickelten  Wärme.  Das 
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erste  Integral  rechts  ist  das  Arbeitsäquivalent  der  bei  der 
Strömung  aufgebrauchten  chemischen  Kräfte  in  hydroelek- 
trischen Erregern,  beziehlich  der  durch  das  Peltier’sche- 
Phänomen  aufgebrauchten  Wärme  in  thermoelektrischen  Er- 
regern, wie  ich  dies  schon  in  meinem  Büchlein  über  die  Er-, 
haltung  der  Kraft  entwickelt  habe.  Das  zweite  Integral  links 
ist  das  durch  die  elektrischen  Strömungen  verloren  gegangene 
Arbeitsäquivalent  elektrostatischer  Kräfte,  wie  die  zur  Glei- 
chung (5  a)  meiner  Abhandlung  im  72.  Bande  dieses  Journals 
(oben  S.  580)  gegebenen  Erläuterungen  mit  Berücksichtigung 
von  (4  b)  ebendaselbst  zeigen. 

Daraus  folgt,  dass  das  dritte  Integral  der  rechten  Seite, 
welches  wir  mit  Qöt  bezeichnen  wollen, 

Q = + $w)dx.dy.dz  (6  b) 

dasjenige  Arbeitsäquivalent  darstellt,  welches  die  inducirten 
elektromotorischen  Kräfte  zur  Wärmeentwickelung  in  der  Lei- 
tung beigetragen  haben.  Ausserdem  haben  die  ponderomoto- 
rischen  Kräfte  der  elektrischen  Ströme  mechanische  Arbeit  er- 
zeugt, deren  Betrag  SB  dt  ist, 

SB  = fff(Xa+  Yß  + Zy)dx.dy.dz,  (6c) 

worin  u,  ß}  y,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  die  Geschwindig- 
keitscomponenten  des  materiellen  Volumenelements  dx.dy.dz 
in  Richtung  der  x,  y und  z bezeichnen. 

Diese  letzten  beiden  Arbeitsäquivalente  Qöt  und  SBJ^ 
sind  nun  zu  leisten  auf  Kosten  des  Arbeitswerthes  der  elek- 
trischen Strömungen,  den  wir  in  Gleichung  (4  a)  meiner  ersten  313. 
Abhandlung  mit  </>0  bezeichnet  haben: 

0O  = | A2JJY  (U.u  + V.  v + W.  i d)dx .dy . dz\  (6d) 

und  wir  haben  also: 

« + (6e) 

als  Ausdruck  des  Gesetzes  von  der  Erhaltung  der  Kraft. 

Wenn  wir  in  den  Werth  von  SB  der  Gleichung  (6  c)  die 
von  uns  aus  dem  Potentialgesetz  hergeleiteten  Wertlie  der 


I 
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Kräfte  X,  T,  Z der  Gleichung  (3)  setzen,  darin  aber  die 
Grösse  de  / dt  durch  ihren  Werth  ersetzen,  nämlich  in  Volumen- 
elementen : 

de  du  d v die 

dt  dx  di / d z ’ 

und  in  Flächenelementen  an  der  Grenze  der  Leiter: 

de  , 

-T- : = u . cos  a -f-  v . cos  b + *o . cos  c , 

a t 


endlich  die  Differentialquotienten  von  u,  v,  ic  durch  partielle 
Integration  beseitigen,  so  erhalten  wir  einen  Ausdruck  von 
der  Form: 


worin : 


SB 


= Ä1  IJJ* PP . u + O , v + . w]  dx  .dy  .dz,  (6f) 


[dU 

dV\  , 

[du  dTV\ 

V dy 

[dz  dx) 

D.  — ci 


+ V.ß+  W.y\, 

' dV 


dx 


d U\  dV  dW) 

+ 7 


dy 


dz 


dy 


+ V.ß  + W.y\, 


dx 


dz 


dz 


+ v-ß+  w.r\ 


Damit  die  hier  vorgenommene  partielle  Integration  ausführbar 
sei,  muss  wieder  vorausgesetzt  werden,  dass  die  Grössen  Ca. 
Vß  und  fVy  continuirliche  Functionen  der  Coordinaten  seien. 
In  dieser  Beziehung  müssen  also  Gleitstellen  bei  Berechnung 
der  elektromotorischen  Kräfte  ebenso  behandelt  werden,  wie 
bei  Berechnung  der  ponderomotorischen  Kräfte  in  § 17  ge- 
schehen ist.  Die  Grösse  </>0  ist  (wie  die  in  (la)  und  (lb)  des 
§ 2 [S.  568  oben]  meiner  ersten  Abhandlung  für  U,  V,  W ge- 
gebenen Ausdrücke  zeigen: 


d%r  d*r 

"l  ’ dx.d$  + VC  dx.drj 


+ «'i 


dh 


dx . d$ 
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wo  «j,  »j,  wx  die  Werthe  von  n,  v,  to  im  Punkte  §,  £ 

sind)  eine  vollkommen  symmetrisch  gebaute  Function  der  314 
Werthe  u,  v,  ic  in  x,  y,  z und  der  Werthe  ul , vl , wx  in  |, 
t],  £,  und  jedes  Raumelement  kommt  darin  einmal  als  intiuirtes 
in  dx.dy.dz  und  einmal  als  influirendes  in  dt.d?j.d£  vor; 
da  demnach  jedes  Paar  doppelt  vorkommt,  so  ist  der  Factor 
3 vorgesetzt.  Die  Aenderung  von  <P0  wird  also  ganz  gefun- 
den, wenn  wir  jedes  Leiterelement,  sofern  es  als  influirendes 
in  £,  rh  £ vorkommt,  sich  nach  Lage  und  Stromintensität 
ändern,  sofern  es  als  influirtes  in  .r,  ?/,  z vorkommt,  unver- 
ändert beharren  lassen  und  den  Factor  \ beseitigen.  Dies 
giebt : 


d 4>0 
dt 


-f-  v * 


dV 

dt 


4-  w • 


dW 

dt 


dx  .dy . dz. 


Setzt  man  in  Gleichung  (6e)  die  Werthe  aus  (6  b),  (6  f ) , (6  g) 
und  (6h),  so  erhält  man: 


»-///(■•[ 

+',’4F]  + 


X + AKty  + A*-1^  + | 

t o.  + A2.<S{  + ^-dx.dy.dz.  j 


Diese  Gleichung  ist  durch  die  oben  in  (5d)  gegebenen  Werthe 
von  3E,  2),  3 wirklich  erfüllt,  und  somit  den  Forderungen  des 
Gesetzes  von  der  Erhaltung  der  Energie  Genüge  geleistet. 


Wir  haben  noch  den  Fall  zu  besprechen,  dass  ein  Magnet 
sich  relativ  zum  Strome  bewege,  sei  es  ein  permanenter,  sei 
es  einer,  der  durch  die  Einwirkung  elektromagnetischer  Kräfte 
aus  einer  magnetisirbaren  Substanz  erst  gebildet  wird.  Wir 
wollen  der  einfacheren  Darstellung  wegen  annehmen,  die  mag- 
netische Substanz  selbst  sei  nichtleitend  für  die  Elektricität. 
Die  Fälle  der  Anwendung  werden  dadurch  nicht  eingeschränkt. 
Denn  in  leitenden  magnetischen  Substanzen  würde  man  sich 
die  Elementarmagnete  nur  mit  leitenden  Hüllen  umgeben  zu 
denken  und  die  in  diesen  inducirten  Ströme  dem  System 
der  übrigen  vorhandenen  elektrischen  Ströme  zuzurechnen 
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brauchen.  Nun  ist  bekannt,  dass  die  ponderomotorischen  und 
inducirenden  Fermvirkungen  eines  jeden  Elementarmagneten 
in  der  magnetisirten  Masse  genau  dieselben  sein  würden,  wenn 
an  Stelle  des  kleinen  Magneten  ein  elektrischer  Kreisstrom 
gesetzt  würde,  dessen  Intensität  multiplicirt  mit  der  Fläche, 
die  er  umfliesst,  gleich  dem  magnetischen  Momente  des  Ele- 
mentarmagneten ist. 

Nehmen  wir  an,  dass  diese  Kreisströme  existirten  an 
3i5  Stelle  der  Elementarmagneten,  und  dass  in  jedem  von  ihnen 
fortdauernd  eine  elektromotorische  (etwa  hydroelektrische)  Kraft 
wirksam  gehalten  würde,  wrelche  genau  der  zu  der  betreffenden 
Zeit  und  an  dem  betreffenden  Orte  eintretenden  Magnetisirung 
entspräche,  so  würden  die  sämmtlichen  Theile  der  pondero- 
motorischen Arbeit  genau  dieselben  sein,  wie  für  die  magne- 
tische Substanz,  und  die  inducirenden  Wirkungen  in  den  sämmt- 
lichen elektrischen  Leitern  ebenfalls.  Dagegen  würde  in  den 
hypothetischen  Kreisströmen  noch  hinzukommen  die  chemische 
und  thermische  Arbeit  dieser  Ströme  selbst  und  die  inducirten 
elektromotorischen  Kräfte  in  ihren  Bahnen;  wegfallen  würde 
die  Arbeit  der  Magnetisirung  der  Elementarmagnete.  In  dem 
hypothetischen  Systeme,  welches  statt  der  Magnete  nur  Ströme 
enthält,  wäre  nach  dem  von  uns  geführten  Beweise  das  Gesetz 
von  der  Constanz  der  Energie  gültig.  Es  fragt  sich  also  nur, 
ob  diejenigen  Antheile  der  hier  betrachteten  Arbeitsgrössen, 
die  auf  die  Kreisströme  fallen,  durch  die  auf  die  Elementar- 
magnete fallenden  ersetzt  werden  können.  Wenn  in  einem 
solchen  Kreisstrome  zur  Zeit  keine  inducirte  elektromotorische 
Kraft  wirkt,  so  wird  die  in  ihm  geleistete  thermische  Arbeit 
ein  genaues  Aequivalent  der  in  ihm  verbrauchten  chemischen 
Energie  sein,  und  beide  sich  gegenseitig  in  der  Berechnung 
auf  heben.  AVenn  aber  die  elektromotorische  Kraft  91  indudrt 
wird  und  die  Stromstärke  i herrscht,  so  wird  die  Wärmeent- 
wickelung e'91cf*  während  des  Zeittheilchens  dt  stattfinden, 
welche  nicht  durch  die  in  dem  Kreisstrome  selbst  wartenden 
Arbeitsäquivalente  gedeckt  wird.  Nennen  wir  andererseits  die 
zur  entsprechenden  Magnetisirung  erforderliche  Arbeit  S,  so 
würde  (d  S/  dt) . dt  die  in  demselben  Theilchen  aufgewendete 
Arbeit  sein,  wenn  der  Kreisstrom  durch  den  Elementarmag- 
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neten  ersetzt  würde.  Wir  würden  also  für  jeden  einzelnen 
Kreisstrom  haben  müssen: 


91 . « = 


dt  ’ 


da  jeder  einzelne  Kreisstrom  durch  seinen  Elementarmagneten 
müsste  ersetzt  werden  können.  Nun  ist  aber  * dem  magne- 
tischen Momente  proportional,  und  dieses  ist  eine  Function 
der  magnetisirenden  Kraft,  die  wir  mit  a bezeichnen  wollen. 
Das  magnetische  Moment  des  betreffenden  Elementarmagneten 
sei  (f0j  und  dco  die  Fläche  des  Kreisstromes,  so  ist: 

i.dM  — (fa . 

Andererseits  ist  die  inducirte  Kraft  9i  nach  dem  am  Schluss 
von  § 18  gegebenen  Nachweise  bestimmt  durch  die  Gleichung:  sie 

* = 4rrf“- 

Die  obige  Bedingungsgleichung  wird  also: 

d er  dS 

V'-dt=di' 

Da  wir  nun  über  & im  allgemeinen  nichts  weiter  wissen,  als 
dass  es  eine  Function  der  Magnetisirungsstärke  <p0,  also  auch 
eine  Function  von  a ist,  so  entspricht  die  letzte  Gleichung 
dieser  Anforderung,  wenn  wir  setzen: 

0 

S = J rp . da. 

o 

Bei  permanenten  Magneten  würden  S , a und  rp  gleich  Con- 
stanten  zu  setzen  sein. 

Bei  magnetischen  Substanzen  mit  Coercitivkraft  geht  beim 
Magnetisiren  und  Entmagnetisiren  Arbeit  verloren,  deren  Aequi- 
valent  sich  wahrscheinlich  als  neu  entwickelte  Wärme  in  den 
Magneten  vorfinden  wird. 


§ 20.  Das  Inductionsgesetz  unter  Voraussetzung  ausschliess- 
licher Gültigkeit  des  Amp&re’schen  Gesetzes. 

Es  bleibt  noch  die  Frage  übrig,  ob  nicht  noch  andere 
Gresetze  der  ponderomotorischen  und  durch  Bewegung  indu- 

II«  Imhol  tj,  wissensch.  Abhandlungen.  4g 
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cirten  elektromotorischen  Kräfte  bestehen  könnten,  welche  dem 
Gesetze  von  der  Erhaltung  der  Kraft  genügen,  ohne  dass  dabei 
die  Wirkung  geschlossener  Ströme  auf  geschlossene,  deren 
Uebereinstimmung  mit  dem  Potentialgesetz  durch  die  Versuche 
genügend  festgestellt  erscheint,  verändert  würde,  und  ohne  dass 
die  Analogie  zwischen  permanenten  Magneten  und  geschlos- 
senen Strömen  in  Bezug  auf  ihre  elektrodynamische  Wirkung 
dabei  aufgehoben  würde. 

Die  Gleichung  (6e),  welche  das  Gesetz  von  der  Erhaltung 
der  Kraft  ausdrückt,  reducirt  sich  für  zwei  lineare  Leiterstücke 
offenbar  auf  die  Gleichung  (4  c). 

Bezeichnen  wir  also  wie  dort  die  inducirte  elektromoto- 
rische Kraft,  welche  das  Leiterstück  Da  in  Ds  hervorbringt, 
mit  . Ds . Da,  diejenige  dagegen,  welche  Ds  in  Da  hervor- 
bringt, mit  9t  j .Da.Ds  und  die  Arbeit,  welche  bei  der  Be- 
wegung beider  geleistet  wird,  mit  . Ds . Da,  die  actuelle 
Energie  der  elektrischen  Bewegungen  mit  P.Ds.Do.  so 

„„  muss  sem : SP  = 1 . 9? . St  +j .3 + sn.  (4c) 

Der  Werth  von  P ist  bestimmt  durch  die  Energie,  welehe  die 
in  Ds  und  Da  bestehenden  Stromstärken  durch  die  beim 
Schwinden  ihrer  Strömungen  inducirte n Ströme  bei  gegen- 
seitiger Einwirkung  noch  hervorbringen  können.  Die  allge- 
meine Form  von  P ist  schon  in  meinem  ersten  Aufsätze 
(Bd.  72)  discutirt  worden.  Zu  P haben  wir  also  keine  Zu- 
sätze mehr  zu  machen;  es  enthält  schon  die  bis  jetzt  unbe- 
stimmte Constante  k.  Die  Zusätze  zu  91,  9?j  und  23,  wollei 
wir  beziehlich  mitjr,  *rj  und  ij.xo  bezeichnen.  Unsere  Glei- 
chung (4c)  ergiebt  alsdann: 

0 = tu.  (*) 

Diese  Gleichung  muss  ungestört  bleiben,  wenn  der  Leiter  $ 
eine  geschlossene  Curve  bildet,  und  seine  Fernwirkung  durch 
einen  permanenten  Magneten  ersetzt  wird.  In  einem  solchen 
fällt  die  elektromotorische  Kraft  r fort,  wälirend  r,  und  tu  un- 
verändert bleiben.  Daraus  ergiebt  sich,  dass: 


/■ 


v.Ds  = 0 , 

so  oft  es  über  einen  geschlossenen  Stromkreis  genommen  wird. 
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Einen  solchen  stellen  wir  her,  wenn  wir  irgend  zwei  lineare 
Leiter  s j und  s2  so  Zusammenlegen,  dass  ihre  Endpunkte  a und 
b zusammenfallen,  und  ein  Strom  von  derselben  Intensität  i in 
s,  von  a nach  b , in  s2  von  b nach  a fliesst. 

i 

Daraus  folgt,  dass  die  elektromotorische  Zusatzkraft  J* r . Ds 

a 

in  der  Richtung  von  a nach  b wirkend  für  beide  die  gleiche 
sein  muss,  wenn  ihre  Endpunkte  zusammenfallen,  wie  auch 
übrigens  der  Verlauf  der  beiden  Curven  sx  und  s2  sein  mag, 
und  dass  also  die  Grösse  dieser  Zusatzkraft  in  einem  un- 
geschlossenen linearen  Leiter  allein  von  der  Lage  und  den 
Bewegungen  seiner  Endpunkte  abhängt.  Ferner,  dass  sie  gleich 
Null  ist,  wenn  diese  Endpunkte  unveränderte  relative  Lage 
gegen  alle  Theile  des  Leiters  a behalten,  weil  dann  auch  der 
Leiter  s2  als  vollkommen  ruhend  gegen  a gewählt  werden 
könnte,  und  unter  diesen  Umständen  in  ihm  keine  Induction 
vorginge. 

Da  nun  der  Werth  der  gesummten  elektromotorischen 
Kraft  in  s durch  eine  Integration  über  die  Längenelemente 
Ds  gefunden  wird,  so  muss  der  Werth  dieses  Integrals  nur 
von  der  Lage  der  Endpunkte  von  s abhängen,  nicht  von  dem 
Verlauf  der  Curve  zwischen  diesen  Endpunkten,  das  heisst,  die 
zu  integrirende  Function  muss  der  nach  s genommene  Diife-  3is 
rentialquotient  einer  Function  sein,  die  nur  von  der  rela- 
tiven Lage  der  einzelnen  Punkte  von  s gegen  die  Elemente 
de 7 abhängt.  Da  bei  der  Lagenänderung  Aenderungen  in  der 
Länge  von  a Vorkommen  können,  so  ist  es  zweckmässiger,  wie 
in  § 15,  die  einzelnen  Punkte  von  5 und  a wieder  durch  zwei 
bei  der  Bewegung  unverändert  bleibende  Parameter  p und  er 
zu  bestimmen.  Wir  werden  dann  zu  setzen  haben : 

x.Ds.Da  = v-~-  d(lg- Dp.  Da  = ^-Dp.Da.  (7a) 


Die  relative  Lage  von  Da  gegen  einen  Punkt  von  s 
geben,  wrenn  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  zwischen 
Punkte  und  den  Endpunkten  von  Da  gegeben  sind, 
sind : 


, dr  n 
r+dn,Da’ 


d ff 
der 


. D 


uT, 


ist  ge- 
diesem 
Diese 


48* 
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Es  muss  also  . D er  eine  Function  dieser  Grössen  und  ihrer 
Aenderungen  sein,  und  zwar  linear  nach  den  letzteren,  und 
selbst  proportional  De r;  es  wird  also  von  der  Form  sein: 

. De 7 — (f-  j ~ 'Ör . Der  -f-  . Ö | 

Hierin  können  y,  ip,  •/  Functionen  sein  von  r und  drjda, 
da  nur  noch  solche  Verbindungen  der  Seiten  des  oben  ge- 
nannten Dreiecks  Vorkommen  dürfen,  deren  Werthe  frei  von 
Der  sind. 


Wenn  \p  nur  von  r abhängig  ist,  nicht  von  drjd< 7,  wenn 
lerner  f und  g Functionen  von  r bezeichnen  und: 


<f  =/(>■) -7-,’ 

f \ dr 

x-gW-jv 


(7  c) 


so  hätte  jedes  Glied  in  dem  Werthe  von  j.<l>  entweder  den 
Factor : 


oder : 


. dr 

J da 


— j . cos  [r,  De r] 


J- 


— j . <Tcos[r,  Da]. 


319  Es  käme  also  von  der  Strömung  ;,  die  nach  Da  gerichtet  ist. 
nur  die  in  Richtung  von  r fallende  Componente  in  Betracht- 
Da  nun  diese  Projection  gleich  der  Summe  der  Projectionen 
der  nach  beliebigen  Richtungen  genommenen  Componenten 
von  j ist,  so  kann  in  diesem  Falle  j in  dem  Leiterelement 
ersetzt  werden  durch  eine  beliebige  Anzahl  beliebig  gerichteter 
Componenten,  deren  Resultante  gleich  j ist.  Dies  kann  aber 
nicht  geschehen,  wenn  (p,  \p  und  / eine  andere  Art  der  Ab- 
hängigkeit von  dr\da  hätten.  Unter  der  genannten  Annahme, 
deren  Wahrscheinlichkeit  wohl  als  sehr  gross  bezeichnet  wer- 
den kann,  und  die  auch  von  Hrn.  C.  Neu  mann  seinen  De- 
ductionen  zu  Grunde  gelegt  wurde,  würden  also  die  Glei- 
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chungen  (7  a)  bis  (7  c)  die  allgemeinste  Form  des  Werthes  von 
r geben.1) 


Für  die  speciellere  Aufgabe  jedoch  eine  Form  des  In- 
ductionsgesetzes  zu  finden , welche  unter  Voraussetzung  des 
Ampere ’schen  Gesetzes  für  die  ponderomotorischen  Kräfte» 
mit  Ausschluss  der  auf  die  Enden  der  Leiter  wirkenden 
Kräfte,  giltig  ist,  genügt  die  Form  (7b).  Zunächst  werden 
wir  aus  denselben  Gründen  für  die  in  dem  Leiter  a inducirte 
elektromotorische  Kraft  i\  analoge  Ausdrücke  aufstellen  dürfen: 


und 


Dp.D 

1 acr  ' 


CT 


<7>1  = <px 


dp 


• d r -f-  . ö 


(7d) 

(7  e) 


w orin  und  X\  Functionen  von  r und  drjds  sein  müssen. 

Benutzen  wir  dann  die  Gleichung  (7) 

dtü  = — (r  4-  xx)8t,  (7) 


so  erhalten  wir  durch  Integration  über  die  Längen  der  beiden 
Leiter  s und  <y  mit  ähnlicher  Bezeichnung,  wie  in  § 15:  320 


1)  Die  hier  gemachte  Annahme  verbunden  mit  der,  dass  das  Potential 
zweier  Leiter  mit  der  Formel  von  Hrn.  Neu  mann  senior  übereinstimmeu 
müsse,  wenn  beide  geschlossen  sind,  genügt  die  im  72.  Bande  dieses 
Journals  in  § 1 meiner  Arbeit  ausgeführte  Verallgemeinerung  der  Potential- 
formel zu  rechtfertigen,  an  Stelle  der  dort  gemachten  Voraussetzung,  dass 
die  Uebereinstimmung  stattfinden  müsse,  wenn  auch  nur  einer  von 
beiden  Leitern  geschlossen  sei,  deren  experimentelle  Begründung  zur 
Zeit  vielleicht  zu  mangelhaft  erscheinen  könnte. 
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Die  Summen  sind  hier  für  die  einzelnen  Stromenden  zu  nehmen. 
Die  drei  ersten  Glieder  dieses  Ausdrucks  entsprechen  anziehen- 
den oder  abstossenden  Kräften  zwischen  je  zwrei  Stromenden, 
oder  zwischen  Stromenden  und  Stromelementen,  wie  wir  der- 
gleichen ähnlich  aus  dem  Potentialgesetze  hergeleitet  haben. 
Die  beiden  letzten  Glieder  geben  Kräftepaare , welche  die 
Stromelemente  zu  dehnen  und  zu  verkürzen  streben,  und  in 
den  Kräften  des  Potentialgesetzes  kein  Analogon  finden.  Es 
lassen  sich  daher  die  sechs  noch  unbekannten  Functionen  cp, 
\p,  Xi  Vn  V'i»  X\  so  bestimmen,  dass  die  Kräfte,  welche  von 
den  Stromenden  ausgehen,  gleich  Null  werden.  Zu  dem  Ende 
müssen  wir  setzen: 


+ 'P  i = 


1 + Je 

5 


--  • A* 


(8) 


Die  obige  Gleichung  (4  a)  für  den  Werth  der  nach  dem  Poten- 
tialgesetz inducirten  Kraft  lässt  sich  schreiben: 


9fD 


ds 

dp 


da 

dar 


■ St  = AH{j-U 


dr  dr  \ -f  k 

d p dar  2 


dp  •dar)) 


und  es  wird  also  die  gesammte  Inductionskraft , welche  das 
Element  Da  auf  Ds  ausübt,  wenn  nur  die  Amp& reichen 
Kräfte  als  ponderomotorische  existiren: 


(91  + j . r)  Ds . Da  »öt 


dr 

dp 


dr  1 + lc 
di+~2~ 


d*r  \ 
dp  •dar} 


• Öj  .Dp  .D  ar 


+ A* 


l + Jc  1 dr  d(ör) dr 

4 dp  »dar  r dp  dar  r 


d*r 
dp  .dar 


Dp . Dar. 


321  Der  erste  mit  Öj  multiplicirte  Theil  dieses  Ausdrucks  giebt 
die  von  der  Stromesschwankung  herrülirende  Induction,  der 
zwreite  Theil  dagegen  die  von  der  Bewegung  herrührende. 
Wenn  wir  berücksichtigen,  dass: 
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Dp . Der  .0 


d*r 
dp*  der 


= Ö 


d%r 


d s • d a 


• Ds.Da 


dr  - " .dfel 


-j—  • Dp.  Diö  . dl  -j—  = 

dp  1 der 


ds 


dr  ^ 

-j-^Da 

da 


. Ds, 


so  ergiebt  sich  der  Werth  der  durch  Bewegung  inducirten 
elektromotorischen  Kraft  P im  Elemente  Ds  gleich: 


P.  Ds.Da. Öt = A2.j  {—  — *cos  fr.Ö  [cos  frx . Do]  Ds 


— ^ [cos  fr. cos  fr1  — cos  f]  Ds.Da 
l 


+ L±*  s 


(cos  fr . cos  frl  — cos e)  Ds . Do 


}• 


(8b) 


Dieser  Ausdruck  verwandelt  sich  in  den  von  Hrn.  C.  Neu- 
mann gefundenen,  wenn  man  k ==  — 1 setzt,  welche  Annahme 
übrigens  nach  den  in  meinem  früheren  Aufsatze  im  72.  Bande 
gemachten  Auseinandersetzungen  unzulässig  ist,  da  die  Stabi- 
lität des  Gleichgewichts  der  ruhenden  Elektricität  fordert,  dass 
k keinen  negativen  Werth  habe.  Der  hier  gefundene  Werth 
der  inducirten  elektromotorischen  Kraft  genügt  übrigens,  wie 
ich  schon  in  der  Einleitung  bemerkt  habe,  den  sämmtlichen 
von  Hrn.  C.  Neu  mann  an  die  Spitze  seiner  Deduction  (Abh. 
der  Königl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  Bd.  X.  S.  419  u.  420,  sowie 
S.  468  — 470)  gestellten  Forderungen.  Er  genügt  aber  nicht 
der  Annahme,  die  derselbe  auf  S.  481  u.  482  seiner  Arbeit 
eingefuhrt  hat,  wonach  die  Verlängerung  eines  Stromelements 
in  der  Weise  inducirend  wirken  soll,  als  wenn  in  dem  hinzu- 
kommenden Theile  seiner  Länge  der  Strom  neu  einsetzte,  und 
die  Induction  nach  dem  Gesetze  der  durch  Aenderungen  der 
Intensität  inducirten  Ströme  geschähe. 

Ich  habe  in  der  vorliegenden  Entwickelung  keine  ein- 
schränkende Hypothese  über  die  Art,  wie  Verlängerung  der 
Stromelemente  wirkt,  gemacht.  Deshalb  ist  die  Constante  k 
mit  unbestimmtem  Wertlie  stehen  geblieben,  und  es  geht  da- 
her aus  dieser  Untersuchung  hervor,  dass  das  Ampöre’sche 
Gesetz  der  ponderomotorischen  Kräfte  in  der  That  mit  dem 
Gesetze  von  der  Erhaltung  der  Kraft,  wie  mit  der  Stabilität 
des  elektrischen  Gleichgewichts  vereinbar  wäre.  Aber  freilich 
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322  wird  eine  solche  elektrodynamische  Theorie  viel  complicirter. 
als  die  auf  das  einfache  Potentialgesetz  gegründete.  Die  Ent- 
scheidung kann  also  nur  durch  Versuche,  nicht  durch  theore- 
tische Betrachtungen  gewonnen  werden. 

Der  erwähnte  Unterschied  zwischen  der  Induction  durch 
Stromsteigerung  und  der  durch  Bewegung  bei  Verlängerung 
eines  Elementes  hängt  in  dem  von  uns  gegebenen  Ausdrucke 
davon  ab , dass  das  mit  1 -f-  k multiplicirte  Glied  im  ersteren 
Fall  die  Facto ren  \.Ds. Dg . Sj,  im  letzteren  aber  \j  6{Ds . Do) 
enthält. 

Zu  bemerken  ist  noch , dass , wenn  wir  k — — 1 setzen, 
nach  den  hier  entwickelten  Formeln  sich  ergiebt: 

(SR  + x)Ds.Da.8t  = - A-- -Ds.Ö [j r cos  . Da] 

+ A*.j  .cose-^j-’Ds.Dfr, 

während  nach  der  von  Hrn.  C.  Neumann  L c.  auf  S.  503. 
Gleichung  (132)  gegebenen  Formulirung  das  Da  aus  der  mit 
ö behafteten  Parenthese  herausbleiben  würde.  Die  letztere 
Formulirung  nimmt  keine  Rücksicht  auf  Induction  durch  Ver- 
längerung der  Leiterelemente.  Wenn  sie  diese  nähme,  so  würde 
der  letzterwähnte  Unterschied  verschwinden,  falls  ich  den  Sinn 
der  Neu  mann’ sehen  Deduction  richtig  verstehe. 

Endlich  ist  hier  noch  zu  bemerken,  dass  in  dem  mit  dem 
Factor  1 — k behafteten  Gliede  bei  allen  diesen  Entwickelungen 
statt  fPr/ds.da  auch  d}cp{r)j ds.do  gesetzt  werden  könnte, 
worin  cp  irgend  eine  eindeutige  und  continuirliche  Function 
von  r bedeutet.  Diese  ist  in  meinem  Aufsatze  im  72.  Bande 
dieses  Journals  nur  deshalb  gleich  r gesetzt  worden,  weil  es 
wahrscheinlich  erschien,  dass  die  noch  unbekannten  Theile  der 
Wirkung  eines  Stromelements  dasselbe  Gesetz  der  Wirkung  in 
die  Ferne  zeigen  würden,  wie  die  bekannten.  Dabei  wäre 
aber  noch  besonders  zu  untersuchen,  ob  ein  solches  cp  geeignet 
wäre,  den  Bedingungen  der  Stabilität  des  Gleichgewichts  zn 
genügen. 

Was  die  möglicher  Weise  experimentell  zu  beobachtenden 
Unterschiede  zwischen  den  beiden  Inductionsgesetzen  betritt^ 
die  aus  dem  Potentialgesetze  einerseits  und  aus  dem  Ampere- 
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sehen  andererseits  folgen,  so  zeigt  unsere  Darstellung,  dass  die 
in  geschlossenen  Kreisen  inducirten  Kräfte  überhaupt  keinen 
Unterschied  zeigen  werden , sondern  nur  die  in  geöffneten 
Kreisen.  In  letzteren  werden  verhältnissmässig  die  stärksten 
Wirkungen  hervorzubringen  sein,  wenn  der  inducirende  Kreis  a 
geschlossen  ist.  Er  kann  dann  viele  Windungen  haben,  oder 
durch  starke  Magnete  ersetzt  werden.  In  diesem  Falle  fällt 
das  mit  dem  Factor  1 + ä behaftete  Glied  durch  die  Integration 
über  den  Leiter  a aus,  und  der  Unterschied  zwischen  beiden 
Gesetzen  reducirt  sich  auf  das  Glied: 


jx.öt  = - AKj- 


d_ 

ds 


1^ 

r 


d r 
da  * 


Bezeichnen  wir  die  Längenelemente  der  Linien,  in  denen  sich 
die  Endpunkte  des  Leiters  *•  bewegen,  für  den  höchsten  und 
niedersten  Werth  von  s bezielilich  mit  dol  und  dov  so  können 
wir  setzen: 


ör  i 
Dann  wird: 

dt  f'jv.ds  = A2.j 


<fo,,  beziehlich  dr  = 

* 1 d “ 


ä(>. 


1 

r 


dr  dr  y 1 dr  dr 
da  d n2  ^ 1 r da  dQx 


worin  für  r und  dr\da  die  den  entsprechenden  Endpunkten 
des  Leiters  zugehörigen  Wertlie  zu  nehmen  sind. 

Die  nach  dem  Potentialgesetze  stattfindende  elektrodyna- 
mische Kraft  reducirt  sich  dagegen  bei  geschlossenem  a auf: 


St  fn.ds=  AKj.sf 


dr 

ds 


dr 

da 


ds. 


Denken  wir  uns  also  einen  Stromkreis  o zusammengesetzt  aus: 

1)  der  zweiten  Lage  von  s , positiv  durchlaufen, 

2)  der  Bahn  d des  oberen  Endpunktes  von  5,  gegen  die 
Richtung  der  Bewegung  durchlaufen, 

3)  der  ersten  Lage  von  s , negativ  durchlaufen, 

4)  der  Bahn  d q2  des  unteren  Endpunktes  von  s,  in  Rich- 
tung der  Bewegung  durchlaufen, 

so  würde  die  vom  Element  j.drr  inducirte  Kraft  nach  dem 
Ampöre’schen  Gesetze  sein  müssen: 

Stfiji  + v)d,  = AKjfl.d£.^de. 


323 
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Das  wäre  gleich  der  elektromotorischen  Kraft,  die  der  Strom 
j beim  Entstehen  in  dem  ganzen  beschriebenen  Umkreise  o 
erzeugen  würde. 

324  Diese  Formulirung  hatte  Hr.  Neumann  sen.1)  vor  der 
Aufstellung  des  Potentialgesetzes  aus  dem  Am p£ re ’schen  Ge- 
setze abgeleitet. 

Wenn  das  Potentialgesetz  gilt,  fallen  dagegen  diejenigen 
Theile  des  letzten  Integrals  fort,  welche  sich  nicht  auf  die 
beiden  Lagen  des  Leiters  s,  sondern  auf  die  Bahn  seiner  End- 
punkte beziehen. 

Denken  wir  uns  eine  drehrunde  Metallscheibe,  schnell  um 
ihre  Axe  rotirend,  und  von  magnetischen  Kraftlinien  durch- 
zogen, die  der  Axe  parallel,  und  rings  um  die  Axe  symme- 
trisch vertheilt  sind,  so  wird  der  Rand  der  Scheibe  nach  dem 
Ampd  re  ’schen  Gesetze  elektrisch  werden,  nach  dem  Potential- 
gesetze nicht. 

Berlin,  im  April  1874. 


1)  Allgemeine  Gesetze  der  inducirten  elektrischen  Ströme.  Abharull. 
d.  Berliner  Akademie  d.  Wiss.  1845. 
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Kritisches  zur  Elektrodynamik. 

Aus:  Poggendorff's  Annalen  Bd.  CLIII.  S.  545-556.  (1874). 


Auf  S.  138  ff.  dieses  Bandes  sind  von  Hrn.  Zöllner,  und  5« 
S.  262  von  Hm.  Herwig  elektrodynamische  Versuche  be- 
schrieben worden,  welche  nach  Ansicht  ihrer  Urheber  geeignet 
sein  sollen,  das  von  Hrn.  F.  E.  Neumann  (dem  Vater)  auf- 
gestellte  und  von  mir  in  erweiterter  Anwendung  durchgeftihrte 
Grundgesetz  der  elektrodynamischen  Erscheinungen  als  un- 
vereinbar mit  den  experimentellen  Erfahrungen  darzustellen. 
Dieses  Gesetz,  welches  wir  kurzweg  als  das  elektrodyna-  5*a 
mische  Potentialgesetz,  oder  so  weit  es  noch  nicht  durch 
die  Versuche  bestätigt  ist,  als  die  Potentialhypothese  be- 
zeichnen wollen,  sagt  aus,  dass  die  elektrodynamischen  Kräfte 
ein  Potential  haben,  und  dass  dessen  Werth  derselbe  sei,  mögen 
die  Kräfte  nun  als  ponderomotorische  (nach  Hrn.  C.  Neu- 
mann’s  zweckmässiger  Bezeichnung)  die  Leiter  selbst  bewegen, 
oder  als  elektromotorische  die  Elektricität  in  den  Leitern 
bewegen. 

Hr.  Neumann  senior  hatte  schon  im  Jahre  1848 !)  zu- 
nächst für  den  Fall,  dass  die  Stromleiter  linear  sind  und  un- 
veränderliche starre  Form  besitzen,  nachgewiesen,  dass  das  von 
ihm  aufgestellte  Gesetz  gerade  dieselben  ponderomotorischen 
Kräfte  ergebe,  wie  das  von  Ampere.  Ich  habe  diesen  Be- 


1)  Ueber  ein  allgemeines  Princip  der  mathematischen  Theorie  in- 
ducirter  elektrischer  Ströme.  Berlin,  Reimer. 
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weis  neuerdings1)  ausgedehnt  auf  beliebig  geformte  und  nach 
drei  Dimensionen  ausgedehnte  Leiter,  deren  einzehie  Theile 
bebebige  Arten  von  Dehnsamkeit,  Biegsamkeit,  elastischer  oder 
flüssiger  Nachgiebigkeit  besitzen.  Vorausgesetzt,  dass  wir  es 
nur  mit  geschlossenen  Strömen  zu  tbun  haben,  ergeben  beide, 
Ainpere’s  Gesetz  und  das  Potentialgesetz,  genau  dieselben 
Wertlie  der  resultirenden  Kräfte,  welche  jeden  einzehien  Punkt 
des  bewegten  Leiters  angreifen,  wenn  auch  die  Ansichten  über 
die  Componenten,  aus  denen  diese  Resultanten  sich  zusammen- 
setzen, weit  auseinander  gehen. 

Die  Abweichung  beider  Theorien  voneinander  beginnt  erst, 
wenn  man  es  mit  ungeschlossenen  Strömen  zu  thun  hat,  und 
der  Zweck  meiner  theoretischen  Arbeiten  war  es  eben,  die- 
jenigen Fälle  herauszufinden,  wo  ein  Unterschied  beider  Ge- 
setze sich  bei  ausführbaren  Versuchen  zu  erkennen  geben  würde. 
Uebrigens  haben  wir  es  bei  den  Versuchen  meiner  beiden 
Gegner  durchaus  nur  mit  geschlossenen  Strömen  zu  thun,  und  es 
müssen  also,  wenn  ich  nicht  einen  Rechenfehler  in  meinen 
547  theoretischen  Untersuchungen  begangen  habe,  die  Ergebnisse 
dieser  Versuche  entweder  mit  beiden  Gesetzen  übereinstimmen 
oder  mit  beiden  in  Widerstreit  sein.  In  Wirklichkeit  tritt  der 
erste  Fall  ein;  sie  stimmen  mit  beiden  überein,  wie  ich 
zeigen  werde. 

Das  elektrodynamische  Potential  p zweier  linearen 
Stromelemente  ds  und  de,  welche  von  den  Stromstärken  i 
und  j durchflossen  werden,  deren  Richtungen  miteinander  den 
Winkel  e bilden,  und  deren  Entfernung  gleich  r ist,  hat  nach 
der  Neumann’schen  Formulirung  bei  Festsetzung  passender 
Einheiten  der  Stromstärke  den  Werth: 

p = — i .j  .ds  .da  • — • 

Die  mechanische  Bedeutung  dieses  Ausdruckes  besteht 
darin,  dass  er  die  Grösse  des  Arbeitsvorrathes  angiebt,  den 
die  ponderoinotorisclien  Kräfte  der  beiden  Elemente  bei  un- 
veränderten Stromstärken  * und  / zu  leisten  im  Stande  sind, 

«/  • 

1)  Ueber  die  Theorie  der  Elektrodynamik.  Borchardt’s  Journal 
für  Mathematik.  Bd.  78,  S.  273. 
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wenn  man  beide  entweder  in  unendliche  Entfernung  voneinander 
oder  überhaupt  in  eine  Lage  Überführt,  wo  p — 0 ist.  Letzteres 
geschieht  zum  Beispiel  auch,  wenn  man  sie  rechtwinkelig  gegen 
einander  richtet.  Die  Kräfte,  welche  die  genannten  beiden 
Elemente  aufeinander  ausüben,  ergeben  sich  aus  der  Bedingung, 
dass  diese  Kräfte,  ohne  selbst  von  der  Art  der  Bewegung  der 
Elemente  abhängig  zu  sein,  bei  jeder  virtuellen  Verschiebung 
der  Elemente  eine  Arbeit  leisten  müssen,  deren  Betrag  gleich 
— dp  ist. 

Betrachten  wir,  wie  oben  geschehen,  die  Elemente  ds 
und  da  als  linear,  d.  h.  ihren  Querschnitt  als  verschwindend 
klein  gegen  ihre  Länge,  sie  selbst  aber  als  geradlinig  bleibend, 
wie  es  bei  den  unendlich  kleinen  Längenelementen  einer  Curve 
geschehen  darf,  so  können  sich  in  dem  Ausdrucke  von  p ändern 
die  Grössen  ds,  da,  e und  r.  Die  entsprechenden  Kräfte  sind 
dem  entsprechend: 

1)  ein  Kräftepaar,  welches  die  Enden  von  ds  angreift, 
dessen  Componenten  parallel  da  gerichtet  sind,  und  die  In- 
tensität haben: 

i .j . da 
r 

Dieses  Kräftepaar  strebt  den  Strom  i in  ds  parallel  und  gleich- 
gerichtet zu  stellen  dem  Strome  j in  da. 

2)  ein  entsprechendes  Kräftepaar,  welches  da  parallel  ds 
zu  stellen  sucht,  dessen  Componenten  die  Endpunkte  von  da 
angreifen,  parallel  ds  gerichtet  sind,  und  die  Intensität  haben: 

i .j . ds 

r 


Beide  Kräftepaare  werden  die  Elemente  auch  zu  dehnen  streben, 
wenn  cos  € positiv  ist. 

3)  eine  Anziehungskraft  zwischen  beiden  Elementen  in 
Richtung  der  Linie  r,  deren  Grösse  ist: 


i.j . ds . da 


C03  S 


Das  heisst:  wenn  die  Stromesrichtungen  gleichnamiger  Elek- 
tricität  mit  einander  einen  spitzen  Winkel  bilden,  ziehen  sich 
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die  beiden  Ströme  an;  bilden  sie  einen  stumpfen  Winkel,  so 
stossen  sie  sich  ab. 

Das  Drehungsmoment  jener  beiden  Kräftepaare  hat  den 
Werth : 


Aus  der  Vergleichung  dieses  Werthes  mit  dem  für  die 
Anziehungskraft  geht  hervor,  dass  wie  bei  den  Einwirkungen, 
welche  eine  kleine  Magnetnadel  von  entfernten  Magneten  er- 
leidet, in  grösseren  Entfernungen  die  drehenden  Kräfte  einen 
überwiegenden  Einfluss  den  anziehenden  gegenüber  haben  werden. 

Will  man  ermitteln,  ob  die  elektrodynamischen  Kräfte 
eine  gewisse  Lagenänderung  eines  der  Leiter  oder  seiner 
Theile  unterstützen  können,  so  hat  man  nur  nachzusehen,  ob 
durch  die  betreffende  Lagenänderung  der  Werth  des  Potentials 
der  beiden  Stromleitungen  aufeinander  kleiner  werde.  Ist  das 
der  Fall,  so  unterstützen  die  elektrodynamischen  Kräfte  die 
Bewegung,  oder  streben  sie  hervorzubringen,  wenn  sie  noch 
649  nicht  besteht.  Natürlich  muss  aber  eine  solche  Untersuchung 
sich  auf  alle  bewegten  Theile  des  Leiters  erstrecken,  und  man 
muss  nicht  willkürlich  einige  berücksichtigen  und  andere  ausser 
Betracht  lassen. 

Bei  der  gewöhnlichen  Art  die  Rotation  eines  Leiters  um 
einen  vertical  aufgestellten  Magneten  zu  zeigen,  lässt  man  einen 
starren  Bügel  um  eine  mit  der  Axe  des  Magneten  zusammen- 
fallende verticale  Axe  rotiren.  Die  Theile  des  Leiters  können 
dabei  keine  andere  Bewegung  machen,  als  die  Rotations- 
bewegung; folglich  ist  bei  der  Anwendung  des  Potentialgesetzes 
auf  diesen  besonderen  Fall  auch  auf  keine  andere  mögliche 
Bewegung  des  starren  Leiters  Rücksicht  zu  nehmen.  Hr. 
Ri  ecke1)  hatte  richtig  hervorgehoben,  dass  in  diesem  Falle 
das  elektrodynamische  Potential  auf  die  verschiedenen  Theile 
des  rotirenden  Bügels  keine  Aenderung  erleidet,  und  da  den- 
noch Rotation  desselben  eintritt  geglaubt  daraus  einen  Ein- 
wand gegen  das  Potentialgesetz  hernehmen  zu  können.  Ich 
selbst  hatte  dagegen  darauf  aufmerksam  gemacht . dass 


1)  Göttinger  Nachrichten  14.  August  1ST2. 
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rotirende  Kräfte  auf  die  stromleitenden  Flüssigkeitsfäden  des 
Quecksilbers  oder  der  Elektrolyten  einwirken,  durch  welche 
man  dem  peripherischen  Ende  des  Bügels  den  Strom  zuleiten 
muss.  Dadurch  werden  die  dem  Leiter  adhärirenden  Tlieile 
dieser  Flüssigkeitsfäden  im  Sinne  der  wirklich  stattfindenden 
Rotation  fortbewegt,  und  nehmen  den  festen  Leiter  mit. 

Dies  hindert  nun  natürlich  nicht,  dass  wenn  man  irgend 
welche  Tlieile  des  Bügels  beweglich  macht,  diese  ihrerseits 
durch  die  elektrodynamischen  Kräfte,  denen  sie  ausgesetzt  sind, 
entsprechend  gerichtet  werden.  Dies  hat  zum  Beispiel  Hr. 
Zöllner  betreffs  der  seitlichen  verticalen  Tlieile  des  Bügels 
gethan,  indem  er  sie  aus  Ketten  oder  dünnen  frei  lierabhängen- 
den  Kupferdrähten  bestehen  liess.  Da  nun  bekanntlich  ein 
Magnet  einen  seiner  Längsaxe  parallel  neben  ihm  herlaufenden 
Stromleiter  nach  dem  A m p e r e ’sclien,  wie  nach  dem  Potential- 
gesetze quer  gegen  seine  Längsaxe,  das  heisst  parallel  den  dem  550 
Drahte  zugewendeten  Seiten  seiner  Kreisströme , zu  stellen 
sucht,  so  gescliieht  dies  auch  in  diesem  Falle  so,  wie  es  der 
genannte  Autor  beobachtet  hat.  Da  es  die  gleiche  drehende 
Kraft  ist,  welche  auf  den  beweglichen  Draht  und  auf  die  strom- 
leitenden  Flüssigkeitsfäden  wirkt,  in  die  sich  sein  unteres  Ende 
verlängert,  so  werden  beide  auch  in  gleichem  Sinne  gedreht, 
nur  dass  die  Drehung  des  Drahtes  ihre  Grenzen  findet  an 
seiner  Festigkeit  und  Schwere,  die  Drehung  in  der  Flüssigkeit 
aber  ohne  Grenze  vorwärts  gehen  kann.  Darum  geht  das  obere 
Ende  des  beweglichen  Drahtes  bei  der  Rotation  voraus,  oder 
neigt  sich  wenigstens  im  Sinne  derselben  vorwärts,  -wenn  die 
Flüssigkeit  zu  zäh  ist,  um  die  Rotation  zu  gestatten. 

Diese  so  einfache  und  bei  folgerichtiger  Anwendung  des 
Princips  sich  nothwendig  ergebende  Erklärung  der  Zölln er- 
sehen Versuche  hat  auch  Hr.  C.  Neumann  (Sohn)  übersehen, 
indem  er  (Berichte  der  Königl.  Sächs.  Gesellschaft  der  Wiss. 

8.  Aug.  1874,  S.  145)  die  Erwartung  ausspricht,  dass  diesen 
Versuchen  gegenüber  die  Potentialtheorie  nicht  mehr  zu  halten 
sein  würde. 

Ich  wende  mich  nun  zu  den  von  Hm.  Herwig  beschrie- 
benen Versuchen.  Derselbe  hat  das  Quecksilber  beseitigt  und 
dafür  sehr  biegsame  Drähte  angewendet.  Der  feste  Bügel 
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ist  aufgehängt  an  einem  oberen  verticalen  Draht,  der  bei  der 
Drehung  torquirt  wird,  und  dessen  elektromagnetische  Wirkung 
nicht  in  Betracht  kommt,  wie  besonders  zu  diesem  Zwecke  an- 
gestellte  Versuche  gezeigt  haben.  Letzteres  stimmt  übrigens 
mit  den  Folgerungen  aus  der  Theorie  überein,  wenn  man  die 
Dicke  des  Drahtes  als  verschwindend  klein  betrachtet  Der 
zweite  Draht  (< def  in  der  Figur  S.  265  dieses  Bandes),  der  den 
Strom  zum  unteren  Ende  des  Bügels  leitet,  beschreibt  einen 
horizontalen  Halbkreis,  dessen  Mittelpunkt  in  der  gemeinsamen 
Axe  des  Elektromagneten  und  der  Rotation  liegt.  Dieser 
■'ßi  Draht  muss  von  den  Kreisströmen  des  Elektromagneten  an- 
gezogen und  abgestossen  werden,  je  nachdem  in  beiden  die 
Ströme  gleich  oder  entgegengesetzt  gerichtet  sind.  Im  ersteren 
Falle  wird  er  gegen  d drücken,  im  zweiten  Falle  daran  ziehen, 
und  da  der  Bügel  so  aufgehängt  ist,  dass  er  nur  im  Sinne  der 
Rotation  merkliche  Verschiebungen  machen  kann,  wird  er 
Drehbewegungen  beginnen  und  so  weit  fortsetzen,  bis  die 
Elasticität  der  gebogenen  Drähte  def  und  dyf  den  elektro- 
magnetischen Kräften  das  Gleichgewicht  hält.  Drehung  in 
dem  genannten  Sinne  ist  es,  die  wirklich  eintritt. 

Alles  dies  ist  in  Uebereinstimmung  mit  dem  Potential- 
gesetze. Auch  dass  Hr.  Herwig  bei  Verschiebungen  des 
Magneten  durch  Berechnung  nach  Ampere’s  Formel  an- 
nähernd richtige  Verhältnisse  für  die  Grösse  der  Drehkräfte 
erhielt,  ist  kein  Widerspruch  gegen  das  Potentialgesetz,  da  die 
r e su ltir enden  Kräfte  nach  beiden  Gesetzen  immer  die 
gleichen  sein  müssen.  Ebenso  hat  der  genannte  Experimen- 
tator aus  dem  Potentialgesetze  richtig  geschlossen,  dass  die 
Drehkraft  gleich  gross  sein  müsse,  wenn  er  den  Draht  def 
durch  Heben  und  Senken  des  Magneten  in  symmetrische  Lage 
zu  beiden  Polen  brachte.  Der  Versuch  bestätigte  dies.  Ich 
erlaube  mir  dabei  zu  bemerken,  dass  dies  eines  der  Beispiele 
ist,  welche  zeigen,  wie  übersichtlich  die  Erscheinungen  durch 
das  Potentialgesetz  werden.  Um  diese  Folgerung  bei  der  sehr 
asymmetrischen  Beschaffenheit  des  Bügels  direct  aus  dem 
Amper e’schen  Gesetze  zu  ziehen,  wären  wohl  ziemlich  weit- 
läuftige  Rechnungen  nöthig  gewesen.  Sich  ableiten  lassen 
muss  sie  schliesslich  aus  dem  letzteren  auch. 
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Was  min  die  Punkte  betrifft,  an  denen  Hr.  Herwig  An- 
stoss  nimmt,  so  hat  er  erstens  einen  Versuch  beschrieben,  bei 
dessen  Deutung  ein  ähnliches  Uebersehen  vorkommt,  wie  das 
oben  besprochene.  Er  hat  nämlich,  um  die  nach  Ampere 
direct  auf  den  Bügel  wirkenden  Kräfte  zu  beseitigen,  eine 
zweite  Ableitung  am  unteren  Ende  des  Bügels  durch  einen 
feinen  in  radialer  Richtung  geführten  Draht  (ch  der  Eigur  auf 
S.  265)  angebracht.  Geht  nun  der  Strom  durch  def  und  ch , 553 
so  bleibt  die  Wirkung  des  Magneten  auf  def  unverändert,  die 
auf  den  Bügel  ca,  falls  eine  solche  vorhanden  ist,  fällt  weg. 
Der  Versuch  ergab  ihm  nun  in  der  That,  dass  die  Rotations- 
kraft auf  einen  kleinen  Bruchtheil  ihrer  früheren  Grösse  ver- 
mindert wurde,  und  Hr.  Herwig  schliesst  daraus,  dass  die 
Wirkung  auf  den  Draht  def  unerheblich  sei,  die  hauptsäch- 
lichste Drehkraft  dagegen  auf  den  Bügel  abc  ausgeiibt  werde. 

Unser  Autor  hat  dabei  übersehen,  dass  er  durch  Ein- 
führung des  beweglichen  Drahtes  ch  eine  Gegenkraft  einführte, 
die  vorher  nicht  bestand.  Das  Potential  des  Drahtes  ch  ist 
Null,  so  lange  er  streng  radiale  Richtung  hat.  Es  wird  da- 
gegen von  Null  verschieden,  sowie  der  Punkt  e der  Drehung 
des  Bügels  folgt,  während  das  entferntere  Ende  des  Drahtes 
festgehalten  wird;  und  zwar  ist  der  Sinn  dieser  Wendung  des 
Drahtes  ch  der  Richtung  entgegengesetzt,  in  welche  die  elek- 
tromagnetischen Kräfte  ihn  zu  drehen  streben.  Hr.  Herwig 
scheint  die  Wirkung  dieses  Drahtes  für  unbedeutend  gehalten 
zu  haben,  da  er  sich  auf  kürzestem  Wege  vom  Elektromagneten 
entfernt,  und  sehr  dünn  war.  Eine  leicht  auszutührende  Rech- 
nung ergiebt  dagegen,  dass,  wenn  die  Länge  des  Magneten  sehr 
beträchtlich  wäre  im  Vergleich  mit  der  Länge  dieser  Drähte 
von  f bis  h,  die  elektromagnetischen  Kräfte,  die  auf  def  und 
ch  nach  dem  Potentialgesetze  ausgeübt  werden,  sich  gegenseitig 
vollständig  im  Gleichgewicht  halten  würden. 

Rings  um  die  Mitte  eines  sehr  langen  gleichmässig  magneti- 
sirten  cylindrischen  Magneten  ist  nämlich  das  elektromagnetische 
Potential  eines  Stromelements  i.ds  von  der  Form: 

, , . d s . cos  t] 

M.i • — > 

Q 


Helmholtz,  wiesensch.  Abhandlungen. 
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wo  M eine  von  der  Stärke  der  Magnetisirung  abhängige  Con- 
stante  bedeutet,  den  Winkel,  den  die  Richtung  von  i in  ds 
mit  der  Tangente  eines  durch  ds  gehenden  Kreises  vom  Ra- 
533  dius  g bildet,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Axe  des  Magneten 
liegt  und  dessen  Ebene  senkrecht  zu  dieser  Axe  ist.  Denken 
wir  uns  durch  die  Axe  des  Magneten  als  Pollinie  eine  feste 
Meridianebene  gelegt,  und  nennen  w den  Winkel,  weichen  die 
Linie  q mit  dieser  festen  Meridianebene  bildet,  so  ist  g.do) = 
ds . cos  Somit  wird  der  obige  Ausdruck  gleich : 

M i.dco 

und  der  ganze  Werth  des  Potentials  des  Drahtes: 

Mi((ux  — cu0), 

wo  und  <y0  die  Werthe  des  Winkels  w für  Anfang  und  Ende 
der  übrigens  ganz  beliebig  zu  führenden  Drahtcurve  bezeichnen. 
Sind  also  diese  Endpunkte  fest,  wie  in  Hrn.  Herwig’s  Ver- 
such die  Punkte  f und  h,  so  kann  keinerlei  Lagenänderung  der 
dazwischen  befindlichen  Drahtleitung  das  Potential  verändern, 
und  also  keine  elektrodynamische  Wirkung  auf  den  Draht  vor- 
handen sein.  Dass  Hr.  Herwig  doch  noch  einen  kleinen  Rest 
einer  solchen  gesehen  hat,  wird  darauf  zurückzuführen  sein, 
dass  die  Länge  seines  Magneten  verglichen  mit  den  Längen 
der  Drähte  endlich  war , und  dadurch  die  nahen  Theile  des 
Drahtes  in  ein  etwas  günstigeres  Verhältnis«  zum  Magneten 
kamen  als  die  entfernten. 

Ausserdem  aber  spricht  Hr.  Herwig  die  Meinung  aus. 
dass  so  dünne  Drähte,  wie  er  sie  zur  Ueberleitung  des  Stromes 
auf  den  Bügel  angew'endet  hat,  keine  für  die  Bewegung  des 
schwer  belasteten  Bügels  in  Betracht  kommende  Wirkung  auf 
diesen  zu  übertragen  im  Stande  seien.  Eines  ist  ohne  weitere 
Ueberlegung  einzusehen,  dass  wenn  der  Draht  def  vom  Magne- 
ten abgestossen  wurde,  er,  weil  er  sehr  dünn  und  vollkommen 
biegsam  wrar,  durch  die  Abstossung  gespannt  werden  und  dann 
den  drehbaren  Bügel  nach  sich  ziehen  musste,  wie  er  auch 
wirklich  that. 

Zweifelhafter  könnte  die  Sache  aussehen,  w-enn  der  Draht 
angezogen  wrurde,  wo  er  sich  ohne  erheblichen  Widerstand  in 
irgend* eine  Curve  zusammenbiegen  konnte.  Wir  dürfen  aber 
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wohl  annehmen,  dass  er  immer  noch  steif  genug  war,  um  durch 
die  Anziehung  des  Magneten  nicht  bis  zur  Berührung  an  diesen  ”4 
herangezogen  zu  werden.  Wäre  letzteres  eingetreten,  würde 
es  Hr.  Herwig  wohl  erwähnt  haben.  Ueber  einen  solchen 
Fall  nun  giebt  das  Princip  von  den  virtuellen  Geschwindig- 
keiten ganz  bestimmte  Auskunft.  Dieses  sagt  bekanntlich  aus, 
dass,  wenn  ein  System  von  Massenpunkten  unter  der  gleich- 
zeitigen Einwirkung  von  inneren  und  äusseren  Kräften  im 
Gleichgewicht  ist,  die  äusseren  Kräfte  sich  für  sich  im  Gleich- 
gewicht halten  müssen,  wenn  man  sich  das  System  in  seiner 
Gleichgewichtstellung  erstarrt  denkt.  Das  System  ist  hier  der 
Draht,  die  inneren  Kräfte  sind  diejenigen  seiner  Elasticität,  die 
äusseren  sind  die  elektrodynamischen  Kräfte  und  diejenigen, 
welche  an  den  Befestigungspunkten  auf  seine  beiden  Enden 
ausgeübt  werden.  Da  möglichst  grosse  Beweglichkeit  des 
Drahtes  dem  Zwecke  des  Versuches  am  besten  entspricht, 
nehme  ich  an,  der  Draht  sei  um  seine  beiden  Endpunkte  voll- 
kommen frei  drehbar  gewesen.  Alsdann  wird  jedes  der  Enden 
längs  der  Horizontalebene  nur  von  einer  Kraft,  nicht  von  einem 
Kräftepaar  afficirt  werden  können.  Da  die  Resultante  der  elek- 
trodynamischen Kräfte  in  diesem  Falle  eine  solche  ist,  die  die 
Mitte  des  Bogens  def  zur  Axe  hintreibt,  so  wird  an  jedem 
Ende  des  Bogens  eine  halb  so  grosse  Kraftcomponente  in 
paralleler,  aber  entgegengesetzter  Richtung  angreifen  müssen. 

Ist  der  Bogen  ein  Halbkreis,  wie  in  den  vorliegenden  Ver- 
suchen, so  ist  diese  Richtung  die  der  Tangente  an  den  Enden 
des  Halbkreises,  und  es  folgt  daraus,  dass  der  Draht  seiner- 
seits auf  den  drehbaren  Bügel  eine  Kraft  in  Richtung  der  Ro- 
tation ausübt,  welche  dem  halben  Betrage  sämmtlicher  auf  den 
Bogen  def  in  Richtung  dieser  Tangente  ausgeübten  Kraftcom- 
ponenten  gleich  ist;  und  zwar  ist  der  Bogen  dabei  in  derjenigen 
Lage  zu  nehmen,  die  er  unter  der  Anziehung  des  Magneten 
angenommen  hat. 

Da  Ampere ’s  Gesetz  und  das  Potentialgesetz  für  alle 
ponderomotorischen  Wirkungen  geschlossener  Ströme  gleiche  555 
Oonsequenzen  ergeben,  so  könnte  es  gleichgültig  erscheinen, 
welches  von  beiden  man  acceptiren  will,  wenigstens  so  lange 
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über  die  Frage,  welches  von  ihnen  bei  ungeschlossenen  Strömen 
gelte,  noch  nicht  durch  Versuche  entschieden  ist  Ich  hoffe 
übrigens  bald  im  Stande  zu  sein,  Versuche  dieser  Art  zu  voll- 
enden. Inzwischen  spricht  für  das  Potentialgesetz  nur  die 
grössere  Einfachheit  und  das  grössere  Gebiet  seiner  Geltung. 
Das  Potentialgesetz  braucht  einen  und  denselben,  verhältniss- 
mässig  einfachen  mathematischen  Ausdruck,  um  das  ganze  bis- 
her experimentell  gekannte  Gebiet  der  Elektrodynamik,  pondero* 
motorische  und  elektromotorische  Wirkungen,  zu  umfassen, 
und  im  Gebiete  der  ponderomotorischen  Wirkungen  bringt  es 
dieselbe  grosse  Vereinfachung  und  Uebersichtliclikeit  hervor, 
welche  die  Einführung  des  Potentialbegriffs  in  die  Lehre  von 
der  Elektrostatik  und  vom  Magnetismus  gebracht  hat.  Ich 
selbst  kann  dafür  Zeugniss  ablegen,  da  ich  seit  nunmehr 
dreissig  Jahren  nie  ein  anderes  Grundprincip  als  das  Poten- 
tialgesetz angewendet  und  nie  eines  andern  bedurft  habe,  um 
mich  in  ziemlich  labyrinthischen  Aufgaben  der  Elektrodynamik 
und  zuweilen  doch  auch  auf  vorher  unbetretenem  Boden  zurecht 
zu  finden. 

Und  selbst,  wenn  man  das  wohlbekannte  Gebiet  der  Wir- 
kungen geschlossener  Ströme  verlässt,  und  die  Consequenzen 
des  Gesetzes  auf  die  Wirkungen  der  ungeschlossenen  Ströme 
ausdehnt,  trifft  man  auf  Ergebnisse,  die  den  bekannten  Tbat- 
sachen  sich  anschliessen  und  keinen  allgemeinen  Naturgesetzen 
widersprechen.  Namentlich  lassen  sich  ohne  Hülfshypothesen 
verhältnissmässig  einfache  Differentialgleichungen  für  die  Be- 
wegung der  Elektricität  in  Leitern  ableiten,  von  denen  das  zu- 
letzt Gesagte  gilt. 

Dagegen  braucht  Hr.  C.  Neu  mann  ein  besonderes,  näm- 
lich Ampere’s  Gesetz  fiir  die  ponderomotorischen  Wirkungen, 
ein  zweites  für  die  Induction  durch  Bewegung,  ein  drittes  da- 
von verschiedenes  für  die  Induction  durch  Aenderung  der  Strom- 
stärke; und  versucht  man  Differentialgleichungen  für  die  Be- 
556  wegung  der  Elektricität  aus  diesen  Gesetzen  zu  ziehen,  so  er- 
geben sie,  wie  Hrn.  W.  Web  er ’s  Hypothese,  labiles  Gleich- 
gewicht der  Elektricität  in  Leitern , das  heisst,  sie  treten  in 
Widerspruch  mit  der  allerbekanntesten  Thatsache,  dass  die 
Elektricität  in  Leitern  ruhen  kann,  wenn  keine  bewegenden 
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Kräfte  auf  sie  wirken.  Günstigsten  Falls  (das  giebt  auch  Hr. 
C.  Ke  um  an  n in  seiner  letzten,  oben  citirten  Veröffentlichung 
der  Hauptsache  nach  zu)  wird  durch  Einführung  von  Molecu- 
larkräften  (welche  die  Gleichungen  viel  verwickelter  machen 
würden)  die  Stabilität  des  Gleichgewichts  sich  retten  lassen 
für  Leiter  von  mässigen  Dimensionen,  nicht  für  beliebig  grosse. 
Das  sind  die  Gründe,  warum  mir  das  Potentialgesetz  eine  über- 
wiegend grosse  Wahrscheinlichkeit  für  sich  zu  haben  scheint, 
und  ich  es  nach  dem  bisherigen  Stande  unserer  Kenntnisse 
für  den  sichersten  Führer  im  Gebiete  der  Elektrodynamik, 
seine  Entdeckung  aber  durch  Hrn.F.E.  Neu  mann,  den  Vater, 
stets  für  einen  der  glücklichsten  und  fruchtbarsten  Gedanken 
gehalten  habe,  welchen  die  neuere  mathematische  Physik  auf- 
zuweisen hat. 

Zusatz  1881:  Von  Hrn.  F.  Zöllner  ist  noch  eine  weitere  Erwiderung 
in  Berichten  der  Sachs.  Ges.  der  Wiss.  Februar  1876  (auch  in  Poggen- 
dorff’s  Annalen  Bd.  158.  S.  106)  gegeben  worden,  auf  die  ich  nochmals 
zu  antworten  nicht  nöthig  gefunden  habe.  Wieder  werden  Experimente 
ähnlicher  Art,  wie  die  oben  besprochenen,  vorgeführt,  deren  Erfolg  nicht 
nur  in  keinem  Widerspruche  mit  der  Potentialtheorie  steht,  sondern  aus 
dieser  sogar  leicht  vorausgesagt  werden  konnte.  Ich  habe  vorausgesetzt, 
dass  jeder  hinreichend  unterrichtete  Leser,  dem  es  um  Einsicht  in  die 
Sache  zu  thun  ist,  dies  von  selbst  erkennen  würde,  und  sich  auch  über  die 
damit  zusammenhängende  literarische  Polemik  sein  Urtlieil  bilden  würde. 


XXXIX. 

Versuche  über  die  im  ungeschlossenen  Kreise  durch 
Bewegung  inducirten  elektromotorischen  Kräfte. 

Aus:  Poggendorff’s  Annalen  Bd.  CLVIII.  S.  87 — 105.  — Monatsberichte 

der  Berliner  Akademie  Juni  1875. 


87  Ich  habe  der  Akademie  zu  wiederholten  Malen  Bericht 
erstattet  über  die  Ergebnisse  meiner  Untersuchungen,  die  sich 
auf  die  Theorie  der  Elektrodynamik  bezogen.  Ich  hatte  bei 
diesen  Untersuchungen  das  Ziel  verfolgt  zu  ermitteln,  in  wie 
weit  diejenigen  der  bekannteren  Theorien,  welche  überhaupt 
bestimmte  und  genaue  quantitative  Rechenschaft  von  den  elektro- 
dynamischen Phänomenen  geben,  mit  dem  Gesetz  von  der 
Erhaltung  der  Kraft  in  Uebereinstimmung  sind,  und  wie  weit 
sie  übereinstimmende  Folgerungen  betreffs  der  beobachtbaren 
Erscheinungen  geben,  beziehlich  unter  welchen  Bedingungen 
Abweichungen  zwischen  ihnen  auftreten.  Es  erschien  nament- 
lich wünschenswerth  solche  Fälle  der  Abweichung  herauszu- 
finden, bei  denen  ausführbare  Versuche  für  oder  gegen  die 
Folgerungen  aus  der  einen  oder  anderen  Theorie  entscheiden 
konnten,  um  so  über  die  Zulässigkeit  dieser  Theorien  selbst 
eine  Entscheidung  zu  gewinnen. 

Genau  quantitativ  ermittelt  waren  bisher  fast  nur  die 

88  Wirkungen  der  in  geschlossenen  leitenden  Kreisen  verlaufen- 
den Ströme  und  der  auf  solche  wirkenden  elektromotorischen 
und  ponderomotorischen  Kräfte  elektrodynamischen  Ursprunges. 
Die  Magnete  wirken  dabei  ebenfalls  wie  Systeme  geschlossener 
elektrischer  Ströme.  Die  gegenseitigen  Einwirkungen  solcher 
Ströme  sind  verbältnissmässig  stark  und  dauernd,  und  deshalb 
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mit  den  uns  zu  Gebote  stehenden  Hülfsmitteln  leicht  und 
genau  zu  beobachten.  Auch  war  schon  eine  .Reihe  von  solchen 
Fällen  experimentell  untersucht  worden,  wo  die  Stromleiter 
zwar  unterbrochen  waren  durch  die  dünne  isolirende  Schicht 
eines  Condensators  oder  einer  Leydener  Flasche,  aber  immer 
nur  unter  Bedingungen,  wo  die  elektrodynamische  Wirkung 
der  Unterbrechungsstelle  gegen  che  der  übrigen  Theile  der 
Leitung  verschwand. 

Die  Grundlage  aller  quantitativ  bestimmten  Formulirungen 
der  elektrodynamischen  Gesetze  findet  sich  ursprünglich  in 
Ampere ’s  glücklichen  Gedanken  die  Fernwirkung  eines  ge- 
schlossenen linearen  Stromleiters  gleichzusetzen  den  magne- 
tischen Fernwirkungen  einer  imaginären  durch  den  Stromleiter 
begrenzten  Fläche,  deren  Flächeneinheiten  ein  der  Stromstärke 
proportionales  magnetisches  Moment  haben.  Diese  Darstellung 
des  Wirkungsgesetzes  fasste  in  der  That  nur  beobachtete  Er- 
scheinungen zusammen,  ohne  hypothetische  Elemente  hinzu- 
zufugen. Ihre  Uebereinstimmimg  mit  den  Thatsachen  können 
wir  als  vollkommen  gewährleistet  durch  eine  grosse  Anzald 
der  mannigfaltigsten  Versuche  und  Messungen  betrachten.  Da 
die  magnetischen  Anziehungen  und  Abstossungen  auf  ein  Po- 
tential zurückgefuhrt  werden  können,  so  konnte  dies  auch  für 
die  ponderomotorischen  Wirkungen  geschlossener  Ströme  auf- 
einander geschehen. 

Die  Gesetze  der  inducirten  Ströme  bei  Bewegung  der 
Leiter  ergaben  sich  aus  denen  der  ponderomotorischen  Kräfte 
mittels  des  von  Lenz  und  Joule  aufgestellten  Gesetzes,  wo- 
nach diese  Ströme  immer  der  Bewegung,  durch  wrelche  sie 
hervorgerufen  sind,  entgegenwirken,  und  wonach  ihre  elektro- 
motorische Kraft  andererseits  gleich  Null  ist  bei  solchen  Be- 
wegungen , wo  die  Arbeit  der  ponderomotorischen  Kräfte 
zwischen  dem  inducirenden  und  dem  von  einem  constanten 
Strome  durchflossenen  inducirten  Leiter  gleich  Null  wäre. 
Für  die  Induction  durch  Aenderung  der  Stromstärke  liess  sich 
der  Werth  herleiten  aus  der  Beobachtung,  dass  der  gesammte 
Inductionsstrom  (sein  Zeitintegral)  bei  Oeflhung  des  induciren- 
den Stromes  ebenso  gross  ist,  wie  bei  der  Ueberfuhrung  seines 
Leiters  in  unendliche  Entfernung. 
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Aus  diesen  Thatsachen,  die  durch  alle  Beobachtungen  der 
Folgezeit  nur  bestätigt  worden  sind,  leitete  Hr.  F.  E.  Neu- 
mann sein  bekanntes  Gesetz  für  die  Grösse  der  inducirten 
elektromotorischen  Kräfte  her;  indem  er  das  Ampöre’sche 
Gesetz  als  den  quantitativen  Ausdruck  für  die  ponderomoto- 
rischen  Kräfte  zu  Grunde  legte.  Soweit  also  dieses  durch 
Beobachtungen  wirklich  bestätigt  war,  so  weit  galten  auch  die 
daraus  abgeleiteten  Gesetze  der  inducirten  elektromotorischen 
Kräfte.  Dieses  durch  Beobachtungen  gesicherte  Gebiet  um- 
fasste aber,  wie  gesagt,  nur  die  gegenseitige  Wirkung  ge- 
schlossener Ströme. 

Nun  lag  es  aber  in  der  Natur  der  Sache,  dass  man  bei 
den  Wirkungen,  die  ein  so  zusammengesetztes  und  variables 
Gebilde,  wie  ein  elektrischer  Stromkreis,  hervorbringt,  nicht 
stehen  bleiben  konnte.  Man  musste  versuchen,  die  Wirkungen 
des  Ganzen  in  die  Wirkungen  seiner  einzelnen  Elemente  auf- 
zulösen. Ausserdem  existiren  Bewegungen  der  Elektricität 
bekanntlich  auch  in  nicht  zum  Kreise  geschlossenen  Leitern, 
und  solche  haben  unzweifelhaft  elektrodynamische  Wirkungen. 
Festgestellt  ist  die  Existenz  solcher  Wirkungen  wenigstens 
schon  für  die  beinahe  zum  Kreise  geschlossenen  Entladungs- 
drähte der  Leydener  Flaschen.  Solche  geben  elektromagnetische 
Ablenkungen  der  Magnetnadel  und  inducirte  Ströme,  sogenannte 
Nebenströme.  Aber  schon  an  diesen  gaben  sich  die  grossen 
Schwierigkeiten,  mit  denen  die  Beobachtung  der  Wirkungen 
so  flüchtiger  Ströme  verknüpft  ist,  zu  erkennen. 
öo  Sobald  man  aber  den  Versuch  macht  aus  der  Wirkung 
der  geschlossenen  Stromkreise  Rückschlüsse  zu  ziehen  auf  die 
Wirkungen,  welche  die  einzelnen  Theile  dieser  Stromkreise 
aufeinander  ausüben,  ist  man  gezwungen  Hypothesen  zu  machen, 
für  welche  bisher  die  experimentelle  Prüfung  fehlte. 

Von  den  verschiedenen  elektrodynamischen  Theorien, 
welche  seit  Ampere’ s Arbeiten  aufgestellt  worden  sind,  musste 
man  vor  allen  Dingen  verlangen,  dass  sie  in  Bezug  auf  die 
gegenseitigen  Wirkungen  geschlossener  Ströme  aufeinander 
Folgerungen  geben,  die  mit  Ampöre’s  Theorie  und  den  von 
Neu  mann  sen.  daraus  hergeleiteten  Inductionsgesetzen  über- 
einstimmen, weil  die  Uebereinstimmung  der  letzteren  mit  den 
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Thatsachen  hinreichend  verbürgt  erschien.  Eine  Theorie,  welche 
das  nicht  leistete,  konnte  überhaupt  nicht  gebraucht  werden. 

In  der  That  entsprechen  nun  aber  dieser  Forderung  Theorien 
sehr  verschiedener  Art,  von  denen  ich  hier  nur  1)  Ampöre’s 
Annahme  anziehender  oder  abstossender  Kräfte  zwischen  den 
Stromelementen,  2)  Faraday’s  und  Grassmann’s  Annahme 
von  Kräften,  welche  immer  senkrecht  gegen  das  Stromelement 
wirken,  3)  Hrn.  F.  E.  N e um annn’s  Potentialgesetz,  4)  Hrn. 
W.  Web  er’  s Annahme  anziehender  oder  abstossender  Kräfte 
zwischen  den  Elektricitäten  selbst,  deren  Grösse  nicht  bloss 
von  der  Entfernung,  sondern  auch  von  der  Geschwindigkeit 
und  Beschleunigung  abhängig  ist,  5)  eine  ähnliche  Annahme 
von  Gau ss,  die  nachher  Ri e mann  wieder  aufgenommen  hat, 
mit  etwas  abweichender  Form  des  Gesetzes,  ferner  6)  Hrn. 

C.  Neu  mann’ s Annahme  eines  sich  mit  messbarer  Geschwin- 
digkeit im  Raum  ausbreitenden  Potentiales,  und  endlich  7) 
Hrn.  CI.  Max  well  ’s  Zur  ückführungder  elektrodynamischen  Wir- 
kungen auf  magnetische  und  dielektrische  Polarisation  des  raum- 
füllenden Aethers,  welche  eine  mathematische  Durcharbeitung 
F ara  d ay’ scher  Ansichten  giebt,  als  die  bekannteren  nennen  will. 

Diese  verschiedenen  Theorien  unterscheiden  sich  durch 
ihre  verschiedenen  Annahmen  über  die  Art  der  Wirkung  von  91 
Stromelement  zu  Stromelement,  oder  auch  von  elektrischen 
Massentheilchen  zu  Massentheilchen,  und  es  fallen  deshalb  ihre 
Folgerungen  über  die  Wirkungen  ungeschlossener  Ströme  zum 
Theil  verschieden  aus,  während  Uebereinstimmung  herrscht, 
soweit  nur  geschlossene  in  Betracht  kommen.  Eben  deshalb 
ist  aber  eine  Entscheidung  zwischen  denselben  nur  zu  gewinnen 
durch  die  experimentelle  und  theoretische  Untersuchung  ihrer 
Folgerungen  für  ungeschlossene  Ströme,  und  alle  Versuche, 
dies  durch  Untersuchungen  an  geschlossenen  Strömen  leisten 
zu  wollen,  sind  principiell  falsch  angelegt. 

Da  die  Schwierigkeiten  der  experimentellen  Ausführung 
hauptsächlich  durch  die  kurze  Dauer  der  zu  einem  Ende  der 
Leitung  führenden  Ströme  bedingt  sind,  welche  letztere  nur  so 
lange  andauern,  bis  die  zur  Ladung  der  Oberfläche  des  be- 
treffenden Leiters  nöthige  Elektricitätsmenge  herbeigeführt  ist, 
so  war  eher  Aussicht  über  diejenigen  Theile  der  Kräfte  Auf- 
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Schluss  zu  erhalten,  welche  der  Wirkung  von  Stromelementen 
auf  Stromenden  entsprechen,  als  über  diejenigen  Theile,  welche 
von  Stromende  auf  Stromende  wirken.  Denn  im  ersteren  Falle 
hat  man  es  doch  nur  mit  einem  dieser  sehr  flüchtigen  Strom- 
endtheile  zu  thun,  während  die  mitwirkenden  Stromeleraente 
einem  starken  dauernden  Strome  angehören  oder  auch  durch 
einen  starken  Magneten  vertreten  werden  können. 

In  der  That  besteht  in  dieser  Beziehung  eine  Differenz 
zwischen  dem  von  Hrn.  F.  E.  Neu  mann1)  für  geschlossene 
Ströme  aufgestellten  Potentialgesetze,  dessen  unbeschränkter 
Anwendung  auch  auf  ungeschlossene  Ströme  aber  nach  imserer 
bisherigen  Kenntniss  der  Thatsachen  nichts  im  Wege  stand, 
wie  ich  mich  nachzuweisen  bemüht  habe,  und  zwischen  dem 
xlmpö re’ sehen  Gesetze  andererseits,  und  derjenigen  Form  des 
92  Inductionsgesetzes,  welches  ebenfalls  und  schon  früher  von  Hm. 
F.  E.  Neu  mann2)  direct  aus  dem  Ampöre’schen  Gesetze 
abgeleitet  worden  war,  und  welches  übrigens  mit  dem  aus  der 
Weber’ sehen  Hypothese  über  das  Grundgesetz  der  elektri- 
schen Kräfte  hergeleiteten  übereinstimmt , sowie  mit  den  Ge- 
setzen, welche  Hr.  C.  Neumann,  Sohn,  nach  einander  von 
verschiedenen  Hypothesen  ausgehend  abgeleitet  hat. 

Wenn  man  aus  dem  Potentialgesetze  die  Kräfte  herleitet, 
die  von  jedem  Punkt  des  einen  Leiters  auf  jeden  Punkt  des 
anderen  wirken  müssten,  um  den  in  dem  Potential  gegebenen 
Betrag  der  Arbeit  zu  leisten,  so  erhält  man  ausser  den  pondero- 
motorischen  Kräften,  welche  von  Stromelement  zu  Strom- 
element wirken,  und  die  mit  den  von  Ampere  angenommenen 
vollkommen  übereinstimmen,  noch  solche,  die  zwischen  den 
Stromelementen  und  Stromenden  wirken,  deren  Intensität  der 
Geschwindigkeit  proportional  ist,  mit  der  die  Dichtigkeit  der 
Elektricität  an  dem  Stromende  wächst,  ferner  proportional  der 
nach  der  Verbindungslinie  beider  gerichteten  Stromcomponente 
in  dem  Stromelemente,  und  umgekehrt  proportional  der 

1)  Ueber  ein  allgemeines  Prineip  der  mathematischen  Theorie  in- 
ducirter  elektrischer  Ströme  (der  Akademie  vorgetrageu  am  9.  August 
1847).  Berlin,  Reimer  1848. 

2)  Die  mathematischen  Gesetze  der  inducirten  elektrischen  Ströme. 
Schriften  der  Berliner  Akad.  der  Wiss.  von  1845.  Berlin,  Reimer  1846. 
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Entfernung  zwischen  beiden.  Die  Kraft  ist  anziehend,  wenn 
die  in  dem  Stromende  sich  anhäufende  Elektricität  in  dem 
Stromelemente  von  jenem  wegfliesst. 

Hrn.  Grassmann ’s  ponderomotorisches  Gesetz  enthält 
die  Kraft,  welche  Stromenden  auf  Stromelemente,  nicht  aber 
die,  welche  die  letzteren  auf  erstere  ausüben.  Darin  ist  also 
die  Gleichheit  der  Action  nicht  gewahrt.  Das  Grassmann- 
sche  Gesetz  fällt  übrigens  seinem  Resultat  nach  mit  Faraday’s 
Regel  zusammen,  wonach  die  ponderomotorische  Kraft  auf 
Stromelemente  immer  senkrecht  zu  ihnen  selbst  und  zu  den 
Magnetkraftlinien  gerichtet  ist.  Kur  sind  in  Faraday’s  Vor- 
stellung und  in  der  sich  ihm  anschliessenden  von  CI.  Maxwell 
die  Stromenden  durch  die  Annahme  beseitigt,  dass  von  jedem 
Stromende  aus  sich  elektrische  Bewegungen  in  das  isolirende  93 
Medium  hinein  fortpflanzen,  welches  die  Leiter  voneinander  trennt. 

Ich  habe  in  meiner,  der  Akademie  im  Februar  1873  ge- 
machten Mittheilung  schon  erwähnt,  dass  man  diese  vom  Po- 
tentialgesetze geforderten  ponderomotorischen  Wirkungen  auf 
Stromenden  von  denen,  welche  die  Stromelemente  erleiden,  würde 
isoliren  können,  wenn  man  als  Vertreter  der  geschlossenen 
Stromsysteme  starke  in  sich  selbst  zurücklaufende  ringförmige 
Magnete  ohne  Pole  anwendet.  Diese  wirken  auf  andere  Mag- 
nete und  geschlossene  Ströme  gar  nicht  ponderomotorisch  ein, 
wohl  aber  würden  sie  nach  dem  Potentialgesetze  auf  Ström- 
enden einwirken  müssen,  beziehlich  letztere  auf  die  ringförmigen 
Magnete,  und  zwar  so,  dass  wenn  der  Magnet  durch  ein  System 
von  Kreisströmen  ersetzt  gedacht  wird,  er  diejenige  Seite  des 
Ringes  dem  Stromende  zuzuwenden  streben  wird,  in  welcher 
die  dem  Stromende  zufliessende  Elektricität  von  der  Axe  des 
Ringes  wregtiiesst. 

Es  erschien  möglich  auf  einem  von  mir  schon  in  Bor- 
chardt’s  Journal  für  Mathematik  Bd.  78,  S.  281  angedeuteten 
Wege  Stromenden  von  hinreichender  Wirksamkeit  zu  erhalten 
mittels  elektrischer  Convection.  Ich  verstehe  hierunter  ent- 
sprechend dem  Gebrauche,  der  von  diesem  Worte  in  der 
Wärmelehre  gemacht  wird,  die  Fortführung  der  Elektricität 
mittels  der  Fortbewegung  elektrisch  geladener  Körper.  Das 
Potentialgesetz  schreibt  elektrodynamische  Wirkungen  nur  der 
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in  ponderablen  Trägem  sich  bewegenden  Elektricität  zu,  nicht 
aber  der  eonvectiv  fortgefiihrten.  Es  war  also  zu  versuchen, 
ob  eine  Elektricität  ausströmende  Spitze  die  Wirkung  eines 
Stromendes  zeige,  da  die  durch  die  Fortbewegung  der  elek- 
trisch abgestossenen  Luft  fortgeführte  Elektricität  möglicher 
Weise  nicht  als  elektrodynamische  Fortsetzung  der  durch- 
strömten Leitung  in  Betracht  kam. 

Versuche  dieser  Art  übernahm  Hr.  N.  Schiller  während 
des  vorigen  Sommers  im  physikalischen  Laboratorium  der 
hiesigen  Universität  auszuführen.  Ein  geschlossener  Stahlring 
wurde  mit  einem  Leitungsdrahte  umwickelt  und  magnetisirt. 
Die  Stärke  der  entstandenen  Magnetisirung  des  Ringes  konnte 
durch  den  Inductionsstrom  bestimmt  werden,  den  derselbe  in 
einer  Anzahl  anderer,  vom  ersten  Drahte  getrennter  Draht- 
windungen beim  Magnetisiren  gab.  Der  Ring  wurde  an  einem 
langen  Coconfaden  aufgehängt  in  einem  Gehäuse,  welches 
äusserlicli  ganz  mit  Stanniol  überdeckt  wurde,  um  elektrosta- 
tische Anziehungskräfte  auszuschliessen.  Auch  das  Glas,  durch 
welches  ein  am  Magneten  befestigter  Spiegel  beobachtet  wer- 
den konnte,  war  durch  ein  Metallgitter  bedeckt.  Durch  eine 
von  aussen  genäherte  metallene  Spitze  strömte  die  gesammte 
durch  eine  schnell  gedrehte  Holtz’sche  Maschine  entwickelte 
Elektricität  in  die  Luft  aus.  Die  Spitze  wurde  derjenigen 
Seite  des  Kastens  gegenübergestellt,  wo  sich  innen  der  eine 
verticale  Theil  des  Ringes  befand.  Der  Ring  hätte  unter 
diesen  Umständen  eine  Ablenkung  erfahren  müssen,  wenn  die 
Spitze  als  Stromende  im  Sinne  der  Potentialtheorie  wirkte. 
Das  Resultat  der  so  angestellten  Versuche  war  aber  durchaus 
negativ.  Hr.  N.  Schiller  hat  seitdem  diese  Versuche  in 
Moskau  mit  vollkommeneren  Apparaten  fortgesetzt  unter 
Bedingungen,  wo  die  Grösse  der  Magnetisirung  des  Ringes 
und  die  Litensität  des  von  der  Elektrisirmaschine  gelieferten 
Stromes  genau  bestimmt,  und  nachgewiesen  werden  konnte, 
dass  die  nach  dem  Potentialgesetz  zu  erwartende  Ablenkung 
gross  genug  sein  wrürde,  um  sicher  beobachtet  werden  zu 
können,  wenn  sie  existirte.  Die  Resultate  waren  ebenso  rein 
negativ.  Ich  erlaube  mir  am  Schlüsse  dieses  Aufsatzes  die 
darauf  bezüglichen  Mittheilungen  aus  einem  an  mich  gerichteten 
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Briefe  des  genannten  Beobachters  beizufügen.  Eine  ausführ- 
lichere Beschreibung  dieser  Versuche  behält  sich  derselbe  selbst 
zu  geben  vor. ]) 

Daraus  ist  also  zu  schliessen,  dass  entweder  die  vom  Po- 
tentialgesetze angezeigten  Wirkungen  der  Stromenden  nicht 
existiren,  oder  dass  ausser  den  von  diesem  Gesetze  angezeigten 
elektrodynamischen  Wirkungen  auch  noch  solche  der  convectiv 
fortgeführten  Elektricität  bestehen,  dass  das  Potentialgesetz 
also  unvollständig  sei,  wenn  man  in  ihm  nur  Rücksicht  nimmt 
auf  Fernwirkungen  der  in  den  Leitern  fortströmenden  Elek- 
tricität. 

Andererseits  hängt  mit  dieser  Differenz  in  der  Bestimmung 
der  ponderomotorischen  Kräfte  eine  solche  in  der  Bestimmung 
der  inducirten  elektromotorischen  Kräfte  in  ungeschlossenen 
Leitern  zusammen.  Wenn  ein  Magnet  oder  ein  System  ge- 
schlossener Ströme  inducirend  einwirkt  auf  einen  ungesclilos- 
senen  linearen  Leiter  ab,  welcher  in  die  Lage  aß  fortge- 
rückt wird,  so  ist  nach  dem  von  Hrn.  Neu  mann  senior  aus 
dem  Am pöre’ sehen  hergeleiteten  Inductionsgesetze  die  ge- 
sammte  inducirte  von  a nach  ß treibende  elektromotorische 
Kraft  gleich  dem  Potential  der  inducirenden  Ströme  (oder 
Magnete)  auf  einen  Stromkreis,  in  dem  die  Einheit  des  Stromes 
von  u längs  der  Lage  aß  nach  ß,  von  ß längs  des  vom  End- 
punkte b beschriebenen  Weges  nach  der  Anfangslage  von  b, 
von  da  längs  der  Anfangslage  ab  des  Leiters  nach  a und 
endlich  längs  des  vom  Punkte  a beschriebenen  Weges  nach 
u circulirt.  Mit  dieser  Regel  fällt  in  den  Resultaten  das 
Farad ay’sche  Gesetz  zusammen,  wonach  die  Stärke  der  In- 
duction von  der  Anzahl  der  durchschnittenen  Magnetkraftlinien 
abhängt. 

Folgen  dagegen  die  ponderomotorischen  Wirkungen  dem 
Potentialgesetze,  so  sind  in  der  genannten  Berechnung  wegzu- 
lassen diejenigen  Theile  des  Potentials,  die  sich  auf  die  beiden 
Wege  aa  und  ßb  beziehen;  es  ist  vielmehr  nur  die  Differenz 
des  elektrodynamischen  Potentials  für  die  Endlage  aß  minus 


1)  Diese  ist  gegeben  in  Pogg.  Annalen  Bd.  159.  S.  456  und  537. 
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clem  für  die  Anfangslage  ab  zu  nehmen.  Es  ergiebt  sich 
hieraus,  dass  ein  Unterschied  des  Inductionsgesetzes  auch  für 
ungeschlossene  Leiter  nur  dann  besteht,  wenn  mindestens  das 
eine  Leiterende  selbst  fortbewegt  wird. 


Denken  wir  uns  den 
Endpunkt  a des  Leiters 
(ab  Fig.  1)  festliegend,  b 
aber  im  Kreise  um  a dreh- 
bar, ferner  die  wirkenden 
Magnete  und  Stromtheile 
so  angeordnet,  dass  die 
ersteren  Rotationskörper 
bilden,  deren  magnetische 
Axe,  wie  die  Axe  ihrer 
Form  mit  der  auf  dem 
Mittelpunkte  des  Kreises 
errichteten  Normale  seiner 
Ebene  zusammenfällt , während  die  Stromkreise  zu  dieser 
Axe  concentriscbe  Kreise  bilden.  Bei  solcher  Anordnung  ist 
die  relative  Lage  des  Radius  aß  zu.  den  Magneten  oder  Strömen 
genau  dieselbe  wie  ab;  das  elektrodynamische  Potential  hat 
in  beiden  Fällen  den  gleichen  Werth,  nämlich  Null,  und  das 
Potentialgesetz  würde  die  Folgerung  ergeben,  dass  in  diesem 
Falle  keine  elektromotorische  Kraft  während  der  Drehung  des 
Radius  ab  in  die  Lage  aß  längs  desselben  wirkt. 

Dagegen  ist  klar,  dass  der  Leiter  ab  bei  seiner  Fort- 
bewegung Magnetkraftlinien,  die  der  Axe  des  Kreises  parallel 
gehen,  durchschneidet.  Und  entsprechender  Weise  kommt 
nach  der  von  Neumann  gegebenen  Regel  auch  derjenige 
Theil  des  Potentials  in  Betracht,  der  sich  auf  den  vom  Punkte 
b beschriebenen  Weg,  d.  h.  den  Kreisbogen  bß  bezieht  Dieser 
Theil  des  Potentials  hat  in  der  That  einen  von  Null  verschie- 
denen Werth;  geschieht  die  Strömung  der  Kreisströme  im 
Sinne  des  neben  gesetzten  Pfeiles  und  der  Bewegung  von  b 
nach  ß,  so  würde  das  Potential  positiv  sein,  also  die  Indue- 
«7  tionskraft  von  a nach  ß hin  wirken  müssen.  Ein  so  gerich- 
teter Strom  würde  nach  Ampöre’s  Gesetz  der  Bewegung 
entgegen  wirken. 


Fig.  l. 
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Tritt  an  dem  Ende  b des  rotirenden  Radius  schleifende 
Berührung  mit  einem  feststehenden  Leiter  ein,  wie  in  der 
Lage  ay  mit  c,  so  würde  das  Potentialgesetz  genau  dieselbe 
inducirte  Kraft  anzeigen,  da  dann  die  Leitung  a über  y bis  c 
geschlossen  wäre.  In  diesem  Palle  wäre  aber  nach  dem  Po- 
tentialgesetze die  ganze  elektromotorische  Kraft  in  den  ilire 
Richtung  schnell  verändernden  Stromfäden  der  Gleitstelle  zu 
suchen.  Die  Einführung  einer  Gleitstelle  giebt  uns  bei  einem 
solchen  Versuche  also  immer  die  Gelegenheit  unabhängig  von 
dem  Streit  der  Theorien  die  durch  die  betreffende  Bewegung 
im  geschlossenen  Kreise  erzeugbare  elektromotorische  Kraft 
zu  bestimmen. 


Fig.  2. 


n 


c 


Diesen  Theil  der  Versuche  habe  ich  selbst  ausgeführt. 
Zu  dein  Ende  habe  ich  das  Ende  b des  rotirenden  Leiters 
mit  einer  Condensatorplatte  versehen,  welche  während  seiner 
Rotation  einer  anderen  ähnlichen  nahe  gegenübertrat.  Sche- 
matisch ist  dies  dargestellt  in  der  Fig.  2 A.  Es  ist  a wieder 
der  Durchschnitt  der  Axe,  welche  verticale  Richtung  hat,  b 
sind  die  cylindrischen  beweglichen  Condensatorplatten,  c die 
feststehenden.  Fig.  2 A zeigt  dieselben  Theile  nach  einer  os 
Drehung  um  einen  rechten  Winkel.  Die  Platten  bb  und  cc  sind 
Quadranten  zweier  mit  der  Rotationsaxe  a coaxialen  Cyliuder- 
fiächen.  Der  radiale  Träger  bb  liegt  zwischen  den  Polen  eines 
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starken  Elektromagneten.  Das  untere  Ende  der  Axe  a ruht 
auf  dem  unteren  Pole  desselben,  das  obere  Ende  reicht  durch 
eine  Durchbohrung  des  oberen  Theiles  des  Elektromagneten 
hinaus  bis  in  einen  von  magnetischen  Richtkräften  verhältniss- 
mässig  freien  Raum  und  trügt  dort  einen  Commutator,  mittels 
dessen  die  Platten  cc  während  der  Stellung  A zur  Erde  ab- 
geleitet, in  der  Stellung  B aber  mit  der  isolirten  Platte  eines 
Condensators  nach  Kohlrausch  verbunden  werden.  Werden 
die  Platten  bb  durch  magnetische  Induction  positiv  geladen, 
so  laden  sich  die  Platten  cc  in  der  Stellung  A von  der  Erde 
aus  negativ,  und  zwar  wirkt  der  Apparat  hierbei  wie  ein 
Condensator,  sodass  eine  mässige  elektromotorische  Kraft  ein 
verhältnissmässig  bedeutendes  Quantum  Elektricität  anhäuft. 
Gehen  dann  die  Platten  in  die  Stelle  B über,  so  wird  die  ge- 
sammelte negative  Elektricität,  deren  Potential  durch  die  Ent- 
fernung der  positiven  Platten  bb  erheblich  gesteigert  ist,  in  Kohl  - 
rausch’s  Condensator  übergeführt,  und  häuft  sich  in  diesem 
an,  bis  dessen  isolirte  Platte  selbst  das  Potential  der  Platten 
cc  in  der  Stellung  B angenommen  hat. 

Die  Ladung  von  Kohlrausch’s  Condensator  wird  dann 
an  einem  Thomson’schen  Quadrantelektrometer  gemessen. 

Ich  übergehe  hier  die  ausführliche  Erörterung  der  Fehler- 
quellen, die  sich  geltend  machen  konnten  und  zum  Theil  ge- 
macht haben,  ehe  ich  die  Mittel  zu  ilirer  Beseitigung  fand. 
Ich  will  nur  kurz  bemerken,  dass  nach  jeder  einzelnen  Be- 
obachtung die  Pole  des  Magneten  gewechselt  wurden,  wodurch 
der  Einfluss  aller  Fehlerquellen  von  constanter  Richtung  be- 
seitigt wird,  dass  ferner  zwischen  den  Versuchen  mit  schneller 
Drehung  immer  solche  mit  langsamer  Drehung  angestellt  wur- 
den, um  den  Einfluss  der  durch  den  magnetisirenden  Strom  ker- 
99  vorgebrachten  elektrostatischen  Ladungen  zu  eliminiren.  Da 
hier  doppelte  Condensation  wirkt,  so  sind  ausserordentliche 
kleine  elektrische  Einflüsse  im  Stande  Ladungen  hervorzn- 
bringen.  Ich  behalte  die  ausführliche  Beschreibung  der  Ver- 
suche und  Methoden  einem  anderen  Orte  vor. 

Es  gelang  mir  schliesslich  bei  grosser  Rotationsgeschwin- 
digkeit und  mit  starken  magnetisirenden  Strömen  Ablenkungen 
am  Elektrometer  bis  zu  67  Theilstricken  zu  erzielen,  welche 
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mit  der  Richtung  der  Magnetisirung  und  mit  der  Richtung 
der  Bewegung  ihr  Zeichen  wechselten,  und  an  deren  Ent- 
stehung aus  elektrodynamischer  Induction  ich  keinen  Zweifel 
mehr  hegen  konnte.  Die  inducirte  elektromotorische  Kraft, 
welche  den  rotirenden  Condensator  lud,  entspricht  von  der 
eines  Da  nie  11’  sehen  Elementes. 

Andererseits  konnten  die  Verbindungen  mit  dem  Commu- 
tator  auch  so  hergestellt  werden,  dass  die  feststehenden  Platten 
c in  der  Stellung  A mit  Kohlrausch’s  Condensator  verbunden 
wurden,  in  der  Stellung  B mit  der  Erde.  Dann  wurde  in 
der  ersten  Stellung  dem  grossen  Condensator  so  lange  Elek- 
tricität  entzogen,  und  in  der  zweiten  Stellung  an  die  Erde 
abgegeben,  bis  seine  Potentialfunction  den  Werth  angenommen 
hatte,  der  den  Platten  c bei  dem  Elektricitätsquantum  Null 
zukam,  wenn  sie  der  vertheilenden  Wirkung  der  bewegten  und 
elektrodynamisch  inducirten  Platten  ausgesetzt  waren.  Die  dabei 
entstehende  Ladung  ergab  nach  Entfernung  der  Platten  des  gros- 
sen Condensators  voneinander  am  Elektrometer  die  Ablenkung 
12,42,  während  18,8  deijenige  Werth  gewesen  wäre,  der  sich  aus 
der  bei  der  ersten  Stellung  des  Commutators  beobachteten  Ab- 
lenkung von  67  nach  der  Capacität  des  Condensators  hätte  ergeben 
müssen.  Letztere  war  durch  Ladung  des  rotirenden  Conden- 
sators mittels  eines  D an iell’ sehen  Elementes  bestimmt  worden. 

Die  beschriebenen  Versuche  zeigen  zunächst,  dass  die 
Platten  des  rotirenden  Condensators  durch  eine  inducirte  elek-  ioo 
tromotorische  Kraft  geladen  werden,  auch  wenn  keine  Gleit- 
stelle vorhanden  ist. 

Es  wäre  nun  noch  zu  fragen,  ob  die  ganze  elektromoto- 
rische Kraft,  die  in  einem  durch  eine  Gleitstelle  geschlossenen 
Kreise  wirkt,  auch  in  dem  ungeschlossenen  Kreise  thätig  war. 
Diese  Frage  war  bei  der  Anfertigung  des  Apparates  vorgesehen 
worden,  und  ich  hatte  deshalb  an  dem  oberen  Rande  der  festen 
Platten  cc  verstellbare  Federn  anbringen  lassen,  welche  bei 
passender  Einstellung  metallische  Stifte,  die  am  oberen  Rande 
der  beweglichen  Platten  bb  angebracht  waren,  berühren  konn- 
ten. Während  dieser  Berührung  war  die  inducirte  Leitung 
zwischen  ruhenden  Endpunkten,  nämlich  der  Axe  des  rotiren- 
den Theils  und  den  festen  Platten  c geschlossen,  für  welchen 

Helmholtz,  wieeensch.  Abhandlungen.  50 


786 


Elektrodynamik. 


Fall  die  zweifelhaften  Punkte  der  Theorie  keinen  Einfluss 
haben.  Von  c aus  konnte  direct  der  Kohlrausch-Conden- 
sator  geladen  werden.  Die  Ladung  war  unter  übrigens  glei- 
chen Umständen  etwas  grösser,  nämlich  18,71,  als  im  letzt- 
beschriebenen Falle,  wo  sie  nur  13,42  betrug.  Indessen  berech- 
tigt dies  nicht  auf  eine  entsprechende  Grösse  der  elektromo- 
torischen Kraft  in  der  Contaetstelle  zu  schliessen.  Denn  es 
ergab  sich,  dass  die  elektromotorische  Kraft  nicht  dieselbe 
blieb,  wenn  die  Gleitstelle  in  verschiedener  Höhe  der  rotiren- 
den  Platten  angebracht  wurde,  was  geschehen  konnte,  nachdem 
man  eine  der  Platten  c entfernt  hatte.  In  mittlerer  Höhe  der 
Gleitstelle,  der  Mitte  beider  Magnetpole  gegenüber,  war  die 
elektromotorische  Kraft  am  kleinsten,  etwa  nur  $ derjenigen 
an  der  oberen  Anschlagstelle,  was  sich  dadurch  erklärt,  dass 
die  magnetischen  Kraftlinien  am  Orte  der  Condensatorplatten 
ein  wenig  nach  aussen  gebaucht  waren,  und  deshalb  zum  Theil 
die  Condensatorplatten  selbst  schnitten,  und  in  ihnen  schwache 
elektromotorische  Kräfte  von  der  Mitte  zum  oberen  und  unteren 
Rand  hin  inducirten.  Der  obige  Ausschlag  von  18,17  für  die 
Gleitstelle  am  oberen  Rande,  reducirte  sich  also  auf  13,36  für 
ioi  eine  Gleitung  an  der  Mitte  der  beweglichen  Platten.  Bei  den 
Versuchen  ohne  Gleitstelle  kommt  natürlich  der  Mittelwerth 

i 

der  elektromotorischen  Kraft  in  Betracht,  für  die  ganzen  con- 
densirenden  Flächen  berechnet.  Dass  nun  liier  die  beobachtete 
Ablenkung  13,42  so  wenig  grösser  ist,  als  die  an  der  mittleren 
Gleitstelle  wirkende  Kraft  13,36  erklärt  sich  dadurch,  dass  im 
ersteren  Falle  das  Potential  der  Flächen  von  b nur  durch  Ver- 
keilung auf  die  Platten  c wirkte,  und  die  Zahl  13,36  deren 
Potentialwerth  misst,  wrährend  ihr  Elektricitätsquantum  gleich 
Null  war.  Unter  diesen  Umständen  ist  das  durch  Verkeilung 
erzeugte  Potential  nothwendig  etwas  kleiner,  als  das  die  Ver- 
keilung erzeugende. 

Bestätigt  wurde  diese  Ansicht  durch  andere  Versuche,  bei 
denen  ich  nach  Beseitigung  der  einen  Platte  c das  Metallge- 
stell des  Magneten  und  die  mit  ihm  verbundene  Batterie  iso- 
lirte  und  nur  durch  Drähte,  die  in  der  Mitte  der  unbedeckten 
rotirenden  Platte  b schleiften,  die  genannten  Leiter  mit  der 
Erde  verband.  Die  gebliebene  eine  Platte  c wurde  in  der 
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Stellung  A,  wo  sie  durch  b gedeckt  war,  mit  der  Erde,  in  der 
Stellung  B ungedeckt  mit  dem  Kohlrausch-Condensator  ver- 
bunden. Sie  erhielt  eine  schwache  Ladung  von  der  Grösse  5,3 
und  von  derselben  Art,  als  wäre  die  rotirende  Axe  nicht  durch 
die  Gleitstelle,  sondern  von  ihren  Spitzen  aus  zur  Erde  abge- 
leitet gewesen,  wie  in  den  erst  beschriebenen  Versuchen.  Dar- 
aus ging  unzweideutig  hervor,  dass  die  in  der  Gleitstelle  selbst 
vielleicht  vorhandene  elektromotorische  Kraft  jedenfalls  kleiner 
war,  als  die  Differenz  zwischen  dem  Mittelwerthe  und  dem 
Minimalwerthe  der  bei  den  verschiedenen  Höhen  der  Gleit- 
stelle in  sämmtlichen  bewegten  Theilen  wirkenden  inducirten 
Kraft.  Wenn  also  überhaupt  ein  endlicher  Theil  der  elektro- 
motorischen Kraft  in  der  Gleitstelle  seinen  Sitz  hat,  so  ist 
derselbe  verhältnissmässig  sehr  klein  der  Gesammtkraft)  und 
bei  der  bisher  erreichten  Genauigkeit  dieser  Messungen  den 
Fehlerquellen  gegenüber  noch  nicht  von  solcher  Grösse,  dass 
ich  seine  Existenz  verbürgen  möchte. 

Es  folgt  nun  hieraus,  dass  die  Potentialtheorie,  wenn  in  102 
ihr  nur  die  in  den  Leitern  vorkommenden  elektrischen  Be- 
wegungen und  deren  Fernwirkungen  berücksichtigt  werden,  mit 
den  Thatsachen  in  Widerspruch  tritt.  Die  beschriebenen  Ver- 
suche fügen  sich  dagegen  hinreichend  gut  unter  das  von  F.  E. 
Neumann  direct  aus  der  A mp  fcre 'sehen  Hypothese  abge- 
leitete Gesetz.  Dass  übrigens  die  Ampöre’sche  Hypothese 
auch  für  die  Inductionen  zwischen  je  zwei  ungeschlossenen 
Leitern  mit  dem  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Kraft  nach 
jeder  Richtung  hin  in  Uebereinstimmung  gebracht  werden  kann, 
habe  ich  in  meinem  dritten  Aufsatze  über  die  Theorie  der  Elek- 
trodynamik (Journal  für  Mathematik  Bd.  78)  nachgewiesen.1) 

1)  Ich  brauche  hier  wohl  kaum  daran  zu  erinnern,  dass  ich  das  Po- 
tentialgesetz bisher  zwar  gegen  nichtige  Einwände  vertheidigt  habe,  aber 
doch  immer  nur  als  ein  solches,  über  dessen  Richtigkeit  endgiltig  nur 
neue  Versuche  entscheiden  könnten.  Die  Punkte  zu  finden,  wo  das 
Experiment  angreifen  könne,  war  der  ausgesprochene  Zweck  meiner 
früheren  Arbeiten,  der  nun  in  einem  wesentlichen  Theile  erreicht  ist. 

So  weit  die  einfachere  Gesetzmässigkeit  einer  solchen  Theorie  bei  Mangel 
entscheidender  Thatsachen  grössere  Wahrscheinlichkeit  giebt,  schien 
diese  mir  allerdings  auf  Seiten  des  Potentialgesetzes  zu  liegen,  und  deshalb 
erschien  letzteres  mir  besonders  beachtenswerth. 

50* 
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Aber  auch  das  Potentialgesetz  kann  den  hier  gewonnenen 
Resultaten  entsprechend  ergänzt  werden,  wenn  man  mit  Fa- 
rad ay  und  Maxwell  annimmt,  dass  auch  in  den  Isolatoren 
elektrische  Bewegungen  mit  elektrodynamischer  Wirksamkeit 
eintreten  können,  wodurch  dieselben  dielektrisch  polarisirt  wer- 
den. Ich  habe  diese  Hypothese  schon  am  Schluss  meiner 
ersten  elektrodynamischen  Abhandlung  im  72.  Bande  des  Jour- 
nals für  Mathematik  mit  dem  Potentialgesetz  in  Verbindung 
gebracht  , mit  Beziehung  auf  die  elektrischen  Bewegungen  in 
ruhenden  Leitern  und  Isolatoren.  Die  Theorie  von  Hra.  CL 
Maxwell  ergiebt  sich  aus  dieser  Moditication  des  Potential- 
gesetzes, wenn  man  die  Constante  der  dielektrischen  Polari- 
sation (£  in  meiner  Abhandlung)  unendlich  gross  werden  lässt. 

103  Bei  diesem  Grenzfall  würden  überhaupt  keine  ungeschlossenen 
elektrischen  Ströme  mehr  bestehen,  wie  auch  Hr.  Maxwell 
ausdrücklich  hervorgehoben  hat,  indem  jede  elektrische  Bewe- 
gung in  Leitern,  die  zu  einer  Anhäufung  der  Elektricitäten  an 
ihrer  Oberfläche  führt,  sich  in  den  umgebenden  Isolatoren  als 
äquivalente  Bewegung  entstehender  oder  vergehender  dielek- 
trischer Polarisation  fortsetzen  würde. 

Ich  behalte  mir  vor,  die  vollständige  mathematische  Aus- 
führung der  Principien  für  die  bei  Bewegung  der  Leiter  und 
Isolatoren  eintretenden  ponderomotorischen  und  elektromoto- 
rischen Wirkungen,  auf  Grundlage  der  oben  bezeichneten  An- 
nahmen an  einem  anderen  Orte  zu  geben  und  dadurch  die  Ver- 
bindung zwischen  der  Potentialtheorie  und  der  Maxwell’sehen 
vollständig  herzustellen.  Hier  wird  es  genügen,  in  Bezug  auf 
die  vorbeschriebenen  Versuche  folgendes  anzuführen. 

Denkt  man  sich  zwischen  den  beiden  aneinander  vorbei- 
gleitenden Condensatorplatten  die  Schicht  der  isolirenden  Luft 
(beziehlich  des  Aethers)  in  kleine  Prismen  zerschnitten,  die  in 
einem  gegebenen  Augenblicke  senkrecht  zu  den  Condensator- 
flächen  stehen,  dann  aber  sich  mit  den  Luftschichten  verschie- 
ben, so  ist  jedes  dieser  Prismen  in  einer  Bewegung  begriffen, 
durch  welche  es  in  tangentiale  Richtung  überzugehen  und  in 
dieser  Richtung  sich  zu  verlängern  strebt,  sodass  es  sich  der 
zugewendeten  Seite  der  um  den  Elektromagneten  eirculiren- 
den  Kreisströme  parallel  streckt.  In  einem  Drahtstücke,  was 
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diese  Bewegung  macht,  würde  nach  dem  Potentialgesetze  eine 
elektromotorische  Kraft  wirken  gleich  derjenigen,  die  wir  bei 
den  Versuchen  mit  der  Gleitstelle  finden.  Das  Gleiche  würde 
bei  dielektrischer  Polarisationsfähigkeit  der  Luftprismen  in 
diesen  geschehen,  es  würden  sämmtliche  Molekeln  der  Pris- 
men nach  der  einen  Richtung  hin  positiv,  nach  der  anderen 
Richtung  hin  negativ  geladen  werden,  und  dem  entsprechend 
würde  in  der  der  positiven  Seite  der  Molekeln  gegenüber- 
stehenden Condensatorfläche  negative  Elektricität  angehäuft 
werden,  ihrer  negativen  Seite  gegenüber  positive.  Somit  wür- 
den die  Metallflächen  sich  elektrisch  laden  können,  ohne  dass 
eine  elektrodynamisch  inducirte  Kraft  den  metallischen  Leiter 
selbst  zu  treffen  brauchte. 

Setzen  wir  das  elektrische  Moment  in  der  Volumeneinheit 
der  Luft  in  Richtung  der  x gleich  £ und  bezeichnen  wir  mit  3E 
die  in  gleicher  Richtung  wirkende  elektromotorische  Kraft, 
und  mit  rp  die  elektrische  Potentialfunction  im  Innern  des 
Dielektricum  (wie  in  meiner  Abhandlung  im  72.  Bande  des 
Journals  für  Mathematik),  so  würde  zwischen  den  Condensator- 
platten,  da  w*o  die  xAxe  zu  ihnen  normal  ist,  zu  setzen  sein: 


E = 


Dabei  würde  gegen  die  Grenzen  der  Luftschicht  in  Rich- 
tung der  positiven  x die  elektrische  Grenzschicht  von  der  Dichte 
4-  j hingeschoben  sein , in  der  Richtung  der  negativen  x die 
Schicht  — £.  Wenn  nun  an  beiden  Metallflächen  selbst  sich 
die  elektrischen  Dichtigkeiten  + e und  — e gesammelt  haben, 
so  ist  nach  bekannten  Sätzen 

1)  an  der  Seite  des  positiven  £: 


-4*  (*  + «)  = 

4-  ine  = (1  4-  4 Tr «)  — 4*fi3t'; 

2)  an  der  Seite  der  negativen  x ebenso: 

4-  4 n (£  + e)  = ^ , 

— 4-4*6)  dd<p-- 


oder 


4 * 6 3t'. 
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Wenn  nun  die  beiden  Condensatorflächen  übrigens  durch 
eine  nicht  von  inducirten  Kräften  getroffene  metallische  Lei- 
tung zusammenhingen,  wie  dies  nach  den  Annahmen  der  Poten- 
tialtheorie in  unseren  Versuchen  der  Fall  war,  so  wäre  (f  in 
106  beiden  Condensatoren  gleich,  folglich  in  ihrem  engen  Zwischen- 
räume d<p/dx  — 0,  und  die  gebundene  Elektricität : 

€ = - €30. 


Wenn  dagegen  nach  den  Annahmen  der  Ampere’schen 
Theorie  die  gesammte  elektromotorische  Kraft  Xk  in  dem 
metallischen  Kreise  wirkte,  so  wäre  der  Unterschied  der 
Potentiale  an  beiden  Flächen  gleich  — Xh  zu  setzen,  also  im 
Zwischenräume : 


wobei  h den  Abstand  beider  Flächen  bezeichnet,  und: 


Ist  « sehr  gross,  so  werden  beide  Wertlie  merklich  gleich, 
das  heisst,  dann  würde  auch  unter  Annahme  des  Potential- 
gesetzes die  elektrische  Ladung  naliehin  so  gross  werden,  als  sie 
es  nach  dem  Ampere’schen  sein  müsste,  sowie  es  in  unseren 
Versuchen  in  der  That  der  Fall  war.  Ist  e unendlich  gross, 
so  würde  jeder  Unterschied  zwischen  beiden  Fällen  schwinden. 
Dass  daraus  nicht  geschlossen  werden  dürfte,  dass  auch  die 
Ladungen  unendlich  gross  werden , weil  dann  andere  Bestim- 
mungen der  elektrischen  Maasseinheiten  nöthig  werden,  habe 
ich  schon  in  meiner  mehrerwähnten  Abhandlung  erörtert. 

Die  Entscheidung  zwischen  den  beiden  noch  übrig  bleiben- 
den Theorien,  deren  eine  aus  der  Ampere ’schen  Hypothese 
abgeleitet  ist  und  nur  Fernwirkungen  von  Leiter  zu  Leiter 
berücksichtigt,  und  andererseits  der  MaxweH'schen  (be- 
ziehlich  dem  die  Isolatoren  mitberücksichtigenden  Potential- 
gesetz) wird  wohl  zunächst  durch  Untersuchung  der  aut'  die 
Isolatoren  ausgeübten  elektrodynamischen  Wirkungen  gewon- 
nen werden  müssen. 
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Bericht  betreffend  Versuche  über  die  elektromagne- 
tische Wirkung  elektrischer  Conyection, 

ausgeführt  von  Hrn.  Henry  A.  Rowland. 

Aue:  Poggendorff ’s  Annalen  Bd.  CLVIII.  S.  487—493.  — Monats- 
berichte der  Berliner  Akademie  März  1876. 


Ich  verstehe  unter  elektrischer  Convection  die  Fortführung  487 
von  Elektricität  durch  Bewegung  ihrer  ponderablen  Träger. 
Ich  habe  in  meinen  letzten  Arbeiten  über  die  Theorie  der 
Elektrodynamik  ])  schon  Versuche  vorgeschlagen,  die  dann  von 
Hrn.  N.  Schiller  ausgeführt  worden  sind,  bei  denen  die  Frage 
in  Betracht  kam,  ob  elektrische  Convection  elektrodynamisch 
gleichwerthig  sei  der  Strömung  der  Elektricität  in  einem  Leiter, 
wie  das  die  Theorie  von  Hrn.  W.  Weber  annimmt.  Die  ge- 
dachten Versuche  hätten  möglicher  Weise  eine  Entscheidung 
gegen  die  Existenz  einer  solchen  Wirkung  geben  können;  das 
thaten  sie  nicht,  aber  durch  dieses  negative  Resultat  wurde 
die  Existenz  der  fraglichen  Wirkung  andererseits  auch  noch 
nicht  erwiesen.  Hr.  Rowland  hat  nun  eine  Reihe  directer 
Versuche  im  physikalischen  Laboratorium  der  hiesigen  Uni- 
versität ausgefuhrt,  welche  den  positiven  Beweis  geben,  dass 
auch  die  Bewegung  elektrisirter  ponderabler  Körper  elektro-  w 
magnetisch  wirksam  ist.  Ich  bemerke  dabei,  dass  derselbe  den 
Plan  für  seine  Versuche  schon  gefasst  und  vollständig  überlegt 


l)  Monatsberichte  der  Akademie  vom  17.  Juni  1875,  S.  425.  (Annal. 
Bd.  158,  S.  94.  — Siehe  oben  S.  779  ff.) 
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hatte,  als  er  in  Berlin  ankam,  ohne  vorausgehende  Einwirkung 
von  meiner  Seite. 

Der  bewegte  Träger  der  Elektricität  war  eine  Scheibe 
von  Ebonit,  21,1  cm  im  Durchmesser  und  ein  halbes  Centi- 
meter  dick.  Dieselbe  konnte  mit  grosser  Geschwindigkeit  (bis 
zu  61  Mal  in  der  Secunde)  um  eine  in  ihrer  Mitte  befestigte 
verticale  Axe  laufen.  Die  Ebonitscheibe  war  auf  beiden  Seiten 
vergoldet,  die  Vergoldung  aber  von  der  Axe  isolirt.  Nahe 
oberhalb  und  unterhalb  derselben  lagen  Glasscheiben,  38,9  cm 
im  Durchmesser,  in  der  Mitte  durchbohrt,  um  die  Axe  der 
Ebonitscheibe  durchzulassen.  Die  Glasscheiben  waren  ebenfalls 
in  einem  ringförmigen  Streifen  (24  cm  äusserer,  8,9  cm  innerer 
Durchmesser)  vergoldet.  Meist  war  die  vergoldete  Seite  der 
Ebonitscheibe  zugekehrt.  Die  vergoldeten  Flächen  der  Glas- 
scheiben waren  in  der  Regel  zur  Erde  abgeleitet,  während  die 
Ebonitscheibe  zwischen  ihnen  durch  eine  Spitze,  die  | mm  von 
ihrem  Rande  entfernt  ihr  zugekehrt  war,  mit  einer  der  Be- 
legungen einer  grossen  isolirten  Leydener  Batterie,  die  als 
Vorrathskammer  für  die  Elektricität  diente,  elektrisch  com- 
municirte.  Ein  dazwischen  geschalteter  Commutator  besonderer 
Construction  erlaubte  bald  die  eine,  bald  die  andere  Belegung 
entweder  mit  der  Ebonitscheibe  oder  mit  der  Erde  zu  verbinden. 
Alles  Eisen  war  in  der  Construction  dieser  Theile  vermieden. 

Dicht  über  der  oberen  Glasscheibe  war  eine  höchst  empfind- 
liche astatische  Nadel  an  einem  in  der  Wand  befestigten  Arme 
aufgehängt,  ganz  eingeschlossen  von  einem  zur  Erde  abgeleiteten 
Messinggehäuse.  Die  beiden  Nadeln  waren  1,5  cm  lang,  aber 
weit  (17,98  cm)  voneinander  entfernt.  Ihre  Ablenkungen  wurden 
durch  Spiegel  und  Fernrohr  abgelesen.  Die  Oeffnung  vor  dem 
Spiegel  war  durch  einen  metallischen  Hohlkegel  gegen  äussere 
elektrische  Einflüsse  geschützt.  In  der  That  liess  die  elek- 
489  Irische  Ladung  der  grossen  Batterie  und  die  Umkehr  der  Elek- 
trisirung  der  Ebonitscheibe  keine  Spur  von  Einwirkung  auf 
die  Nadel  erkennen,  so  lange  die  Ebonitscheibe  still  stand. 

Dagegen  zeigte  sich  bei  schneller  Rotation  auch  ohne 
Elektrisirung  die  Wirkung  von  Rotationsmagnetismus,  welcher 
grösstentheils  von  der  Messingaxe  der  rotirenden  Scheibe  her- 
rührte, und  durch  Abdrehen  derselben  auf  0,9  cm  Dicke  er- 
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heblich  vermindert  wurde.  Die  Wirkung  der  Elektrisirung  der 
Scheibe  liess  sich  von  der  des  Rotationsmagnetismus  dadurch 
trennen,  dass  man  mittels  des  erwähnten  Commutators  positive 
und  negative  Elektrisirung  wechseln  liess,  während  die  Rotations- 
geschwindigkeit unverändert  erhalten  wurde.  Die  Verrückung 
der  Gleichgewichtslage  der  Nadel  betrug  5 bis  7$  Scalentheile, 
ihr  Schwingungsbogen  beim  Wechsel  der  Elektrisirung  also 
10  bis  15  Theile.  Dieser  Erfolg  trat  in  Hunderten  von  Be- 
obachtungen, die  mit  allmählig  immer  mehr  verbessertem  Appa- 
rate im  Verlaufe  mehrerer  Wochen  angestellt  wurden,  immer 
wieder  in  demselben  Sinne  ein.  Der  Sinn  der  Ablenkung  der 
Nadel,  deren  Länge  normal  zum  Radius  der  Scheibe  stand, 
war  immer  ein  solcher,  wie  ihn  ein  mit  der  Rotation  der  po- 
sitiv geladenen  Scheibe  oder  gegen  die  Rotation  der  negativ 
geladenen  Scheibe  fliessender  positiver  elektrischer  Strom  her- 
vorgebracht haben  würde. 

An  der  Wirkung  wurde  nichts  geändert,  als  die  Vergoldung 
der  Ebonitplatte  in  einer  Reihe  radialer  Linien  fortgenommen 
wurde,  sodass  ringförmige  elektrische  Ströme  nicht  mehr  zu 
Stande  kommen  konnten.  Auch  wurde  statt  der  vergoldeten 
Ebonitplatte  eine  dünne  Glasplatte  eingesetzt,  die  wie  die 
Scheibe  einer  Holtz’schen  Maschine  durch  Spitzen  elektrisirt 
werden  konnte,  während  nur  eine  vergoldete  ruhende  Platte, 
zur  Erde  abgeleitet,  um  möglichst  viel  Elektricität  zu  binden, 
sich  dicht  unter  ihr  befand.  Der  Sinn  der  Ablenkungen  war 
derselbe  wie  bei  den  früheren  Versuchen;  sie  waren  aber  kleiner, 
da  die  Bedingungen  für  starke  Elektrisirung  nicht  so  günstig 
waren. 

Um  die  Wirkung  der  durch  Convection  fortgeführten  Elek-  490 
tricität  mit  der  in  Leitern  strömenden  zu  vergleichen,  -wurden 
Versuche  in  folgender  Weise  angestellt. 

Die  Ebonitscheibe  wurde  neu  vergoldet  und  der  Gold- 
überzug durch  eine  Reihe  feiner  kreisförmiger  Linien  in  Ringe 
getheilt,  die  voneinander  isolirt  waren.  Der  innerste  Goldring 
wrar  mit  der  Axe  verbunden;  die  übrigen  konnten  sich  wenigstens 
nicht  erheblich  laden,  ohne  sich  durch  sehr  kurze  Funken  gegen- 
seitig zu  entladen.  Zwei  elektrisirte  Platten,  von  der  Form 
je  eines  Kreissectors , der  aber  nicht  bis  zur  Axe  reichte, 
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wurden  oben  und  unten  der  rotirenden  Platte  gegenübergestellt 
Unter  diesen  Umständen  musste  sich  in  dem  von  den  letzt- 
genannten Platten  bedeckten  Sector  der  Goldringe  Elektricität 
durch  elektrostatische  Induction  anhäufen  und  convectiv  fort- 
geführt werden.  Wenn  dies  positive  Elektricität  war,  wurde 
dieselbe  frei  an  dem  in  Richtung  der  Rotation  vorderen  Rande 
des  inducirten  Sectors,  während  am  hinteren  Rande  desselben 
fortdauernd  neue  positive  Elektricität  gebunden , beziehlich 
negative  Elektricität  frei  wurde. 

Unter  diesen  Umständen  musste  die  positive  Elektricität 
vom  vorderen  bis  zum  hinteren  Rande  des  Sectors  überströmen, 
wozu  ihr  in  jedem  Ringe  zwei  Wege  offen  standen,  zwischen 
denen  sie  sich  nach  dem  umgekehrten  Verhältniss  ihres  Wider- 
standes theilen  musste.  Umfasst  der  indueirende  Sector  1 ?i 

i 

des  Kreisumfanges,  so  verhalten  sich  die  Widerstände  der  im 
Sector  und  ausserhalb  desselben  liegenden  Wege  wie  l:n  — 1, 
und  es  gehen  deshalb  (n  — 1 )/n  des  Stromes  durch  den  Sector 
und  1 /n  ausserhalb  desselben  zurück.  Durch  Convection  wird 
im  Sector  dem  Strom  entgegen  ein  der  Summe  beider  Ströme 
entsprechendes  Quantum  fortgeführt.  Wirkt  also  convective 
Bewegung  der  Elektricität  wie  geleitete,  so  ist  auch  im  Sector 
die  Gesammtbewegung : 

l-  = 

n n 

49i  Wirkte  dagegen  convective  Bewegung  mehr  oder  weniger  als 
geleitete,  so  würde  dieser  Ueberschuss  sich  in  einem  oder  dem 
anderen  Sinne  an  dem  Sector  zeigen  müssen. 

Die  Y ersuche  zeigten,  dass  wenn  der  Sector  klein  ist  (j  des 
Umfanges),  die  kleine  Differenz  zwischen  der  Convection  1 und 
der  Leitung  \ überhaupt  nicht  oder  wenigstens  nicht  sicher 
mehr  beobachtet  werden  konnte,  dass  also  bei  naher  Gleichheit 
der  Convection  und  Conduction  auch  der  elektrodynamische 
Effect  der  einen  den  der  anderen  merklich  aufhob. 

Wenn  dagegen  der  Sector  die  Hälfte  des  Umfanges  ein- 
nahm, konnte  die  hier  vorausgesetzte  Strömung  auch  in  dem 
freien  Theile  der  Scheibe  beobachtet  werden.  Für  eine  sichere 
Messung  war  der  Betrag  aber  zu  klein. 
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Bei  der  Kleinheit  der  beobachteten  elektrodynamischen 
Wirkung  in  den  früheren  Versuchen,  wo  die  Scheibe  elektrisirt 
und  in  ganzer  Ausdehnung  von  den  inducirten  Platten  gedeckt 
war,  liess  die  theoretische  Berechnung  der  Grösse  der  Wirkung 
aus  den  bekannten  absoluten  Werthen  der  elektrodynamischen 
Constanten  nur  angenähert  übereinstimmende  Werthe  erwarten. 
Doch  wurde  dieselbe  von  Hrn.  Rowland  durchgeführt. 

Das  Verhältniss,  in  welchem  die  Wirkung  des  Erdmagne- 
tismus auf  das  astatische  Nadelpaar  vermindert  war,  wurde 
ermittelt,  indem  man  erst  die  Schwingungsdauer  bei  gleich- 
gerichteten Nadeln  und  dann  bei  astatisch  gestellten  ermittelte. 

Der  Werth  der  elektrischen  Potentialfunction  in  der 
Leydener  Batterie  und  an  der  rotirenden  Scheibe  wurde  nach 
dem  von  Sir  W.  Thomson  gegebenen  Gesetze  der  Funken- 
länge bestimmt  , was  in  diesem  Falle  ausreichend  genau  er- 
schien. Vor  und  nach  jedem  Versuche  wurde  eine  kleinere 
Flasche  aus  der  Batterie  von  neun  grossen  Flaschen,  die  den 
Elektricitätsvorrath  enthielt,  geladen  und  an  jener  die  Funken- 
länge bestimmt. 

Die  Geschwindigkeit  der  Rotation  wurde  nach  der  Stellung 
der  Kugeln  eines  Centrifugalregulators  geregelt,  der  an  einer  m 
der  langsamer  rotirenden  Axen  angebracht  war.  Die  Berech- 
nung nach  der  Grösse  der  Rollen  stimmte  gut  überein  mit 
der  Bestimmung  durch  den  Ton  einer  Sirenenscheibe,  die  zeit- 
weilig an  der  schnellsten  Axe  angebracht  wurde. 

Bei  der  Berechnung  der  Elektricitätsvertheilung  auf  der 
Scheibe  und  der  elektromagnetischen  Richtkraft  wurde  der  am 
Rande  der  Scheibe  befindliche  XJeberschuss  der  Ladung  nach 
dem  für  unendlich  dünne  Scheiben  geltenden  Werthe  berechnet 
und  als  ein  unendlich  dünner  Faden  am  Rande  concentrirt 
gedacht,  was  beides  allerdings  nur  annähernd  richtig  war,  aber 
bei  der  Kleinheit  dieses  Theiles  genügte. 

Die  Einwirkung  auf  die  obere  Nadel  war  ungelähr  ^ von 
der  auf  die  untere. 

Die  horizontale  Kraft  des  Erdmagnetismus  wurde  gleich 
0,182  gesetzt,  indem  Centimeter,  Gramm  und  Secunde  als 
Einheiten  gebraucht  wurden;  die  elektrodynamische  Constante 
ist  von  Hrn.  Rowland  nach  Maxwell’s  Bestimmungen  gleich 
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28800  Millionen  gesetzt.  VV.  Weber’s  Werth  würde  31075 
Millionen  sein.  Ich  gebe  unten  unter  M die  mit  dem  ersteren 
Werth,  unter  W die  mit  dem  letzteren  berechneten  Resul- 
tate an. 

Ich  gebe  hier  nur  das  Resultat  der  Berechnung  von  drei 
unter  günstigen  Umständen  ausgeführten  Versuchsreihen  an: 

1)  Zehn  Versuche  mit  abwechselnd  entgegengesetzter  Ro- 
tation, bei  jedem  drei  Ablesungen,  deren  mittlere  bei  entgegen- 
gesetzter Elektrisirung  der  Scheibe  gemacht  wird,  als  die  erste 
und  die  dritte. 

Mittlerer  Unterschied  der  Gleichgewichtslage 


in  Scalentheilen 6,735 

Funkenlänge 0,284  5 

Elektrodynamische  Kraft  auf  das  astatische 

Paar  wirkend,  beobachtet 0,000003  27 

berechnet  M 0,000003  37 

berechnet  W 0,000  003  1 1 

493  2)  Vier  Versuche  ebenso: 

Unterschied  der  Stellung 7,50 

Funkenlänge 0,295  5 

Elektr.  Kraft  beobachtet 0,000  003  1 7 

berechnet  M 0,000003  49 

berechnet  fV 0,000003  22 

3)  Fünf  Versuche  ebenso: 

Unterschied  der  Stellung 7,60 

Funkenlänge 0,292  6 

Elektr.  Kraft  beobachtet 0,000003  39 

berechnet  M 0,000003  55 

berechnet  fV 0,000003  28 


Die  Uebereinstimmung  darf  als  genügend  angesehen  wer- 
den bei  der  Messung  einer  Kraft,  die  nur  5^  von  der  Kraft 
des  Erdmagnetismus  beträgt,  da  in  zwei  dieser  Versuchsreihen 
die  beobachteten  Wertlie  zwischen  die  den  verschiedenen  ge- 
messenen Werthen  der  Weber’ sehen  Constante  entsprechen- 
den hineinfallen. 

Was  die  Bedeutung  dieser  Versuche  für  die  Theorie  der 
Elektrodynamik  betrifft,  so  entsprechen  sie  den  Voraussetzungen 
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der  Theorie  von  Hrn.  W.  Weber,  aber  sie  lassen  sich  auch 
aus  der  Maxwell’ sehen  oder  aus  der  die  dielektrische  Polari- 
sation der  Isolatoren  berücksichtigenden  Potentialtheorie  her- 
leiten. Die  Volumelemente  der  zwischen  der  bewegten  und 
den  ruhenden  Platten  liegenden  Luftschicht  erleiden  fortdauernd 
Schiebungen  im  Sinne  einer  Rotation  um  radial  gerichtete 
Drehungsaxen.  Die  bestehende  dielektrische  Polarisation  der- 
selben wird  sich  in  jedem  materiellen  Elemente  also  fortdauernd 
ändern,  während  sie  im  Raume  dieselbe  Richtung  normal  zur 
Fläche  der  elektrisirten  Scheiben  behält.  Die  entstehenden 
und  vergehenden  Componenten  dieser  Polarisation  würden  den 
Strom  constituiren , der  durch  das  astatische  Nadelpaar  an- 
gezeigt wird. 


XLI. 


Ueber  die  auf  das  Innere  magnetisch  oder  dielek- 
trisch polarisirter  Körper  wirkenden  Kräfte. 

Aus:  Wiede  manu ’s  Annalen  Bd.  XIII  S.  385—406.  — Monatsberichte 
der  Berliner  Akademie  vom  17.  Februar  1881. 


aas  Weiches  Eisen,  in  die  Nähe  eines  Magnets  gebracht,  zeigt 
selbst  Abstossungen  und  Anziehungen  kleiner  magnetischer 
oder  magnetisirbarer  Körper,  die  es  vorher  nicht  zeigte.  Um 
diese  zu  erklären,  nimmt  man  eine  gewisse  Vertheilung  des 
Magnetismus  in  den  Moleciilen  des  Eisens  au.  Faradav 
zeigte  später,  dass  Wirkungen  dieser  Art  nicht  blos  im  Eisen, 
sondern  in  fast  allen  bekannten  Körpern  in  sehr  viel  geringerer 
Stärke  und  zum  Theil  auch  in  entgegengesetztem  Sinne  nach- 
zuweisen sind,  und  dass  genau  ähnliche  Erscheinungen,  die  auf 
eine  Vertheilung  entgegengesetzter  Elektricitäten  in  den  Mole- 
cülen  elektrischer  Isolatoren  hindeuten,  durch  elektrische  An- 
ziehungskräfte hervorgerufen  werden.  Mathematisch  wurden 
diese  Erscheinungen  von  Poisson  zuerst  für  das  Gebiet  des 
Magnetismus  unter  verhältnissmässig  einfache  Gesetze  zusam- 
mengefasst,  die  wenigstens  für  massige  Stärken  der  Magneti- 
sirung,  und  soweit  sich  nicht  Wirkungen  der  reibungsähnlichen 
Coercitivkraft  einmischen,  den  Gang  der  Erscheinungen  gut 
darstellen.  Dieselben  allgemeinen  Gesetze  lassen  sich  auch 
auf  die  schwächeren  magnetischen  Wirkungen  in  den  para- 
magnetischen und  diamagnetischen  Substanzen  anwenden,  und 
ebenso  auf  die  elektrische  Polarisirung  der  Dielektrica,  soweit 
in  letzteren  nicht  Leitung  und  die  der  Leitung  verwandt 
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erscheinende  Rückstandsbildung  Zeit  haben,  sich  zu  ent- 
wickeln. 

Die  Erscheinungen,  an  denen  Poisson  seine  Theorie  aus- 
bildete, waren  Bewegungen  starrer  Magnete  und  magnetisir-  386 
baren  Eisens  im  Lufträume.  Später  ist  die  Theorie  von  Sir 
W.  Thomson  auch  auf  die  Bewegungen  starrer  Körper  in 
magrietisirbaren  Flüssigkeiten  ausgedehnt  worden  mit  Be- 
ziehung auf  Faraday’s  diamagne tische  Versuche.  Sobald 
sich  die  Molecüle  magnetisch  oder  elektrisch  polarisirter  Me- 
dien gegeneinander  verschieben  können,  wie  in  Flüssigkeiten 
oder  in  biegsamen  elastischen  Körpern,  so  kommen  neben  den 
ursprünglich  angenommenen  Fernkräften  noch  nothwendig 
moleculare  Wirkungen  in  Betracht.  Die  in  Richtung  der 
Kraftlinien  hintereinander  liegenden  Molecüle  kehren  einander 
befreundete  Pole  zu  und  müssen  sich  gegenseitig  anziehen,  die 
seitlich  nebeneinander  liegenden  werden  sich  gegenseitig  ab- 
stossen.  Die  bekannte  Theorie  der  magnetischen  Fernwirkung 
zeigt,  dass  parallel  gerichtete  kleine  Magnete  sich  anziehen, 
wenn  die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  einen  spitzen 
Winkel  mit  der  magnetischen  Axe  beider  macht,  der  kleiner 
ist  als  54°  44'  (arc  cos  1/1/3),  sich  abstossen,  wenn  der  spitze 
Winkel  grösser  ist.  Damit  in  Uebereinstimmung  ist  Fara- 
day’s Voraussetzung,  dass  in  den  magnetisch  oder  dielektrisch 
polarisirten  Medien  ein  Zustand  von  Spannung  bestehe  in 
Richtung  der  Kraftlinien,  infolge  dessen  sich  diese  zu  ver- 
kürzen streben,  während  quer  gegen  die  genannten  Linien  ein 
Druck  wirke,  der  die  Substanz  in  dieser  Richtung  auseinander 
treibe.  Sir  W.  Thomson1)  hat  schon  1843  den  Beweis  ge- 
führt, dass  Kräfte  dieser  Art  dieselben  Wirkungen  hervor- 
bringen können,  wie  die  directen  Femwirkungen  nach  der 
Theorie  von  Coulomb,  und  CI.  Maxwell  hat  diese  Annahme 
von  Faraday  zur  Grundlage  seiner  ganzen  Theorie  der  Elek- 
tricität  und  des  Magnetismus  gemacht.  Die  jüngst  veröffent- 
lichten Versuche  von  flrn.  Quincke  zeigen  in  sehr  auffallen- 
der Weise  das  Bestreben  elektrischer  Isolatoren,  sich  quer 


1)  Thomson,  Cambridge  Mathem.  Journ.  May  1843.  — Reprint. 
Art.  VIII  § 147. 
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gegen  die  Richtung  der  elektrischen  Kraftlinien  zu  dehnen, 
wenn  auch  diese  Versuche  über  das  Verhalten  in  Richtung  der 
Kraftlinien  noch  Zweifel  bestehen  lassen. 

Zweck  der  vorliegenden  Arbeit  ist  zu  zeigen,  dass,  wenn 
387  die  Consequenzen  von  Poisson’s  Theorie  auch  nur  in  der  an- 
gegebenen Ausdehnung,  d.  h.  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Be- 
wegungen starrer  Körper  im  Lufträume  als  thatsächlich  rich- 
tige Beschreibung  der  beobachtbaren  Erscheinungen  angesehen 
werden,  und  das  Gesetz  von  der  Constanz  der  Energie  für 
dieses  Gebiet  von  Erscheinungen  als  gültig  betrachtet  wird, 
dieses  Gesetz  allein  ohne  alle  Zuziehung  von  Hypothesen  über 
die  innere  Constitution  der  elektrisch  oder  magnetisch  polari- 
sirten  Körper  es  möglich  macht,  auch  die  ponderomotorisehen 
Kräfte  zu  finden,  welche  auf  die  inneren  Theile  solcher  Körper 
einwirken  und  bei  Formänderungen  derselben  sich  geltend 
machen.  Es  ergiebt  sich  dabei  in  der  That,  dass  das  von 
Farad ay  angenommene  System  von  Spannungen  längs  der 
Kraftlinien  und  Drucken  quer  dagegen  im  Innern  solcher  Kör- 
per wirksam  sein  muss.  Die  einzige  Abweichung,  welche  meine 
Analyse  gegen  die  von  den  Herren  W.  Thomson  und  CI. 
Maxwell  aufgestellten  Formeln  zeigt,  ist,  dass  sie  noch  eine 
zweite  Constante  eintreten  macht,  durch  welche  das  Verhält- 
niss  zwischen  den  Grössen  jener  Drucke  und  Spannungen  von 
der  Art  der  Substanz  abhängig  gemacht  wird.1) 

§ 1.  Die  Arbeit  bei  Bewegungen  starrer  polarisirter  Körper 

im  Luftraum. 

Da  die  hierher  gehörigen  Probleme  bei  ihrer  Anwendung  auf 
Elektricität  etwas  allgemeinere  Form  erhalten  als  bei  Po  iss  o ns 
ursprünglicher  Anwendung  derselben  auf  Magnetisirung,  so  will 
ich  im  Folgenden  zunächst  die  Benennungen  der  Elektricitäts- 
lehre  an  wenden.  Die  Uebertragung  auf  Magnete  erfordert  nach- 
her nur  unerhebliche  Aenderungen.  Es  mögen  Ä,  |u,  v die  Com- 


1)  Meine  in  Bd.  72  von  Borchardt’s  Journal  für  reine  u.  angew 
Mathematik  gegebene  Darstellung  passt , dem  dortigen  Zwecke  ent- 
sprechend, nur  auf  die  innerhalb  eines  ponderabeln  Trägers  fortgleitende 
Elektricität. 
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ponenten  der  dielektrischen  Momente  eines  polarisirten  Isolators 
sein,  berechnet  für  die  Volumeneinheit  seiner  Substanz,  parallel 
den  Axen  der  x,  ?/,  z genommen;  ausserdem  möge  « die  Raum- 
dichtigkeit, e die  Flächendichtigkeit  von  aussen  zugeleite- 
ter Elektricität  in  seinem  Innern  oder  an  seiner  Oberfläche  388 
bedeuten,  und  rp  die  Potentialfunction  aller  freien,  d.  h.  nicht 
durch  die  Polarisirung  der  Substanz  neutralisirten  Elektricität 
sein,  so  wären  die  nach  Poisson’s  Vorgang  zu  bildenden 
Gleichungen,  welche  die  Abhängigkeit  der  genannten  Grössen 
voneinander  ausdrücken : 


Die  Raumdichtigkeit  der  freien  Elektricität  wird  sein: 

1 A dl  du  dv 

~~  4 n rf  ~ * ßx  dy  dz' 


und  die  Flächendichtigkeit,  wenn  Nx  und  N2  die  auf  der 
Fläche  nach  beiden  Seiten  hin  errichteten  Normalen  sind, 
und  Nx  mit  den  positiven  Coordinatenaxen  die  Winkel  av 
dp  Cj  macht: 


= e 


(lb) 


A2) . cos  ax  — — ju2) . cos  bx  — (»j  — v2) . cos  cr 


Die  ponderomotorischen  Kräfte,  welche  wirksam  werden,  wenn 
einer  der  elektrisirten  Körper,  den  wir  mit  A bezeichnen  wol- 
len, bewegt  wird,  sind  nach  Poisson’s  Annahme  gleich  den 
Fernkräften,  welche  die  gesammte  vorhandene  freie  Elektricität 
der  übrigen  Körper  auf  die  jedes  einzelnen  ausübt.  Das  vir- 
tuelle Moment  dieser  Kräfte  bei  wirklich  eintretenden  Ver- 
schiebungen oder  die  Arbeit,  welche  die  genannten  Kräfte  bei 
solcher  Verschiebung  verrichten,  wird  infolge  dessen  gegeben 
durch  die  Aenderung,  die  durch  die  Verschiebung  im  Werthe 
des  Potentials  P aller  freier  Elektricität  gegeneinander  eintritt, 
während  diese  selbst  in  jedem  Punkte  des  bewegten  Körpers 
als  unverändert  betrachtet  wird.  Dieses  Potential  ist: 


P — | f f f (f : . C . dx  . d y . d z -{-  } jcp  . @ .dcü} 


Heltnboltz,  wlwenscb.  Abhandlungen. 
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und  seine  Aenderung  bei  eintretender  Bewegung  wird  sein: 

SP  =z  iJ'J'j'  e.  S(p . dx.  dz  -f  | Scp . d(o,  \ 

- hf(m  + ( 

Hierin  bedeutet  Scp  die  Aenderung,  welche  in  dem  betreffen- 
den Punkte  des  bewegten  Körpers  sowohl  durch  seine  eigene 
389  Bewegung  wie  durch  die  aller  anderen  Punkte  eintritt,  in  deren 
jedem  die  freie  Elektricität  als  unveränderlich  betrachtet  wird. 
Würde  unter  Scp  nur  die  durch  die  eigene  Bewegung  des  be- 
treffenden Punktes  erzeugte  Aenderung  verstanden,  so  wäre  der 
Factor  $ wegzulassen. 

Poisson’s  Theorie  hat,  wie  schon  bemerkt,  als  Grund- 
lage nur  die  Erfahrungen,  welche  bei  der  Bewegung  starrer 
magnetisirter  Körper  im  Lufträume  gemacht  waren.  Um  mm 
auch  in  allgemeineren  Fällen  die  Grösse  der  bei  der  Bewegung 
elektrisirter  Körper  aufzuwendenden  Arbeit  berechnen  zu  kön- 
nen, habe  ich  den  Integralen,  welche  den  Werth  der  Energie 
ausdrücken,  eine  besondere  Form  gegeben.  Im  allgemeinen 
kommt  darin  eine  ganze  Reihe  verschiedener  Grössen  vor, 
Potentialfunctionen , Momente , Dichtigkeiten , die  durch  die 
Gleichgewichtsbedingungen  voneinander  abhängig  sind , und 
man  kann  mittels  der  letzteren  Bedingungen  bald  die  eine, 
bald  die  andere  der  genannten  Grössen  aus  dem  Wertlie  der 
Energie  eliminiren  oder  auch  in  ihn  einführen.  Unter  allen 
diesen  Formen  giebt  es  nun  eine,  welche  ich  die  Normal  - 
form  nennen  möchte,  bei  der  die  Variation  ersten  Grades 
des  betreffenden  Integrals,  welche  einer  willkürlichen  Variation 
der  abhängigen  und  bei  Herstellung  des  Gleichgewichts  sich 
verändernden  Grössen  entspricht,  gleich  Null  wird.  Bei  der 
Anwendung  einer  solchen  Form  hat  man  den  Vortheil,  dass 
bei  Berechnung  der  Aenderung  des  Arbeitswerthes  infolge 
irgend  einer  anderen  Einwirkung  die  dabei  eintretenden  Aen- 
derungen  jener  erstgenannten  Grössen  ausser  Befracht  gelassen 
werden  können,  eben  weil  die  durch  ihre  Aenderung  bewirkte 
Arbeit  gleich  Null  ist. 

In  unserem  Falle  bilden  wir  das  über  den  unendlichen 
Raum  zu  erstreckende  Integral: 
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mit  den  Bedingungen,  dass  <5333  = 0,  im  Falle  A,  p,  v oder 
(f  variirt  werden.  Ich  will  das  hier  und  in  der  Folge  so 
schreiben : 

ÖlW  = = Ö.W  = dyW  = 0.  (2a)  390 


Führen  wir  diese  Variationen  aus,  so  erhalten  wir  in  der  That 
die  oben  unter  (1),  (la)  und  (lb)  aufgefuhrten  Bedingungs- 
gleichungen. 

Um  zu  berechnen,  welche  Aenderung  im  Werthe  von  2Ö 
bei  Lagenänderungen  eines  oder  mehrerer  der  elektrisirten 
starren  Körper  eintritt,  wollen  wir  zunächst  annehmen,  dass 
dabei  nicht  bloss  die  Grössen  e und  e,  sondern  auch  A,  p,  v in 
jedem  materiellen  Punkte  und  Volumenelement  der  betreffenden 
Körper  ihre  Werthe  unverändert  behalten,  dann  würde  auch 
überall  der  Werth  der  durch  die  Gleichungen  (la)  und  (1  b) 
bestimmten  freien  Elektricität , beziehlich  der  Grössen  A cp 
und  [dcp ! d Nl dtp ! d N2)  in  jedem  materiellen  Punkte  un- 
verändert bleiben,  (p  aber  sich  ändern  wegen  der  geänderten 
räumlichen  Verhältnisse.  Um  die  entsprechende  Variation 
von  2Ö  zu  finden,  würden  wir  den  Betrag  der  zu  integrirenden 
Grössen  für  jedes  Volumenelement  der  betreffenden  Körper 
vor  und  nach  der  Verschiebung  zu  vergleichen  haben,  nach- 
dem wir  den  Theil: 


dx .dy . dz 


d(o  — J, (p  . Arp  . dx  .dy.  dz 


aus  der  ersten  in  die  zweite  Form  umgeschrieben,  haben. 
Dann  sind  die  Integrale  nur  über  das  Innere  der  elektrisirten 
Körper  zu  erstrecken,  da  *,  2,  ju,  r,  Acp  in  dem  zwischen  diesen 
liegenden  Raum  in  Poisson’s  Theorie  gleich  Null  gesetzt 
werden,  und  es  wird: 

51* 
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- fff  *9-  {•  ■ - T* - ff - T,  + A * <?}  dx.dy.dz 

+ J S(f  • Je  — A.cosa  — u.cosö  — v . C08 c + ~ J dco. 


Unter  Anwendung  der  Gleichungen  (la)  und  (lb)  führt  dies 
auf  die  in  (ld)  gefundene  Form: 

= -fff 8^- 8cp.Atp.dx.dy.dz  -/ff-  • % -dco  = SP 

Das  heisst  die  Zunahme  des  SS  bei  der  vorausgesetzten  Aen- 
derung  ist  gleich  der  Zunahme,  welche  das  Potential  sämmt- 
39i  licher  vorhandenen  freien  Elektricität  durch  dieselbe  Lagen- 
änderung erfahren  würde,  wenn  diese  an  den  ponderablen  Thei- 
len  festhaftete.  Wegen  der  besonderen  Eigenschaften  der 
Function  SS  ändert  sich  dieser  Werth  nicht  mehr,  wenn  man 
nachträglich  in  der  zweiten  Lage  die  dem  neuen  Gleichgewichte 
entsprechende  Grösse  der  Momente  A, //,  v eintreten  lässt.  Also 
auch,  wenn  man  für  SB  die  den  Gleichgewichtsbedingungen  (2  a) 
entsprechenden  Wertlie  der  abhängenden  Veränderlichen  A,  ;u,  r, 
(f  als  fortdauernd  gültig  voraussetzt,  wird  bei  Lagenänderungen 
der  einzelnen  starren  Körper  sein: 

SB  — p = Const., 

w?obei  P die  Arbeit  bedeutet,  welche  zur  Ueberwindung  der 
ponderomotorischen  Kräfte  der  Elektricität  bei  Lagenände- 
rungen der  betreffenden  starren  Körper  aufzuwTenden  ist.  Es 
geht  hieraus  also  auch  hervor,  dass  diese  Arbeit  trotz  der  Ver- 
änderlichkeit der  elektrischen  Vertheilung  nur  abhängt  von  der 
Anfangs-  und  Endlage  der  betreffenden  Körper,  nicht  von  dem 
Wege,  auf  dem  man  sie  aus  der  einen  in  die  andere  Lage  ge- 
führt hat. 

Uebrigens  ist  noch  zu  beachten,  dass  auch  für  Aenderungen 
in  der  Vertheilung  der  eingeleiteten  Elektricität  e und  e die 
Aenderung  von  SS: 


wiederum  gleich  ist  der  Arbeit,  welche  man  hätte  aufwenden 
müssen,  um  in  leitenden  Drähten  durch  passend  angebrachte 
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elektromotorische  Kräfte  die  bewegten  Quanta  de  und  de 
zwischen  Orten  von  verschiedenen  Potentialwerthen  rp  fort- 
zuleiten. 

Setzen  wir  die  aus  den  Gleichungen  (1),  (la)  und  (lb)  sich 
ergebenden  Werthe  von  X,  fi,  v,  e , £ in  die  Gleichung  (2),  so  er- 
halten wir  die  für  den  Fall  des  hergestellten  Gleichgewichts 
geltenden  Formen  des  Werthes  von  2B: 


2S&  — i ff  f <p  • € • d x . dy . d z + J j ' <p . e . d cj.  (2  b) 

(H)’+  (HD  <2°> 


Die  Combination: 

SG3  = 2S0B&  — SBC  mit  der  Bedingung:  £P2GB  = 0 (2d) 

ist  wieder  eine  Normalform,  aus  der  X.  y,  v ausgeschie- 
den sind. 

Aus  der  Form  (2b)  folgt,  dass  2GB  = 0 wird,  wenn  die 
Körperelemente , welche  angesammelte  Elektricität  enthalten, 
voneinander  und  von  den  übrigen  in  unendliche  Entfernung 
gebracht  sind. 

Die  Grösse  2ß  ist  also  das  Maass  der  Arbeit,  welche  ver- 
wendet werden  muss,  um  die  entsprechende  Anordnung  der 
elektrisirten  Körper  herzustellen,  wenn  die  Quanta  freier  Elek- 
tricität sich  zuerst  unter  dem  Potentialwerthe  Null  befunden 
haben.  Dies  ist  anwendbar  auf  jede  Art  von  Elektrisirung, 
welche  durch  beliebige  Vertheilung  zugeleiteter  elektrischer 
Quanta  im  Innern  oder  an  der  Oberfläche  der  betreffenden 
Körper  entstehen  kann. 

Im  Falle  unter  den  elektrisirten  Körpern  auch 
Leiter  sind,  wird  innerhalb  jedes  Leiters  auch  6,  beziehlich  e 
variabel,  aber  so,  dass  die  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Lei- 
ters enthaltene  gesammte  Quantität  der  Elektricität  unverändert 
bleibt,  d.  li.  es  ist  innerhalb  des  Leiters  zu  setzen: 

SM  + Cffföt  .dx  .dy  .dz  -f  Cf  de.  du)  = 0. 

Die  aus  der  Variation  hierbei  folgenden  Bedingungen  sind: 

0 = de{qp4-C},  0 = de  [cp  + C \ , 
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die  für  die  Ausdehnung  jedes  zusammenhängenden  Leiters  gel- 
ten. Für  getrennte  Leiter  sind  verschiedene  voneinander  un- 
abhängige Constanten  C anzuwenden. 

Uebrigens  kommt  man  genau  zu  demselben  Resultate, 
wenn  man  die  Quantität  von  Elektricität,  die  der  Leiter  ent- 
halten soll,  in  ihm  als  festliegende  Masse  « annimmt  und  dann 
# s oo  setzt.  Um  den  Werth  von  29?  in  (2  c)  zum  Minimum 
zu  machen,  wird  unter  diesen  Umständen,  so  weit  & = oo  ist, 
sein  müssen: 


d.  h.  (f  = C, 


393  und  das  Quantum  der  im  Leiter  enthaltenen  Elektricität  wird 
durch  die  eintretende  dielektrische  Polarisation  desselben  nicht 
geändert.  Wenn  wir  diese  Form  der  Behandlung  des  Problems 
wählen,  wird  also  der  Fall  der  Leiter  als  Grenzfall  in  die  bis- 
herigen Rechnungsformen  mit  eingeschlossen. 

Bei  der  Anwendung  auf  magnetische  Vertheilung 
kann  im  Ganzen  genau  ebenso  verfahren  werden,  nur  würden 
die  Quanta  s und  e als  festliegend  in  den  Gegenden  der  Pole 
unveränderlicher  Magnete  angesehen  werden  müssen,  und  das 
Gesammtquantum  derselben  in  jedem  Magnet  gleich  Null  zu 
setzen  sein.  Die  aufgestellten  Gleichungen  würden  den  Fall 
mit  umfassen,  dass  neben  dem  unveränderlichen  Magnetismus, 
der  den  Quantis  e und  e entspricht,  in  der  Masse  des  Magneten 
sich  durch  Induction  temporärer  Magnetismus  entwickelt. 

Die  Function  29?,  berechnet  für  Gleichgewichtszustand  in 
den  polarisirten  Körpern,  kann  auch  auf  die  Form  gebracht 
werden: 


89?  = [*2+  H2  + *fr]-dX'd!/  .dz,  (2e) 


oder : 


4- 


fff  T»  (*2  + .“ä  + *’*)•  dx.dy.dz. 


(2f) 


In  der  letzteren  Form  ist  das  erste  Integral  die  Arbeit  der 
freien  Elektricität,  nach  ihrer  Wirkung  im  Lufträume  berechnet 
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das  zweite  der  Betrag,  den  die  Polarisirung  der  dielek- 
trischen Substanzen  hinzufugt.  Die  Form  (2e)  entspricht  der 
Theorie  von  Faraday,  wonach  auch  im  Lufträume  Polari- 
sation stattfindet.  Soll  sie  auf  den  Luftraum  mit  der  Annahme 
t?  = Ä = |i  = i/  = 0 angewendet  werden,  so  ist  liier  für  X/& 
u.  s.  w.  die  elektrische  Kraft  ( — dcp/dx)  zu  setzen,  um  der 
Form  ({))  zu  entgehen,  wie  dies  in  (2f)  geschehen  ist. 

Wenn  wir  annehmen,  die  durch  die  Gleichungen 
(1),  (la)  und  (lb)  bestimmte  Polarisation  könnte  un- 
veränderlich gemacht  werden,  wie  dies  bei  magnetischen 
Substanzen  durch  die  Coercitivkraft  wirklich  in  gewissem  Grade  sm 
geschieht,  und  es  würden  dann  noch  neue  elektrische  Quanta 
von  der  Dichtigkeit  ^ und  e1  hinzugebracht,  die,  für  sich  ge- 
nommen, die  Potentialfunction  \p  hervorbrächten,  so  würde 
deren  Ansammlung  zunächst  gegen  ihre  eigenen  Kräfte  die 
Arbeit: 


erfordern.  Weiter  wäre  die  Abstossung  der  früher  vorhandenen 
elektrischen  Quanta  und  Momente  zu  überwinden,  deren  Poten- 
tialfunction (f  ist.  Dies  giebt: 


J'J  J (f  . £j . dx . dy  . dz  + J ’ (p.el.dco 

-fffUfrS+SM+ü-TS)*’-*-* 


Wenn  wir  diese  beiden  Arbeitsbeträge  unter  der  Bezeich- 
nung 53  zusammenfassen,  so  ergiebt  sich  die  Gesammtarbeit  mit 
Hinzufügung  des  Werthes  von  2Ö  aus  (2f): 


+fffj§{lt  + P2  + i’s}dx.dy.dz, 


(2  g) 


eine  der  Form  (2f)  vollkommen  analoge  Form.  Daraus  geht 
hervor,  dass  diese  ihre  Bedeutung  auch  dann  behält,  wenn 
die  Momente  A,  fit  v zwar  eine  solche  Anordnung  haben,  als 
wären  sie  durch  die  vertheilende  Wirkung  von  eingeleiteter 
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Elektricität  kervorgebracht,  aber  nicht  der  zur  Zeit  bestehen- 
den elektrischen  Verkeilung  entsprechen. 

Man  findet  diese  Form  z.  B.  in  der  Gleichung  für  die 

i 

Constanz  der  Energie  (20  k)  meiner  ersten  Abhandlung  über 
Theorie  der  Elektrodynamik *)  für  die  elektrostatische  Arbeit 
wieder,  obgleich  dort  noch  inducirte  elektromotorische  Kräfte 
mitwirken.  Für  die  magnetischen  Kräfte  findet  sich  ebenda 
die  einer  Gleichgewichtslage  entsprechende  Form  (2e).  Diese 
Gleichgewichtslage  ist  aber  dort  unter  dem  Einflüsse  elek- 
trischer Ströme  zu  Stande  gekommen.  Letztere  wirken  nach 
Ampere ’s  Darstellung  festen  Magneten  analog,  aber  sie 
machen  die  Potentialfunktion  cp  mehrdeutig.  Eindeutig  wird 
395  diese  nur,  wenn  wir  den  Raum,  der  um  die  Stromleiter  herum 
mehrfach  zusammenhängend  ist,  durch  passend  gelegte  Schnitt- 
flächen einfach  zusammenhängend  machen.  An  jeder  solchen 
Schnittfläche  muss  die  Potentialfunction  tp  einen  Sprung  ma- 
chen, sodass: 

- <Po  = - 47tJ> 

wo  J die  Stromintensität  bedeutet.  Die  Schnittflächen  dürfen 
nicht  die  unveränderlichen  Magnete  schneiden,  die  in  den 
bisher  angewendeten  Gleichungen  nur  durch  die  magnetischen 
Quanta  ihrer  Pole  e und  e repräsentirt  sind,  da  es  nicht 
gleichgültig  ist,  ob  der  die  Pole  verbindende  Magnetstab  auf 
der  einen  oder  anderen  Seite  des  Stromleiters  vorbeigeht  Es 
dürfen  also  auch  bei  Verschiebungen  der  verschiedenen  Körper 
die  Quanta  s und  e nie  durch  die  genannten  Schnittflächen  hin- 
durckgeken. 

Wenn  dies  festgehalten  wird,  so  ist  zunächst  ersichtlich, 
dass  der  Werth  von  2Ö,  wie  er  in  Gleichung  (2)  gegeben  ist, 
nicht  von  der  Lage  der  genannten  Schnittflächen  abhängig  ist 
Denn  wenn  wir  sie  verschieben,  ändert  sich  nur  der  Werth 
von  (jp,  nicht  aber  der  seiner  Differentialquotienten,  in  den- 
jenigen Stellen  des  Raumes,  durch  welche  die  Fläche  passirt 
ist.  Da  nun  (p  nur  mit  e oder  e multiplicirt  in  Gleichung  (2) 
vorkommt,  und  die  Pole  der  Magnete  nicht  durch  die  Flache 


1)  Helmholtz,  Borchardt’s  Journal  für  reine  und  angew.  Mathe- 
matik. Bd.  72.  S.  125.  1870.  (Oben  S.  624). 
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gehen  sollen,  so  ändert  sich  nichts  im  Werthe  von  SB  durch 
eine  Verschiebung  der  Schnittfläche  innerhalb  des  Bereiches 
der  nur  temporär  magnetisirten  Körper,  und  die  Function  SB 
wird  also  auch  in  diesem  Falle  die  ponderomotorische  Arbeit 
auszudrücken  geeignet  sein , welche  bei  constant  erhaltener 
Stromintensität  aufgewendet  werden  muss,  um  die  verschiedenen 
magnetisirten  oder  magnetisirbaren  Körper  in  der  Nähe  des 
Stromleiters  zu  bewegen.  Nur  ist  dabei  die  in  den  obigen 
Ausdruck  von  SB  nicht  mit  aufgenommene  Bedingung  festzu- 
halten, dass  <p  beim  Umlauf  um  den  Stromleiter,  wenn  dessen 
Stromintensität  J ist,  um  die  Grösse  4 nJ  zunehme. 

Zu  bemerken  ist,  dass  der  Werth  von  SB  in  (2e),  der 
hier  nur  durch  Betrachtung  der  zur  Herstellung  der  Mag- 
netisirung  aufgewendeten  Arbeit  gewonnen  ist,  sich 
in  meiner  ersten  Abhandlung  über  Elektrodynamik  in  der  393 
schon  citirten  Gleichung  (20k)  als  vollständiger  Werth 
der  elektrokinetischen  Energie  galvanischer  Ströme 
gefunden  hat.  Die  dortigen  Werthe  von  fx,  v beziehen  sich 
aber  nur  auf  die  durch  die  Ströme  selbst  hervorgerufene  Mag- 
netisirung,  da  sie  nur  den  mit  den  Strömen  verschwindenden 
Theil  derselben  berücksichtigen.  Die  Herleitung  des  Werthes 
beruht  dort  auf  ganz  anderen  Principien,  nämlich  auf  Berech- 
nung der  Wärmeentwickelung  durch  die  Inductionsströme ; sie 
kann  für  ungeschlossene  Ströme  problematisch  erscheinen,  für 
geschlossene  aber  hat  sie  sichere  Grundlagen.  Wenn  im  Luft- 
raum $ = 0 genommen  wird,  muss  ebenda  )./&  durch  den 
Werth  der  magnetischen  Kraft  ersetzt  werden. 

§ 2.  Die  auf  das  Innere  dielektrisch  polarisirter  Körper 

wirkenden  Kräfte. 

Um  eine  Anzahl  elektrischer  und  entweder  leitender  oder 
dielektrisch  polarisirbarer  Körper  aus  unendlicher  Ferne  in 
eine  durch  den  Index  0 zu  bezeichnende  Lage  zu  bringen, 
brauchen  wir  die  vom  Wege  unabhängige  Arbeit  SB0;  um 
sie  in  irgend  eine  andere,  durch  den  Index  1 bezeichnete 
Lage  zu  bringen,  dagegen  die  Arbeit  Wx;  folglich,  um  sie 
aus  der  Lage  0 im  elektrisirten  Zustande  in  die  Lage  1 zu 
bringen,  die  Arbeit  25^  — SBÖ.  Diese  Verschiedenheit  beider 
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Lagen  kann  auch  verschiedene  Formen  der  dielektrischen 
Körper  umfassen,  da  diese  fern  von  den  elektrisirten  Körpern, 
ehe  man  sie  in  die  Lage  1 überführt,  beliebige  Formänderungen 
erleiden  können,  ohne  dass  Arbeit  gegen  elektrische  Kräfte  zu 
leisten  wäre.  Elektrisirte  Körper  müsste  man  vorher  in  kleine 
Theile  zerlegt  denken,  oder  durch  Leitung  geladen.  Beides 
giebt  schliesslich,  wie  oben  gezeigt  wurde,  denselben  Betrag 
an  Arbeit. 

Als  die  zu  variirende  Normalform  von  SB  köimen  wir  hier 
die  einfachere  in  (2  d)  gegebene  benutzen,  welche  nur  die  Grössen 
f,  e und  (f>  enthält,  nämlich: 


+ 4jt# 

8n 


d± 
'dx , 


+ 


+ (fl)  ]}*•❖•*•  (2d) 


®7  Wenn  sich  die  dielektrischen  Massen  bewegen,  so  ändert  sich 
an  den  einzelnen  Stellen  des  Raumes  durch  die  Bewegung  zu- 
nächst der  Werth  von  &.  Bezeichnen  wir  beziehlich  mit 
£,  1 7,  £ die  Verschiebungen,  welche  der  Punkt  x,  y,  z in  Rich- 
tung dieser  Coordinaten  erleidet,  und  betrachten  wir  vorläufig 
£,  t],  £ und  & als  continuiriiclie  Functionen  der  Coordinaten 
mit  dem  Vorbehalt,  Fälle  von  sprungweiser  Aenderung  dieser 
Grössen  an  einzelnen  Flächen  nach  gefundener  Lösung  als 
Grenzen  einer  immer  jäher  werdenden  continuirlichen  Aende- 
rung zu  betrachten:  so  würde  nach  der  Verschiebung  die  durch 
dieselbe  eingetretene  Aenderung  des  Werthes  von  & im  Raum- 
punkte x,  y , zy  wenn  wir  mit  a die  Dichtigkeit  der  Substanz 
bezeichnen,  sein: 


dJt 

dx 


* . d&  d&  w , d&  , * 

£ dy'h  dz  aioga^*1^0’* 


Es  ist  aber  nach  bekannten  Sätzen: 


ei 

dz 


Bezeichnen  wir  die  von  der  Art  der  Substanz  abhängige 
ConBtante: 

. d& 


d log  a 


= o, 
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so  wird  also: 


r.  a.  u d & d&  u d & n 

dir  — — £ • a »;•-= c • s 0 

s öi  dy  'dz 


31  + + dl 

dx^dy  ^ dz. 


(3) 


Ebenso  wird  sein,  wenn  sich  6 mit  den  Körpern  bewegt: 


oder: 


C d 6 Ö 6 Km  c)  8 

St — S’n -i-dj-t-Tz-* 


<>J  + in. + ?! 

dx  ' dy  ‘ dz 


(3  a) 


Wenn  wir  nun  die  Variation  von  SS  zunächst  so  vollziehen, 
dass  an  jeder  Stelle  des  Raumes  die  Werthe  von  (p  unge- 
ändert  bleiben,  so  sind  im  Werthe  von  SS  nur  & und  e in 
dem  angegebenen  Betrage  zu  variiren.  Variiren  wir  nachher 
die  Werthe  von  (f  so,  dass  diese  in  die  von  dem  neuen  Gleich- 
gewichtszustände verlangten  Werthe  übergehen,  so  ändert  dies 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  nicht  mehr  den  Betrag 
der  gesammten  Variation,  da: 

8,f  28  = 0. 

Der  Energievorrath  also  wächst  auch  bei  erhaltenem 
Gleichgewichtszustände  um  den  durch  Variirung  von  & und  e 
erhaltenen  Betrag  von  <328,  während  gleichzeitig  die  durch  die 
Magnetisirung  hervorgebrachten  ponderomotorischen  Kräfte  X, 
Yy  Z ihre  Arbeit  leisten.  Das  Princip  von  der  Constanz  der 
Energie  verlangt: 

<528  £+Y.?i  + Z.g]dx.dy.dz  = 0.  (3  b) 

Berechnen  wir  528  aus  (2d),  so  kann  die  Gleichung  (3  b)  nicht 
erfüllt  sein,  wenn  nicht  zusammen  gefasst  unter  ein  Integral- 
zeichen die  mit  g,  £ multiplicirten  Factoren  einzeln  gleich 
Null  sind.  Also  die  erste  dieser  Gleichungen  ist: 


Die  analogen  Ausdrücke  für  Y und  Z sind  leicht  zu  bilden. 
Der  hier  gefundene  Werth  dieser  Componenten  umfasst  nun 
alle  die  elektrischen  Einflüsse  zusammengenommen,  welche  auf 
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die  Yolumeneinlieit  der  Substanz  am  Orte  .t\  y , z einwirken. 
Diese  können  zum  Tlieil  directe  Wirkungen  entfernter  Theile. 
zum  Theil  Wirkungen  aus  nächster  Nähe  sein.  Wie  man  die 
Theilung  zwischen  beiden  ausfuhrt,  ist  einigermaassen  willkür- 
lich. Die  Molecularkräfte  müssen  den  Bedingungen  unterworfen 
sein,  welche  das  Princip  von  der  Gleichheit  der  Action  und 
Reaction  stellt,  und  die  aus  der  Theorie  der  elastischen  Körper 
bekannt  sind.  Bezeichnen  wir  nämlich  mit  A Kräfte,  die  in 
Richtung  der  x , mit  B solche,  die  in  Richtung  der  y , mit  C 
solche,  die  in  Richtung  der  z fallen;  mit  dem  Index  x solche, 
die  auf  die  Einheit  einer  der  yz  Ebene  parallelen  Fläche  von 
Seite  der  positiven  x wirken  u.  s.  w.,  so  muss  sein: 

Ay  = Bx , Bx  — Cy,  Cx  — At.  (4ai 

Die  auf  die  Flächeneinheit  einer  Ebene,  deren  Normale 
die  Winkel  a,  b,  c mit  den  positiven  Coordinatenaxen  macht, 
auf  Seite  dieser  Normale  wirkenden  Kräfte,  müssen  eben  des- 
halb sein: 

399  An  = Az.  cos  a + Ay.  cos  b -f-  As . cos  c , 

Bn  — Bx.  cos  a + By . cos  b -f  Bz . cos  c , 

Cn  — Cx.  cos  a + Cy  . cos  b -f  Cz  . COS  c . 


Die  auf  die  Volumeneinheit  des  inneren  Raumes 
Kräfte  ergeben  sich  dann  in  der  Form: 

x=ji'Ax+i^'A»  + j^'As 

F=S7-^+aT-^  + ^'5'  • 

z=  lk'c*  + + J7'C‘- 


wirkenden 


Die  Frage  der  Rückführung  auf  Molecularkräfte  gestaltet  sich 
also  dahin,  ob  es  möglich  ist,  die  gefundenen  Werthe  von 
X,  Yf  Z in  die  Form  (4b)  mit  Einhaltung  der  Bedingungen  (4  a 
zu  bringen,  wobei  die  Grössen  A,  B , C nur  von  dem  örtlichen 
Zustande  der  dielektrischen  Polarisation  abhängen  dürfen. 

Nun  kann  man  in  der  That  die  in  (4)  gegebenen 
Kräfte  gänzlich  auflösen  in  Molecularkräfte  von  der 
Form  (4b). 
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Um  diese  Reduction  auszuftihren,  dient  folgende  Umformung: 
Gleichungen  (1)  und  (la)  ergeben: 


— 4 7ie  — 


dx 


d + 4^).^]  + ^[(l+4^).||]| 


^ dz 


(1  -j-  4 71  &) 


d(p 

dz 


l 


(4  c) 


daraus  folgt,  dass: 


4 — 

dx 


d 

dx 


_d 


+ i£{(l  + 4**). 


(!  + 4^)  (ff) 

v + 4**)'S£-3£ 


d_ 

dz 


- 2jt~. 
dx 


oif  .y  , 
^ + 


(-td) 


Drückt  man  die  Differentialquotienten  von  cp  mittels  der 
Gleichungen  (1)  durch  ?.,  v aus,  so  lassen  sich  die  Kräfte  400 
X,  Y,  Z in  die  Form  (4b)  bringen,  wenn  man  setzt: 

^ = ’w-  [*3  - s*  - -1  + [V  + ?+  »«] 

By  = [-*2  + H2-  V*}  + 2-|i  [*2  + ^2  + .*] 


ct  = 


A „ — J5*  = 


l + 4*# 
8tt6>2 

1 + 4rx& 
4 n&* 


[-  >.2  - ^-  + v2]  + 2^  [A2  +M2  + >'2] 

■/.fl  _B,=  Cy  =i+4"^ 


4tI^3 

fl  y 1 *f  4?I  # * 

t x — Az  — £F“  • vK , 


•UV 


(4e) 


oder  auch: 


0 

+ 2 


rfy>\a  » -(dq> Y i ( 

Cdx)  dy)  + \dz) 


1 + 4 n & d <p  d(p 
4 7i  dx  dy 
U.  S.  W. 


Man  kann  diese  Kräfte  auch  zusammengefasst  denken  in 
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1)  einen  Druck,  der  überall  in  Richtung  der  nach  aussen 
gewendeten  Normale  jeder  Grenzfläche  wirkt  im  Betrage  von: 

LL^—  + 

i 

2)  einer  in  Richtung  der  Kraftlinien  wirkenden  Spannung 
im  Betrage  von: 

1 471^* ~ • + f*2  + •'*]  • C0S  1 > 

wrobei  mit  ?/  der  spitze  Winkel  bezeiclmet  ist,  den  die  Rich- 
tung der  elektrischen  Kraft  mit  der  Normale  der  Oberfläche 
macht. 

Bezeichnen  wir  die  Resultante  der  elektrischen  Kraft  mit/?: 

•R*=  Ji(A* + j»s  + v*), 

so  ist  die  liier  erwähnte  Spannung  auch  zu  setzen  gleich: 

1+4  71#  n dlf) 

4Ü  R'dN 

und  fällt  in  die  Richtung  der  in  das  Innere  eintretenden 
Kraftlinie. 

In  der  Form,  wie  die  Werthe  der  Kräfte  hier  gefunden 
loi  sind,  passen  sie  auch  ohne  Schwierigkeit  für  den  Fall,  dass  an 
Grenzflächen  der  Körper  der  Uebergang  in  den  Werthen  der 
& discontinuirlich  wird,  oder  daselbst  zusammengedrängte 
Flächenschiehten  von  Elektricität  liegen,  da  in  den  Werthen 
der  JB,  C wreder  die  Grösse  e,  noch  Differentialquotienten 
von  & nach  den  Coordinaten  Vorkommen.  Will  man  jedoch 
zur  Controle  der  Richtigkeit  des  Verfahrens  die  an  der  Grenze 
verschiedener  Substanzen  eintretenden  Discontinuitäten  im 
Werthe  von  & gleich  von  vornherein  als  solche  berücksichtigen, 
so  ist  bei  der  Ausführung  der  Rechnung  zu  beachten,  dass  die 
oben  gebildete  Gleichung: 

<?T  SB  = 0 

sich  nur  auf  die  Variation  ersten  Grades  bezieht.  Dem  ge- 
sammten  Betrage  der  Veränderung  von  W entspricht  dieser 
Werth  von  d IV  aber  nur,  wenn  die  Quadrate  und  Producte 
der  variirten  Grössen  gegen  die  Glieder  ersten  Grades  ver- 
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naclilässigt  werden  dürfen.  Wenn  nun  eine  Körpergrenze,  wo 
zwei  Medien  zusammenstossen,  deren  dielektrische  Constanten 
und  &0  sind,  und  die  mit  der  Flächendichtigkeit  e belegt 
ist,  in  Richtung  der  Normale  N0  so  weit  vorrückt,  dass  eine 
Schicht  von  der  Dicke  dN , welche  bisher  die  Constante  &0 
hatte,  den  Werth  bekommt,  so  entsteht  zunächst  bei  un- 
veränderten Werthen  von  cp  dadurch  eine  Aenderung  von  SGB, 
welche  beträgt: 


Bezeichnen  wir  den  grössten  Differentialquotienten,  den  cp  in 
Richtung  der  Fläche  hat,  mit  dtp  lös,  so  lässt  sich  dies  auch 
schreiben : 


Denn  zunächst,  ehe  die  Werthe  von  cp  auf  den  neuen  Gleich- 
gewichtszustand zurückgeführt  sind,  herrscht  in  der  betreffen- 
den Schicht  noch  der  alte  Werth  des  dortigen  dcp/dN0.  Wenn 
nun  dieser  Uebergang  in  den  Gleichgewichtszustand  vor  sich 
geht,  tritt  in  dieser  Schicht  der  Werth  des  Differentialquotienten 
dcpjdNx  ein,  der  der  anderen  Seite  der  Fläche  entspricht  und 
von  jenem  wegen  der  Gleichung: 

-4Jle=(l  + 4a,>0).^  +(1  + * &t)  ■ (4  f) 


endlich  unterschieden  ist.  Setzen  wir  nun: 

( d(r  \2  __  I d<p\*  __  9 3qp_  ödq p f dd<j)V 

[dNj  ~\dNt)  *bnx' Tn  + \eisr)  ’ 

wo  annähernd: 

ödqp  dqp  , d (f 

Tn  - Tn0  + ’ 

so  ist  diese  Variation  des  Differentialquotienten  in  der  Schicht 
von  der  Dicke  dN  endlich,  und  also  ihr  Quadrat  nicht  zu  ver- 
nachlässigen. Die  Glieder  ersten  Grades  werden,  wenn  man 
von  einer  Gleichgewichtslage  ausgeht,  natürlich  auch  in  diesem 
Falle  gleich  Null,  ob  die  Ö cp  verschwindend  klein  oder  end- 
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lieh  sind.  Wenn  wir  aber  das  quadratische  Glied  der  Varia- 
tion fortnehmen,  wird  der  Werth  der  Variation  von  2Ö,  der 
von  dieser  Lagenänderung  der  Fläche  herrührt,  nunmehr  ver- 
ändert in: 


1 + 4 71 
871 


6A,J  BWJ 


Mit  Benutzung  der  Gleichung  (4f)  für  den  Werth  von  e redu- 
cirt  sich  dies  auf: 


jAa.rfivj' 


+ 4;r 


8tt 


r(M1 2_ 

f*r) 

0“ 

1 + 4 ti  #0 

(ßt) 

2 

- 1 

'fy) 

Hi 

iwj 

{dt) 

8 71 

\eyj 

Der  von  0 unabhängige  Theil  der  nach  dem  Innern  hin 
normal  zur  Grenzfläche  wirkenden  Kraft  ergiebt  sich  hieraus 
gleich : 


\+An&\(  d(f  V /ö<jr\2) 
8 Ti  \\ö  A / “1  ~ds)  l 


übereinstimmend  mit  den  in  (4e)  für  die  Coordinatenebenen 
gegebenen  Wertheu.  Tangentiale  Kräfte  ergeben  sich  eben- 
falls, wenn  man  nachträglich  auch  noch  Verschiebungen  der 
Schicht  e in  Richtung  der  Fläche  voraussetzt. 

In  der  von  CI.  Maxwell  gegebenen  Darstellung *)  dieses 
Kraftsystems  fehlt  das  mit  Q multiplicirte  Glied.  Es  ist  in 
unsere  von  Poisson’s  Voraussetzungen  ausgehende  Analyse 
eingetreten,  da  wir  die  Möglichkeit  der  Dehnung  ponderabler 
403  Dielectrica  mit  in  Betracht  zogen.  Für  das  zwischen  den  be- 
wegten Körpern  liegende  Vacuum  aber,  beziehlich  den  Luft- 
raum, ist  # nach  Poisson's  Voraussetzungen,  denen  wir  hier 
gefolgt  sind,  überhaupt  gleich  Null  und  bleibt  gleich  Null,  wie 
auch  die  Form  und  das  Volumen  des  Vacuums  sich  verändern 
möge.  Diese  Voraussetzungen  impliciren  also  für  das  Vacuum 
auch  den  Werth  6 = 0.  In  der  That  ergiebt  sich  bei  Unter- 
suchung dieses  Punktes,  dass  nur  in  Medien,  in  denen  ent- 
weder 0 = 0,  oder  die  incompressibel  sind,  die  ponderomoto- 
rischen  Kräfte  genau  dieselbe  Vertheilung  zeigen,  wie  sie  es 
im  Vacuum  nach  Coulomb’s  Hypothese  thun  würden. 


1)  CI.  Maxwell,  Electricity  and  Magnetism.  Bd.  1.  §§  104 — 107. 

Oxford  1873. 
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Wenn  wir  nämlich  das  Medium  als  eine  homogene  Flüssig- 
keit betrachten,  die  kein  eingeleitetes  e enthält,  deren  Druck  p, 
deren  Dichtigkeit  a sei,  während  P das  Potential  der  äusseren 
auf  die  Masseneinheit  der  Flüssigkeit  wirkenden  ponderomoto- 
rischen  Kräfte  (z.  B.  Schwere)  darstellt,  so  sind  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichts: 


X=  dp  + 
^ dx  ^ 


d P 
dx  1 


v dp  . dP 

1 — £ 4"  & * y 

dp  dp 


dP 

dz 


In  einer  homogenen  Flüssigkeit  werden  und  a nur  vom 
Drucke  p abhängen,  und  da: 

d . log  o-  ’ 


so  köimen  wir  die  erste  jener  Gleichungen  mit  Berücksichtigung 
von  (4)  schreiben: 


dp  . d P H i*  o , 2i  öff  , | d f 0 i o , *>\\ 

si  + a7  = _ 2»* + l eic  +v )(’ 


oder  wenn  wir  statt  des  Druckes  p die  Function  ip  von  er  ein- 
lüliren,  für  welche: 

dtp  _ 1 dp 
d ff  er  d ff * 


so  erhalten  wir  aus  den  drei  obigen  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichts die  eine  Integralgleichung: 


+ P-f  C = 


welche  anzeigt,  dass  unter  Einwirkung  der  gefundenen  Kräfte 
auch  flüssige  Medien  im  Gleichgewicht  sein  können;  ferner, 
dass  wenn  0 = 0,  Druckunterschiede  innerhalb  der  Flüssig-  404 
keit  durch  die  elektrischen  Kräfte  überhaupt  nicht  hervor- 
gebracht werden. 

Ist  die  Flüssigkeit  incompressibel,  so  ist: 


und  die  elektrische  Polarisirung  bringt  dann  also  neben  den 
sonst  schon  bestehenden  Druckunterschieden  den  Druck: 


Helmholtz,  wigeenBch.  Abhandlungen. 
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hervor.  An  der  Grenze  des  Mediums  tritt  diesem  aber  der 
ebenso  grosse,  von  6 abhängige  Theil  der  Oberflächenkraft 
entgegen,  den  die  Gleichungen  (4c)  anzeigen.  Auf  die  jen- 
seits der  Grenze  gelegenen  Körper  hat  der  von  0 abhängende 
Druck  also  unter  diesen  Bedingungen  gar  keinen  Einfluss. 
Es  ist  dies  das  folgerichtige  Ergebniss  der  Betrachtung,  durch 
welche  6 eingeführt  wurde.  Dies  geschah  in  der  Voraus- 
setzung, dass  die  Substanz  durch  Dichtigkeitsänderungen 
Aenderungen  ihrer  dielektrischen  Constante  erleiden  köimte. 
Ist  sie  incompressibel,  so  ist  diese  Möglichkeit  wirkungslos. 

Nur  in  einem  Medium,  in  welchem  & constant,  in  wel- 
chem also  entweder  6 — 0 oder  a constant  ist,  ergiebt  die 
Gleichung  (4c)  für  e = 0 auch: 

Acp  = 0, 

wie  es  nach  Coulomb’s  Theorie  im  leeren  Raume  stattfinden 
muss.  In  einem  anders  beschaffenen  Medium,  für  welches 
beide  genannte  Annahmen  nicht  zuträfen,  würde  auch  die 
Differentialgleichung  für  cp  sich  ändern. 

Auf  temporär  magnetisirte  Substanzen  sind  die 
hier  vorgetragenen  Sätze  ebenfalls  zu  übertragen,  aber  mit 
Ausschluss  der  Formänderungen  permanenter  Magnete,  da  wir 
nicht  wissen,  ob  die  Gleichung  (3a)  auf  das  Verhalten  von 
solchen  anwendbar  ist. 

In  der  Form  (4  c)  sind  die  Fernkräfte  ganz  verschwenden 
und  ersetzt  durch  die  Reactionen  des  polarisirten  Mediums. 
Es  ist  dies  die  Anschauungsweise  von  Faraday  und 
CI.  Maxwell,  die  auch  in  dem  von  ponderabler  Substanz 
405  leeren  Raume  den  Aether  als  Träger  dieser  Spannungen  be- 
trachten. 

Man  kann  aber  auch  die  zweierlei  Ursachen 
nebeneinander  bestehen  lassen,  wenn  man  die  direc- 
ten  Fernwirkungen  nicht  aufgeben  will.  Da  nämlich 
die  Dichtigkeit  der  freien  Elektricität  im  Raume  dargestellt 
werden  kann  durch: 

~rnJ<P> 
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und  wir  die  identische  Gleichung  bilden  können: 


0 = £2L.  J®  ® fe.** 

dx  ’ dx^dx  dx 


+ 


d t d qr» 
x j_  Sx 

tdxWdxj 


+ 


d_ 

dy 

fdjp 

\dy 


d(f  dtp 

« 

d d (p 

dz 

dx  dz 

)■+ (fc) 

(}■ 

so  können  wir  diesen  Ausdruck  mit  \n  dividirt  zum  Werthe 
von  X addiren.  ohne  diesen  zu  verändern.  Dann  ist: 

• d<p  Aff 

Ox 


x=^-^+k^)+^)+r^- 


(5) 


«.  = j*  (**  - . 1(3  - vt)  + 531  (;-3  + .«2  + ^ 


2 &2 

Sl„  = öx  = iA« 


(5  a) 


u.  s.  w. 

und  da  /„*/ & = & . (dy  / dx)2  etc.,  so  fallen  im  Raume,  wo 
& — 0,  die  molecularen  Spannungen  fort.  Diese  wirken 
nur  in  den  ponderablen  Dielectricis,  und  neben  ihnen  die 
Fernwirkungen  der  freien  Elektricität,  welche  in  dem  ersten 
Gliede  des  Werthes  von  Ar  angezeigt  werden.  Dass  die  von 
der  Theorie  angezeigten  dehnenden  Kräfte  quer  gegen  die 
Kraftlinien  bestehen,  ist  durch  die  von  Hrn.  G.  Quincke 
kürzlich  veröffentlichten  Versuche  für  eine  Reihe  von  Sub- 
stanzen erwiesen  worden. *) 

Eine  Prüfung  des  Gesetzes  der  Anziehungen  im  Inneren 
einer  dielektrischen  Flüssigkeit  (Terpentinöl)  ist  von  Hrn. 

P.  Silow  schon  im  Jahre  1875  im  hiesigen  physikalischen 
Institute  ausgeführt  worden.2) 

Schliesslich  mache  ich  noch  darauf  aufmerksam,  dass  die  «e 
in  (2d)  gegebene  einfachere  Normalform  von  s2ß  unverändert 
bleibt,  wenn  wir  in  ihr  alle  Coefficienten  (1  4-  4 n fr)  sowie  0 
mit  derselben  Zahl  N 2 multipliciren , dagegen  alle  Werthe 
von  rp  durch  N dividiren,  s und  e dagegen  mit  N multipliciren. 

Da  nun  aus  dem  Werthe  von  SB  sowohl  die  Gesetze  der  Ver- 
theilung  der  Potential  werthe  im  Raume,  wie  die  Werthe  der 
ponderomotorischen  Kräfte  hergeleitet  werden,  so  bleiben 
diese  alle  unverändert,  wie  übrigens  auch  die  oben  in  (4  c) 


1)  Quincke,  Pogg.  Ann.  1875.  Bei.  156.  S.  389. 

2)  Silow,  Wied.  Ann.  1880.  Bd  10.  S.  161.  374.  513. 
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aufgestellte  Gleichung  für  e und  die  Werthe  für  die  Kräfte 
[S.  813  hinter  (4e)]  erkennen  lassen.  Dadurch  reducirt  sich 
aber  in  den  Gleichungen  (5)  der  auf  directe  Fern  Wirkung  der 
Elektricität  zurückgeführte  erste  Theil  der  Kraft  auf  1 
sodass  in  dem  Maasse,  wie  N2  grösser  wird,  die  directe  Fem- 
wirkung  immer  mehr  gegen  den  von  den  dielektrischen  Medien 
übertragenen  Theil  verschwindet.  Das  Quantum  der  freien 
Elektricität,  gemessen  durch  z/y,  reducirt  sich  ebenfalls  auf 
1 jN  seines  früheren  Werthes.  Für  grosse  Werthe  von  N 
verschwindet  also  freie  Elektricität  und  Femwirkung,  was  zu 
Maxwell’s  Theorie  hinüberführt.  Diese  Sätze,  die  ich  schon 
am  Schlüsse  meiner  ersten  Abhandlung  über  Elektrodynamik 
aufgefühlt  habe,  bestätigen  sich  also  hier  auch  der  vollstän- 
digeren Analyse  der  ponderomotorisehen  Kräfte  gegenüber. 
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Ueber  galvanische  Polarisation  in  gasfreien  Flüssig- 
keiten. 

Aus:  Poggendorff’s  Annalen  Bd.  CL.  S.  483 — 495.  — Monatsberichte 
der  Berliner  Akademie  1873.  S.  587 — 597. 


Ich  will  mir  erlauben,  der  Akademie  Mittheilung  zu  machen  4ss 
von  den  Ergebnissen  einer  Reihe  von  Versuchen,  die  ich  über 
die  galvanische  Polarisation  des  Platins  angestellt  habe.  Diese 
Versuche  erforderten  meist  sehr  lange  Zeit,  und  ich  bitte  des- 
halb um  Verzeihung,  wenn  ich  eine  Anzahl  weiterer  Fragen,  die 
sich  dabei  aufdrängen,  vorläufig  unbeantwortet  lassen  muss. 

Es  ist  bekannt,  dass,  wenn  ein  DanieH’sches  Zinkkupfer- 
element durch  eine  Wasserzersetzungszelle  mit  Platinelektroden 
geschlossen  wird,  ein  Strom  entsteht  von  schnell  abnehmender 
Stärke,  der  bei  der  gewöhnlichen  Art  den  Versuch  anzustellen, 
nach  kurzer  Zeit  zwar  sehr  schwach  wird,  aber  selbst  nach  sehr 
langer  Zeit  nicht  ganz  aufhört.  Wir  wollen  diesen  Strom  den  494 
polarisirenden  nennen.  Wenn  wir  nachher  die  Zersetzungs- 
zelle von  dem  Daniell’schen  Elemente  trennen,  und  ihre 
Platinplatten  mit  dem  Voltameter  verbinden,  so  erhalten  wir 
einen  anderen  Strom,  den  depolarisirenden,  der  in  der 
Zersetzungszelle  entgegengesetzte  Richtung  hat,  als  der  po- 
larisirende,  und  ebenfalls  anfangs  stark  ist,  unter  den  gewöhn- 
lichen Bedingungen  der  Beobachtung  aber  meist  bald  bis  zum 
Unwahrnehmbaren  schwindet. 

Es  ist  im  Wesentlichen  dieser  einfache  Versuch,  auf  den 
sich  meine  Untersuchungen  beziehen.  Die  zu  lösende  Frage 
war:  Worauf  beruht  die,  wie  es  scheint,  unbegrenzt  lange  Fort- 
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dauer  des  polarisirenden  Stromes?  In  einer  Kette  von  der  an- 
gegebenen Zusammensetzung  kann  nämlich,  wenn  nicht  noch 
andere  Veränderungen  darin  Vorgehen,  die  nach  dem 
Faraday’schen  Gesetze  erfolgende  elektrolytische  Leitung  in 
den  Flüssigkeiten  nicht  zu  Stande  kommen  ohne  eine  Ver- 
letzung des  Gesetzes  von  der  Erhaltung  der  Kraft.  Wenn 
nämlich  keine  anderen  Aequivalente  potenzieller  Energie  ver- 
braucht werden,  müsste  in  einer  solchen  Kette  das  mechanische 
Aequivalent  der  in  dem  Stromkreise  erzeugten  Wärme  gleich 
sein  dem  Arbeitsäquivalent  der  bei  der  Elektrolyse  wirksam 
gewordenen  und  verbrauchten  chemischen  Kräfte.  Letzteres 
ist  aber,  wenn  die  Zersetzung  nach  dem  Gesetze  der  elektro- 
lytischen Aequivalente  vor  sich  geht,  negativ1),  und  kann  also 
nicht  einer  durch  den  Strom  zu  erzeugenden  positiven  Wärme- 
arbeit gleich  sein.  Wasserzersetzung  kann  also,  wenn  das 
«6  Faraday’sche  Gesetz  ausschliesslich  gültig  ist,  durch  ein 
Daniell’sches  Element  auch  in  der  minimalsten  Menge  nicht 
dauernd  unterhalten  werden.  In  der  That  wird  ein  Freiwerden 
der  Gase,  welche  das  Wasser  zusammensetzen,  bei  dem  oben 
beschriebenen  Versuche  nicht  beobachtet,  wenn  auch  der  Strom 
noch  so  lange  fortdauert. 

Dabei  ist  es  wohl  zu  bemerken,  dass  auch  nicht  durch 
Diffusion  oder  irgend  einen  der  Diffusion  ähnlichen  Process 
die  bei  der  Polarisation  der  Platten  gegen  diese  hingedrängten 
Molekeln  von  Wasserstoff  und  Sauerstoff  frei  werden  und  sich 
etwa  wieder  unelektrisch  von  den  Platten  entfernen  könnten. 
Ein  solcher  Vorgang  würde  schliesslich  immer  wieder  als 
Arbeitsresultat  eine  Wasserzersetzung  ergeben,  für  weiche 
keine  äquivalente  treibende  Kraft  in  dem  Daniell’schen  Ele- 


1)  Nach  Andrews  giebt  1 grm  Wasserstoff,  zu  Wasser  verbrennend. 
33808  Wärmeeinheiten,  nach  Favre  und  Silbermann  34462.  Für 
jedes  Gramm  Wasserstoff  werden  in  dem  I)  a n i e 1 1 'scheu  Elemente  32,5  grm 
Zink  aufgelöst  und  dafür  die  äquivalente  Menge  Kupfer  niedergeschlagen. 
Diese  Menge  Zink,  wenn  sic  Kupfer  aus  der  Verbindung  mit  Schwefel- 
säure scheidet,  erzeugt  nach  Favre  nur  23205  Wärmeeinheiten.  Dem 
entsprechend  ist  auch  eine  elektromotorische  Kraft  von  mindestens  andert- 
halb Dauiell’s  nöthig,  um  die  schwächste  dauernde  Wasserzersetzung 
zu  unterhalten. 
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mente  gegeben  wäre.  Wenn,  wie  es  wahrscheinlich  ist,  bei  der 
galvanischen  Polarisation  der  Elektroden  eine  veränderte  An- 
ordnung der  Wasserstoff-  und  Sauerstoff- Atome , sei  es  im 
Innern,  sei  es  an  den  Grenzflächen  der  Flüssigkeit,  eintritt,  so 
werden  diese  Theilchen  jedenfalls  durch  (chemische  oder  elek- 
trische) Anziehungskräfte  an  ihrer  Stelle  festgehalten,  bis  neue 
hinreichend  starke  Kräfte  zu  Hülfe  kommen,  um  sie  frei  zu 
machen.  Welche  Beziehungen  zwischen  elektrischen  und  che- 
mischen Anziehungskräften  man  auch  annehmen  möge,  so  wird, 
wenn  das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Kraft  gilt,  eine  elek- 
trische Anziehung  auf  eins  der  Elemente,  deren  Potential  gross 
genug  ist,  um  die  chemische  Verwandtschaft  zu  überwinden, 
eben  selbst  wiederum  nur  durch  eine  Kraft  von  gleichem  oder 
grösserem  Arbeitsäquivalent  überwunden  werden  können,  um 
das  angezogene  Theilchen  frei  beweglich  in  der  Flüssigkeit  zu 
machen. 

Wenn  nun  die  elektromotorische  Kraft  des  Daniell’schen 
Elementes  in  unserem  Falle  keine  sichtbare  Wasserzersetzung 
hervorbringt , so  bringt  sie  doch  Polarisation  der  Elektroden 
hervor,  und  diese  ist  selbst  ein  Arbeitsäquivalent.  Denn  die 
polarisirten  Platten  sind  nachher,  von  dem  polarisirenden  gal- 
vanischen Elemente  getrennt,  im  Stande  selbstständig  für  eine 
gewisse  Zeit  einen  elektrischen  Strom  hervorzubringen,  also 
Wärme  im  Leitungsdrahte  zu  entwickeln,  bezielilich  bei  passen- 
der Anordnung  alle  anderen  Formen  der  Arbeit  zu  leisten, 
welche  galvanische  Ströme  leisten  können.  Im  Zustande  der 
Polarisation  haben  wir  es  offenbar  mit  einer  veränderten  An- 
ordnung der  ponderablen  Atome  und  der  Elektricitäten  in  der 
Zersetzungszelle  und  an  ihren  Elektroden  zu  thun,  über  deren 
besondere  Beschaffenheit  wir  hier  weiter  keine  specielleren  An- 
nahmen zu  machen  oder  Vermuthungen  aufzustellen  nötliig 
haben,  so  lange  es  sich  nur  um  Berücksichtigung  der  Arbeits- 
w’erthe  handelt.  Der  Zustand  der  Polarisation  ist  zu  betrachten 
als  ein  neuer  Gleichgewichtszustand,  dem  die  Zersetzungszelle 
unter  dem  Einflüsse  der  Elektrisimng  der  Elektroden  zustrebt, 
und  der,  wenn  die  in  den  Elektroden  angehäufte  Elektricität 
sich  entladen  kann,  wieder  in  den  Zustand  elektrisch-neutralen 
Gleichgewichts  zurückstrebt.  Da  aber  zur  Herstellung  eines 
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veränderten  Gleichgewichts  in  einem  begrenzten  Systeme  von 
Körpern,  wie  die  Zersetzungszelle  ist,  immer  nur  ein  endlicher 
Betrag  von  Arbeit  nöthig  ist,  so  kann  die  Herstellung  der 
Polarisation  immer  nur  einen  Strom  von  endlicher  Dauer 
geben,  oder  einen  solchen,  dessen  Intensität  sich  asymptotisch 
der  Null  nähert,  und  der  polarisirende  Strom  könnte  im  Gan- 
zen nur  eben  so  viel  Elektricität  in  der  einen  Bichtang  strömen 
machen , als  der  depolarisirende  in  der  entgegengesetzten 
Richtung. 

Insoweit  dies  der  Fall  ist,  — und  meine  Versuche  zeigen, 
dass  man  in  gasfreien  Flüssigkeiten  und  bei  gasfreien  Elektroden 
einem  solchen  Zustande  wenigstens  sehr  nahe  kommen  kann,  — 
wirkt  die  Zersetzungszelle  wie  ein  Condensator  von  sehr  grosser 
Capacität.  In  der  That,  wenn  man  nach  der  gewöhnlichen 
Vorstellungsweise  negativ  geladenen  Sauerstoff  der  einen  Elek- 
trode, positiv  geladenen  Wasserstoff  der  anderen  Elektrode  ge- 
nähert denkt,  aber  so,  dass  ein  Austausch  der  Elektricität 
zwischen  der  Elektrode  und  den  genannten  Bestandtheilen  des 
Wassers  nicht  möglich  ist,  so  wird  sich  auf  der  Elektrode 
w selbst  die  entsprechende  Menge  der  entgegengesetzten  Elek- 
tricität  anhäufen  können,  und  jede  Elektrode  würde  dann  mit 
der  Flüssigkeit  einen  Condensator  von  verschwindend  kleiner 
Dicke  der  isolirenden  Schicht,  und  eben  deshalb  von  ungeheurer 
Capacität  bilden.  Diese  Analogie  ist  neuerdings  von  den  Herren 
Varley1)  und  Maxwell2)  betont  worden. 

In  der  That  entsprechen  die  Erscheinungen,  die  bei  Ein- 
schaltung eines  polarisirbaren  Plattenpaares  in  einen  Stromkreis 
entstehen,  in  ihren  Hauptzügen  denen,  welche  ein  Condensator 
von  sehr  grosser  Capacität  darbieten  würde.  Der  polarisirende 
Strom  ist  der  Strom,  welcher  den  Condensator  ladet,  der  de- 
polarisirende der,  welcher  ihn  entladet.  Man  muss  sich  die 
Capacität  des  Condensators  nur  so  gross  vorstellen,  dass  seine 
Ladung  und  Entladung  wahrnehmbare  Zeiträume,  Secunden 
oder  Minuten,  in  Anspruch  nimmt.  Herr  Varley  hat  ver- 


1)  Proceed.  Roy.  Society.  Jan.  12.  1881. 

2)  A Treatise  on  Electricity  and  Magnetism.  Oxford  1873.  VoL  I. 
pag.  322. 
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sucht,  die  Capacität  eines  solchen  Condensators  zu  messen; 
indessen  wird  das  Folgende  zeigen,  dass,  wenn  nicht  ganz  be- 
sondere Vorsichtsmaassregeln  bei  den  Versuchen  gebraucht 
werden,  noch  andere  Vorgänge  eine  wesentliche  Rolle  spielen 
und  das  Endergebniss  in  hohem  Grade  beeinflussen  können. 

Die  Vorgänge  bei  wirklichen  Versuchen  mit  polarisirbaren 
Elektroden  unterscheiden  sich  nun  von  denen,  die  an  einem 
gut  isolirten  Condensator  Vorgehen,  dadurch,  dass  der  ladende 
Strom  viel  länger  dauert  als  der  entladende , langsamer  ab- 
nimmt als  der  letzte  und  eigentlich  nie  aufhört.  In  dieser  Be- 
ziehung erscheint  eine  Zelle  mit  polarisirbaren  Platinplatten 
einem  Condensator  mit  schlecht  isolirender  Zwischenschicht 
ähnlich,  und  selbst  die  Erscheinungen  des  elektrischen  Rück- 
standes finden  ihr  Analogon  in  der  nach  jeder  Unterbrechung 
des  Stromes  • neu  hervortretenden  Verstärkung  der  Polari- 
sation. 

Es  läge  nahe,  bei  einer  polarisirten  Zersetzungszelle  den-  *88 
selben  Grund  für  die  Fortdauer  des  ladenden  Stromes  anzu- 
nehmen, wie  für  einen  schlecht  isolirenden  Condensator,  näm- 
lich die  Existenz  einer  geringen  metallischen  Leitungsfähigkeit 
in  den  elektrolysirbaren  Flüssigkeiten;  was  eine  Beschränkung 
der  Gültigkeit  von  Faraday’s  Gesetz  einschliessen  würde. 
Ehe  wir  indessen  einen  solchen  Schluss  ziehen,  ist  zu  unter- 
suchen, ob  nicht  noch  andere  Veränderungen  in  der  Flüssig- 
keit und  in  den  Elektroden  vor  sich  gehen,  welche  ähnliche 
Erfolge  haben  könnten.  Und  zwar  wäre  hier  hauptsächlich  an 
die  Rolle  zu  denken,  welche  die  in  der  Flüssigkeit  aufgelösten 
oder  nach  Graham’s  Entdeckung  in  dem  Metall  der  Elektro- 
den occludirten  Gase  spielen  können. 

Es  ist  bekannt,  dass  die  galvanische  Polarisation  einer 
Platinplatte,  welche  als  Wasserstoffelektrode  in  einer  Zer- 
setzungszelle dient,  durch  directe  Berührung  mit  dem  Sauer- 
stoff der  Luft,  durch  Zuleiten  lufthaltigen  Wassers  und  durch 
Berührung  von  solchen  Flüssigkeiten,  welche  Sauerstoff  che- 
misch gebunden  enthalten,  ihn  aber  an  den  ausscheidenden 
Wasserstoff  abgeben  können,  vermindert  oder  aufgehoben  wird. 

Dasselbe  gilt  für  die  Sauerstoffpolarisation  einer  Platin- 
platte, wenn  sie  mit  im  Wasser  gelöstem  Wasserstoff  oder 
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anderen  chemischen  Verbindungen  in  Berührung  ist , welche 
Sauerstoff  aufnehmen  können. 

Ausserdem  wissen  wir,  dass  das  Piatin  nach  Graham  ’s 
Entdeckung,  wenn  auch  in  geringerem  Maasse  als  das  Palla- 
dium, die  Fähigkeit  hat,  Wasserstoff  in  seine  Masse  aufzu- 
nehmen. Die  Aufnahme  von  Sauerstoff,  welche  wir  beim  ge- 
schmolzenen Silber  kennen,  konnte  für  das  Platin  auf  che- 
mischem Wege  allerdings  durch  Graham  nicht  direct  nach- 
gewiesen werden;  doch  scheinen  die  im  Folgenden  zu  beschrei- 
benden Polarisations-Erscheinungen  anzuzeigen,  dass  für  den 
Sauerstoff  ganz  ähnliche  Verhältnisse  wie  für  den  Wasserstoff 
bestehen,  und  dass  nur  die  Menge  des  vom  Platin  zu  occlu- 
direnden  Sauerstoffes  viel  geringer  ist  als  die  des  Wasserstoffes. 

Wenn  nun  ein  elektrischer  Strom  durch  eine  Wasser- 
zersetzungszelle geht,  deren  Flüssigkeit  Wasserstoff  gelöst  ent- 
hält, oder  deren  Platinelektroden  ihn  occludirt  haben,  so  wird 
an  derjenigen  Elektrode,  zu  welcher  der  Strom  den  Sauerstoff 
hindrängt,  dieser  wieder  zu  Wasser  werden  können,  indem  eine 
entsprechende  Menge  gelösten  Wasserstoffes  aus  der  Flüssig- 
keit, oder  occludirten  Wasserstoffes  aus  der  Elektrode  dazu 
verbraucht  'wird.  Andererseits  wird  statt  dieses  bisher  freien 
(wenigstens  nicht  mit  Sauerstoff  chemisch  vereinigten)  Wasser- 
stoffes eine  gleiche  Menge  elektrolytisch  ausgeschiedenen  W asser- 
stoffes  an  der  anderen  Elektrode  wiedererscheinen,  und  ent- 
weder in  der  Flüssigkeit  sich  lösen,  oder  wenn  Zeit  und  Raum 
dazu  ist,  in  die  Platinelektrode  selbst  hineingedrängt  werden. 
Obgleich  hierbei  also  Elektrolyse  in  der  Flüssigkeit  stattfindet, 
so  kommen  doch  schliesslich  die  beiden  Producte  der  Elektro- 
lyse nicht  zum  Vorschein;  sondern  das  Endresultat  ist,  dass 
freier  Wasserstoff  an  oder  in  der  einen  Elektrode  verschwindet 
und  an  oder  in  der  anderen  in  vermehrter  Menge  auftritt.  Ich 
möchte  mir  erlauben,  für  diesen  Vorgang,  der  bei  den  Polari- 
sationsströmen eine  hervorragende  Rolle  spielt,  den  Namen  der 
elektrolytischen  Convection  vorzuschlagen.  Es  ist  bei 
diesem  Processe  daher  auch  von  der  den  Strom  treibenden 
elektromotorischen  Kraft  nicht  die  Arbeit  gegen  die  chemi- 
schen Verwandtschaftskräfte  des  Wasserstoffs  und  Sauerstoffs 
zu  leisten,  welche  geleistet  werden  muss,  wenn  Wasser  in  diese 
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seine  beiden  Elemente  endgültig  getrennt  werden  soll,  und  elek- 
trolytische Convection  kann  deshalb  durch  eine  schwache  elek- 
tromotorische Kraft  unterhalten  werden,  welche  durchaus  nicht 
im  Stande  ist,  Wasser  wirklich  zu  zersetzen,  wie  z.  B.  durch 
die  Kraft  von  einem  Daniel  Eschen  Elemente. 

Das  Gleiche  gilt,  wenn  die  Flüssigkeit  sauerstoffhaltig  ist, 
oder  die  Platinplatten  Sauerstoff  occludirt  enthalten  sollten. 
Dann  verschwindet  durch  die  elektrolytische  Convection  freier 
Sauerstoff  auf  der  einen  Seite,  während  die  gleiche  Menge  auf 
der  anderen  Seite  zum  Vorschein  kommt. 

Der  auf  solche  Weise  bei  dem  Vorgänge  der  Convection 
an  der  einen  Elektrode  frei  gewordene  Wasserstoff  oder  Sauer- 
stoff ist,  so  weit  er  nicht  in  die  Elektrode  occludirt  wird,  offen- 
bar ebenso  frei,  in  der  Flüssigkeit  zu  diffundiren,  durch  Strö- 
mungen derselben  fortgeführt  zu  werden,  beziehlich  sich  als  Gas 
zu  entwickeln,  wenn  die  Flüssigkeit  gesättigt  ist,  wie  die  bei 
der  gewöhnlichen  Elektrolyse  entwickelten  Gase.  Indem  er  in 
der  Flüssigkeit  diffundirt,  wird  er  auch  wieder  zur  anderen 
Elektrode  gelangen  können,  um  wieder  der  elektrolytischen 
Convection  zu  verfallen,  und  auf  diese  Weise  in  fortdauerndem 
Kreisläufe  einen  gewissen  Grad  elektrischer  Strömung  unter- 
halten können. 

Ein  Daniell’sches  Element  kann  also  in  einer  Wasser- 
zersetzungszelle mit  Platinelektroden  nicht  bloss  dann,  wenn 
die  Flüssigkeit  mit  der  Luft  in  Berührung  ist,  einen  nie  auf- 
hörenden schwachen  Strom  unterhalten,  sondern  auch  in  einem 
vollkommen  abgeschlossenen  Gefässe,  wenn  dessen  Elektroden 
mit  Sauerstoff  gesättigt  sind  und  seine  Flüssigkeit  Sauerstoff 
aufgelöst  enthält. 

Der  Apparat,  mit  dem  ich  Versuche  in  dieser  Richtung 
angestellt  habe,  war  ein  mit  einer  Quecksilber-Luftpumpe  ver- 
bundenes und  hermetisch  geschlossenes  Voltameter,  welches 
zwei  grosse  eylindrisch  zusammengebogene  Platinplatten  von 
annähernd  180  und  300  Quadratcentimeter  Fläche  enthält,  die 
durch  eingeschmolzene  Platindrähte  nach  aussen  hin  Ableitung 
hatten.  Die  Flüssigkeit  in  diesem  Voltameter  reichte  nach 
unten  bis  an  das  Quecksilber  der  Pumpe,  mit  dem  sie  gehoben 
und  gesenkt  wurde,  während  die  über  der  Flüssigkeit  sich  an- 
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sammelnden  Gase  durch  einen  besonderen  Hahn  immer  wieder 
entfernt  werden  konnten.  So  war  es  möglich,  über  der  Flüssig- 
keit immer  wieder  ein  nur  Wasserdämpfe  enthaltendes  Vacuum 
herzustellen  und  die  Flüssigkeit  allmählig  von  jeder  Spur  auf- 
gelösten Gases  zu  befreien. 

Sauerstoffsättigung  der  Platten  erreicht  man  dadurch,  dass 
man  mehrere  Tage  lang  an  ihnen  beiden  durch  einen  schwa- 
chen Strom,  der  durch  einen  eingeschobenen  Platindraht  als 
Wasserstoffelektrode  eingeleitet  wird,  Sauerstoff  entwickelt. 
Ich  habe  Wochen  lang  einen  nur  durch  elektrolytische  Convec- 
tion  unterhaltenen  Strom  unter  dem  Einfluss  eines  begrenzten 
Sauerstoffvorrathes  in  hermetisch  abgesperrter  Flüssigkeit  be- 
stehen sehen.  Charakteristisch  für  den  Einfluss  der  Flüssigkeit 
ist  hierbei,  dass  jede  mechanische  Bewegung  derselben,  nament- 
lich aber  auch  circulirende  Bewegungen,  die  durch  Temperatur- 
änderungen hervorgerufen  werden,  den  Strom  erheblich  ver- 
stärken. Dies  fallt  in  gasfreien  Flüssigkeiten  so  gut  wie 
ganz  fort. 

Viel  wirksamer  als  Sauerstoff  ist  in  dieser  Beziehung 
Wasserstoff,  weil  er  sich  in  sehr  grosser  Menge  in  den  Platten 
ansammeln  kann.  Bei  reichlicher  Sättigung  der  Platten  und 
der  Flüssigkeit  mit  elektrolytisch  entwickeltem  Wasserstoff 
verhält  sich  eine  solche  Zersetzungszelle  gegen  schwächere 
Ströme  Stunden  lang  oder  selbst  Tage  lang  wie  ein  unpolarisir- 
bares  Element,  ähnlich  einer  Silberlösung  zwischen  Silberelek- 
troden. Man  kann,  trotzdem  sie  eingeschaltet  ist,  Wider- 
standsmessungen in  ihrem  Kreise  mit  der  vollkommensten 
Genauigkeit  ausführen,  und  sie  zeigt  nach  Unterbrechung  des 
Batteriestromes  kaum  eine  Spur  von  Polarisation.  Bisher 
ist  es  mir  besser  gelungen,  diesen  Zustand  der  Wasserstoff 
Sättigung  unter  Anwendung  von  verdünnter  Schwefelsäure  als 
elektrolytischer  Flüssigkeit  hervorzurufen,  denn  mit  destillirtem 
Wasser. 

Die  Constanz  des  Stromes  findet  aber  ihr  Ende,  wenn 
durch  die  Convection  des  Wasserstoffes  der  Yorrath  desselben 
in  der  einen  Platte  anfängt  sparsam  zu  werden. 

Unter  diesen  Bedingungen  kann  man  auch  zuweilen  bei 
Anwendung  nur  eines,  aber  gut  leitenden  Dani eil’ sehen  Eie- 
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mentes  Entwickelung  von  Wasserstoff  als  Gas  an  der  Platte 
beobachten,  zu  der  er  hingeführt  wird,  also  scheinbare  Wasser- 
zersetzung. Dass  dies  vorkommt,  ist  schon  von  früheren  Be- 
obachtern gesehen  worden,  aber  ohne  nähere  Feststellung  der 
Bedingungen. 

Nur  wenig  andere  verlaufen  die  Dinge,  wenn  ohne  Ver-  *02 
änderung  des  Zustandes  der  Elektroden  die  elektrolytische 
Flüssigkeit  gasleer  gemacht  wird  dadurch , dass  man  sie 
Wochen  lang  im  Vacuum  der  Quecksilberpumpe  erhält.  Stark 
verdünnte  Schwefelsäure  gelang  es  mir  so  frei  von  Gas  zu 
machen,  dass  sie  beim  Auspumpen  sich  nicht  mehr  vom  Ge- 
lasse loslöste,  sondern  unter  dem  negativen  Drucke  einer  Queck- 
silbersäule von  60  mm  noch  nicht  zerriss.  Aber  auch  bei 
Anwendung  von  destillirtem  Wasser  habe  ich  es  stets  dahin 
bringen  können,  dass  die  aus  dem  Wasser  etwa  noch  ent- 
weichenden Spuren  von  Luft  im  Laufe  von  drei  bis  vier 
Tagen  den  Druck  in  dem  Vacuum,  dessen  Volumen  etwa 
ein  Sechstel  von  dem  der  Flüssigkeit  betrug,  und  welches  nur 
Wasserdampf  enthielt,  nicht  mehr  in  wahrnehmbarer  Weise 
steigerten. 

Auch  noch  unter  diesen  Umständen  traten,  wenn  die 
Platten  mit  einem  der  beiden  Gase  reichlich  beladen  waren, 
Ströme  ein,  welche  mehrere  Tage  dauern  konnten,  aber  doch 
schliesslich  bis  zu  nicht  mehr  wahrnehmbarer  Stärke  herab- 
sanken. Der  hierbei  gebrauchte  Multiplicator  zeigte  einen 
Grad  Ablenkung,  wenn  ihn  ein  Strom  durchfloss,  der  in  24 
Stunden  0,03  ccm  Wasserstoff  zu  entwickeln  im  Stande  war. 
Ein  zweiter  Unterschied  besteht  darin,  dass,  wie  schon  bemerkt, 
die  Verstärkung  des  Stromes  durch  Bewegung  der  Flüssigkeit 
fortfiel. 

Dagegen  zeigte  sich  in  diesen  Fällen  der  Einfluss  der  in 
den  Platinplatten  occludirten  Gase  sehr  deutlich,  wenn  ich 
die  Grösse  des  in  ilrnen  beiden  enthaltenen  Gasvorraths  ver- 
änderte. Zu  dem  Ende  führte  ich  bei  anfänglicher  Sauerstoff- 
beladung der  Platten  an  beide  leitend  verbundene  Platten  auf 
elektrolytischem  Wege  kleine  Mengen  Wasserstoff.  Die  zweite 
Elektrode  war  das  mit  ein  wenig  Zink  versetzte  Quecksilber, 
die  elektrolytische  Flüssigkeit  war  destiliirtes  Wasser.  Je 
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Öfter  ich  das  that,  desto  kürzer  wurde  sowohl  der  Strom,  den 
ein  Daniel  Esches  Element  in  dem  Voltameter  hervorrief,  als 
auch  der  Depolarisationsstrom  nach  Ausschaltung  des  Daniel  Ts. 

493  Dieselben  Stadien  der  Stromstärke,  die  anfangs  bei  reichlicher 
Sauerstoffbeladung  in  24  Stunden  durchlaufen  waren,  wurden 
schliesslich  bei  möglichst  gereinigten  Platten  in  18  Minuten 
durchlaufen.  Führte  ich  aber,  nachdem  dieses  Stadium  ein- 
getreten  war,  noch  weiteren  Wasserstoff  an  die  Platten,  so 
stieg  wieder  die  Stromesdauer,  weil  nun  Wasserstoff beladung 
der  Platten  eintrat.  Uebrigens  glaube  ich  hierbei  noch  nicht 
das  Minimum  der  Gasbeladung  der  Platten  erreicht  zu  haben, 
weil  auch  bei  dem  Minimum  der  Stromesdauer,  das  ich  er- 
reichte, ein  kleiner  Unterschied  in  der  Zeitdauer  zu  Gunsten 
des  polarisirenden  Stromes  im  Vergleich  mit  dem  depolari- 
sirenden  bestehen  blieb.  Es  ist  aber  eine  sein'  langwierige 
Arbeit,  dieses  Minimum  herzustellen,  weil  die  Gase  sich  im 
Metall  ausserordentlich  langsam  vorwärts  bewegen,  wenn  sie 
durch  keine  äussere  elektromotorische  Kraft  gedrängt  werden; 
die  letzten  Reste  derselben  fortzuschaffen  ist  deshalb  äusserst 
zeitraubend. 

Und  diese  Langsamkeit  der  Gasbewegung  zu  zeigen,  will 
ich  nur  noch  Folgendes  anführen:  Polarisirte  Platinplatten, 
in  den  gewöhnlichen  lufthaltigen  Flüssigkeiten  stehend,  ver- 
lieren ihre  Polarisation  anscheinend  in  wenigen  Stunden  oder 
selbst  Minuten,  wenn  sie  miteinander  leitend  verbunden  wer- 
den. Auf  diesem  Umstande  beruhte  ja  z.  B.  die  Brauchbar- 
keit der  von  Hm.  du  Bois-Reymond  früher  gebrauchten 
polarisirbaren  Elektroden  für  thierisch  - elektrische  Versuche. 
Dagegen  in  gasfreier  Flüssigkeit  schwindet  die  Polarisation 
anfangs  zwar  schnell,  später  aber  sehr  langsam.  Ich  habe  in 
einem  solchen  Falle  den  depolarisirenden  Strom  16  Tage 
lang  am  Multiplicator  beobachtet  Aus  den  elektrolytischen 
Aequivalenten  des  vorher  zur  Polarisirung  der  Platten  ge- 
brauchten Stromes  und  des  nachher  noch  bestehenden  De- 
polarisationsstromes ergab  sich,  dass  noch  Monate  vergehen 
mussten,  ehe  ein  so  schwacher  Strom,  wie  der  letztgenannte, 
den  Rest  der  noch  vorhandenen  Gasbeladungen  hätte  beseitigen 
können. 
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Die  Erscheinungen,  welche  bei  der  Polarisation  denen 
des  Rückstandes  in  einer  Leydener  Flasche  ähnlich  sind,  er-  494 
klären  sich  durch  die  Occlusion  der  Gase.  Wenn  Wasserstoff 
in  eine  Platinplatte  hineingedrängt  wird,  und  man  den  Strom 
einige  Secunden  unterbricht,  so  hat  das  Gas  während  dieser 
Unterbrechung  Zeit,  sich  weiter  in  das  Innere  vorzuschieben 
und  dadurch  seine  Dichtigkeit  in  den  oberflächlichen  Schichten 
zu  vermindern.  Schliesst  man  den  Stromkreis  wieder,  so  ist 
der  Widerstand  gegen  das  Eindringen  neuen  Wasserstoffes  da- 
durch vermindert  worden,  der  Strom  wird  stärker  sein  können. 
Umgekehrt  kann  der  Depolarisationsstrom  das  bis  zur  Ober- 
fläche vorgedrungene  Gas  beseitigen:  unterbricht  man  ihn,  so 
wird  der  von  innen  langsam  herandrängende  Wasserstoff  sich 
an  der  Oberfläche  anhäufen  und  deren  Polarisation  ver- 
stärken können.  Es  ist  bekannt,  dass  hinter  einer  Sauer- 
stoffpolarisation in  einer  Platinplatte  noch  gleichzeitig  eine 
ältere  Wasserstoffpolarisation  bestehen  kann,  welche  letztere 
zum  Vorschein  kommt,  wenn  erstere  geschwunden  ist,  und  um- 
gekehrt. 

Soweit  ich  sehe,  erklären  sich  die  hierher  gehörigen  Er- 
scheinungen ohne  Schwierigkeit,  wenn  man  für  die  Fortbewegung 
der  in  den  Metallen  occludirten  Gase  dieselben  Gesetze  wie 
für  die  Wärmeleitung  annimmt. 

Endlich  ist  zu  bemerken,  dass  in  diesen  Fällen,  nachdem 
der  condensatorische  Strom  verlaufen  ist,  d.  h.  die  nur  an  der 
Oberfläche  der  Platten  gebundenen  Elektricitätsmengen  ent- 
laden sind,  weitere  Strömung  nur  noch  eintreten  kann  in  dem 
Maasse,  als  noch  Gasquanta  aus  dem  Innern  des  Metalls  an 
die  Oberfläche  dringen.  Wenn  dies  nur  noch  sehr  langsam 
geschieht,  so  wird  die  Stromstärke  in  dem  Kreise  so  gut  wie 
unabhängig  von  seinem  Widerstande,  sodass  in  meinen  Ver- 
suchen Einschaltungen  von  20  bis  60  Meilen  Telegraphendraht 
zw'ar  für  einige  Secunden  die  Nadel  des  Multiplicators  zurück- 
weichen machten,  sie  dann  aber  bald  wieder  auf  ihre  frühere 
Ablenkung  kommen  Hessen.  Der  Widerstand  des  übrigen  Strom- 
kreises betrag  dabei  etwa  nur  zwei  Meilen  desselben  Drahtes; 
das  Verhalten  der  bei  wechselndem  Widerstande  im  Kreise  495 
eintretenden  dauernden  Stromstärken  war  ebenso,  als  bestände 

Helmholtz,  wUsensch.  Abhandlungen.  53 
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an  der  Oberfläche  der  Platten  ein  Uebergangs widerstand,  gegen 
den  40  bis  60  Meilen  Draht  verschwindend  klein  waren.  Dieser 
ungeheuere  scheinbare  Uebergangswiderstand  bestand  aber  nur 
für  die  gerade  vorhandene  Stromrichtung;  sowie  man  einen 
Strom  von  entgegengesetzter  Bichtung  hervorrief,  war  nichts 
von  einem  solchen  Widerstande  vorhanden.  Dies  gilt  nicht  nur 
für  Platinelektroden,  die  durch  ein  Daniell’sches  Element 
nahehin  bis  zum  Maximum  polarisirt  sind,  sondern  auch  für 
solche,  die  sich  bis  beinahe  zum  Verschwinden  der  Polarisation 
wieder  depolarisirt  haben  und  also  ihrem  natürlichen  Zustande 
möglichst  nahe  gekommen  sind. 
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Bericht  über  Versuche  des  Hrn.  Dr.  E.  Root 
aus  Boston,  die  Durchdringung  des  Platins  mit 
elektrolytischen  Gasen  betreffend. 

Aus:  Poggendorffs  Annalen  Bei.  CLIX.  S.  416 — 420.  — Monats- 
berichte der  Berliner  Akademie  1876,  16.  März. 

Die  von  mir  unter  dem  21.  Juli  1873  der  Akademie  vor-  4ie 
gelegten  Versuche  hatten  mich  zu  der  Ansicht  geführt,  dass 
bei  der  galvanischen  Polarisation  nicht  nur  oberflächlich  haf- 
tende, sondern  auch  tiefer  in  das  Platin  eingedrungene  Theile 
der  Grase  eine  Rolle  spielen  müssten,  wovon  die  Möglichkeit 
durch  die  von  Graham  am  Palladium  und  Platin  ausgeführten 
Versuche  schon  angezeigt  war.  Um  das  Eindringen  der  Gase 
in  das  Platin  bei  der  galvanischen  Polarisation  wirklich  zu  er- 
weisen, veranlasste  ich  Hrn.  Dr.  Eli  hu  Root  im  Physikalischen 
Laboratorium  der  hiesigen  Universität  durch  Versuche  zu  er- 
mitteln, ob  der  durch  Elektrolyse  gegen  die  eine  Seite  einer 
dünnen  Platinplatte  geführte  Wasserstoff  nach  einiger  Zeit 
sich  auch  an  der  entgegengesetzten  Seite  dadurch  bemerkbar 
machen  werde,  dass  er  auch  dort  galvanische  Polarisation 
hervorbringe.  Diese  Versuche  haben  in  der  That  den  er- 
warteten Erfolg  ergeben. 

An  die  beiden  entgegengesetzten  Seiten  eines  0,02  mm 
dicken  und  vertical  gestellten  Platinbleches  wurden  mit  Siegel- 
lack die  ebenen  Ränder  zweier  Glasgefässe  angekittet,  welche 
die  Gestalt  von  tubulirten  Retortenvorlagen  hatten.  Die  eine 
Oeffnung  eines  jeden  war  an  die  genannte  Platinplatte  mit 
Siegellack  angekittet,  die  zweite  nach  oben  gewendet.  Die 
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Ränder  der  Platinplatte  ragten  nach  allen  Seiten  über  die 
Schicht  des  Kittes  hinaus,  sodass  sicher  keine  leitende  Flüssig- 
keitsbrücke zwischen  der  einen  und  anderen  Seite  des  Platins 
bestand.  Die  Glasgefässe  wurden  mit  destillirtem  Wasser  ge- 
füllt, dem  einige  Tropfen  reiner  Schwefelsäure  zugesetzt  waren. 

«7  Durch  die  oberen  Oeffnungen  der  Gefässe  ragten  zwei  andere 
Platinplatten  in  dieselbe  hinein.  Vor  der  Zusammensetzung 
des  Apparates  waren  die  drei  Platinplatten  durch  Ausglühen 
und  Waschen  möglichst  gereinigt.  Um  zu  prüfen,  ob  das 
Platin  vollkommen  dicht  sei,  wurde  eine  Probe  des  ange- 
wendeten Platinbleches  als  Verschluss  des  einen  Schenkels 
eines  in  beiden  Schenkeln  luftleer  gemachten  Manometers  auf- 
geschmolzen. Es  fand  sich,  dass  keine  merkliche  Spur  Luft 
im  Laufe  von  zwei  Monaten  eingedrungen  war. 

Da  die  Fortbewegung  der  Gase  im  Platin  jedenfalls  nur 
äusserst  langsam  geschieht,  und  der  kleine  V orrath,  der  bis  zur 
jenseitigen  Oberfläche  gedrungen  ist,  leicht  erschöpft  werden 
kann,  so  wurde  der  ganze  Apparat  dauernd  unter  der  ausge- 
pumpten Glocke  einer  Luftpumpe  gehalten,  sodass  nur  die  Zu- 
leitungsdrähte zu  den  drei  Platinplatten  nach  aussen  reichten. 
Ferner  musste  vermieden  werden,  einen  auch  nur  kurz  dauern- 
den depolarisirenden  Strom  zu  Stande  kommen  zu  lassen.  Es 
musste  deshalb  statt  des  Galvanometers  ein  Instrument  ange- 
wendet werden,  was  ohne  dauernden  Strom  den  bestehenden 
Potentialunterschied  anzeigen  konnte.  Hierzu  erwies  sich  das 
Lippmann’sche  Capillarelektrometer l)  als  sehr  brauchbar. 
Es  wurde  bei  den  Beobachtungen  das  Mikroskop  auf  eine  be- 
stimmte Stelle  der  capillaren  Glasröhre  eingestellt  erhalten, 
und  der  Unterschied  der  Drucke  bestimmt,  welche  nöthig  waren, 
um  bei  altemirender  Verbindung  der  beiden  Pole  des  Elektro- 
meters mit  den  beiden  Platinplatten  die  Quecksilbersäule  in  der 
capillaren  Röhre  bis  an  denselben  Theilstrich  zu  führen.  Po- 
sitive Druckdifferenz  zeigt  im  Folgenden  ein  positiveres  Potential 
in  der  Platte  B als  in  der  Platte  C an.  Der  Druckunter- 
schied 1 entspricht  etwa  dem  von  3}ö  eines  Daniell’schen 
Elementes. 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  CXXXXIX.  S.  551. 
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Nachdem  der  Apparat  zusammengesetzt  war,  Hess  man 
die  drei  Platinplatten  zunächst  18  Stunden  lang  unter  sich 
und  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung,  um  die  Reste  älterer  413 
Polarisation  zu  beseitigen.  Dann  wurden  sie  voneinander  und 
von  der  Erde  isolirt,  und  es  wurde  nun  14  Tage  lang  täglich 
die  elektromotorische  Kraft  zwischen  der  mittleren  B und  einer 
der  äusseren  C untersucht,  um  zu  ermitteln,  ob  aus  anderen 
Ursachen  schnelle  Aenderungen  der  Polarisation  zu  erwarten 
wären.  Die  Kraft  fiel  während  der  ersten  Hälfte  dieser  Zeit 
von  4,83  bis  0,40  und  stieg  dann  allmählig  auf  1,37,  um  gegen 
den  Schluss  der  genannten  Periode  wieder  zu  sinken;  die 
Aenderungen  geschahen  aber  langsam  und  ohne  schnelle 
Sprünge. 

Es  zeigte  sich  nun,  dass,  wenn  auch  nur  fünf  Minuten  lang 
zwei  Daniell’sche  Elemente  zwischen  der  einen  äusseren 
Platte  A und  der  mittleren  B geschlossen  wurden,  welche 
Wasserstoff  gegen  die  Platte  B führten,  eine  Aenderung  im 
elektromotorischen  Verhalten  der  anderen  Seite  von  B gegen 
die  zweite  äussere  Platte  C eintrat. 

So  war  z.  B.  in  einer  Versuchsreihe  unmittelbar  vor  dem 
Schluss  des  Stromes  durch  A und  B die  Druckdifferenz  zwischen 
B und  C — 0,6  gewesen.  Nach  einer  Durchströmung  von 
5 Minuten  Dauer,  w'obei  die  Platte  C elektrisch  isolirt  blieb, 
war  die  Druckdifferenz  5.2,  stieg  dann  bei  isolirten  Platten 
im  Laufe  der  nächsten  drei  Stunden  auf  17,1,  und  wrar  18  Stun- 
den später  wieder  — 3. 

In  anderen  Versuchen  wurde  der  Strom  zwischen  A und  B 
12  oder  18  Stunden  lang  geschlossen.  Dann  wrar  der  Potential- 
unterschied zwischen  B und  C gleich  nach  Unterbrechung  jenes 
Stromes  am  grössten  und  nahm  in  den  darauf  folgenden  Stunden 
allmählig  ab. 

Wenn  der  Strom  zwischen  A und  B die  entgegengesetzte 
Richtung  erhielt,  sodass  er  den  Sauerstoff  gegen  B drängte, 
so  trat  auch  auf  der  anderen  Seite  von  B mit  derselben  Schnellig- 
keit und  zum  Theil  mit  derselben,  zum  Theil  selbst  mit  grösserer 
Intensität  der  entgegengesetzte  Erfolg  ein  als  bei  der  früheren 
Wasserstoffpolarisation.  Ob  dieser  Unterschied  in  der  Grösse 
der  beobachteten  Wirkung  nicht  durch  die  vorausgegangene 


Digitized  by  Google 


838 


Galvanismus. 


419  Wasserstoffpolarisation  bedingt  sei,  lässt  sich  aus  den  bisher 
vorliegenden  Versuchen  nicht  entscheiden.  Da  zuweilen  der 
Zustand  der  Platten  B und  C durch  Schliessung  derselben 
zum  Kreise  ausgeglichen  worden  ist,  kann  eine  merkliche  Menge 
Wasserstoffes  dabei  auch  auf  C übertragen  worden  sein,  und 
davon  die  stärkere  Wirkung  des  mit  Sauerstoff  polarisirten  B 
herrühren.  Ueberhaupt  scheiterten  quantitative  Bestimmungen 
der  Wirkung  zunächst  daran,  dass  die  einmal  in  die  Platte 
hineingetriebenen  Gasmengen  in  deren  Innerem  sich  nur  sehr 
langsam  ausgleichen,  und  auch  nur  langsam  wieder  entfernt 
werden  können.  Uebrigens  zeigt  sich  die  Wirkung  auch  ganz 
deutlich  bei  Anwendung  von  nur  einem  Daniel Tschen  Ele- 
mente zwischen  A und  B,  imd  andererseits  war  die  Wirkung 
von  zwei  Bunsen’schen  Elementen  nur  unbedeutend  grösser 
als  von  zwei  DanielTs.  Das  letztere  kann  seinen  Grund  darin 
finden,  dass  bei  eintretender  elektrolytischer  Gasentwickelung 
die  entweichenden  Theile  der  Gase  sich  der  Kraft  entziehen, 
welche  sie  in  das  Platin  hineindrängt,  und  daher  weitere  Ver- 
stärkung der  elektromotorischen  Kraft  wohl  die  Wasserzer- 
setzung vennehrt,  aber  nicht  oder  nur  wenig  die  Eiudrängung 
der  Gase  in  das  Platin  steigert,  wie  ja  auch  bekannt  ist» 
dass  die  Polarisation  der  Platten,  sobald  es  einmal  bis  zur 
Gasentwickelung  gekommen  ist,  nur  wenig  höher  gesteigert 
werden  kann. 

Wurden  die  Platten  B und  C für  kurze  Zeit  leitend  ver- 
bunden, nachdem  B von  A her  mit  Gas  beladen  war,  so  war 
unmittelbar  nach  Unterbrechung  dieser  Leitung  der  Potential- 
unterschied zwischen  beiden  gleich  Null,  stieg  dann  aber  wieder 
an  nach  derselben  Seite,  nach  welcher  er  vor  der  leitenden 
Verbindung  bestanden  hatte,  in  ganz  ähnlicher  Weise,  wie 
dies  zu  geschehen  pflegt,  wenn  die  beiden  Platten  durch  einen 
direct  durch  sie  geleiteten  elektrischen  Strom  polarisirt  wor- 
den sind. 

Dieses  Wiedererscheinen  einer  vorher  bestandenen  Polari- 
sation habe  ich  schon  früher  dadurch  zu  erklären  gesucht,  dass 

420  der  depolarisirende  Strom  nur  aus  der  oberflächlichsten  Schiebt 
des  Platins  die  Gase  wegnimmt,  und  später  neue  Gasvorräthe 
aus  der  Tiefe  zur  Oberfläche  dringen.  Dies  geschieht  also  in 
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derselben  Weise,  wenn  der  ganze  Gasvorrath  von  der  anderen 
Seite  hergekommen  ist. 

Versuche,  welche  Hr.  Dr.  Root  mit  einem  passend  ab- 
geänderten Apparate  anstellte  über  die  Frage,  ob  freier 
Wasserstoff,  der  mit  der  abgewendeten  Seite  von  B in  Be- 
rührung war,  während  freier  Sauerstoff  an  der  abgewendeten 
Seite  von  C sich  befand,  die  Platten  durchdringe  und  auf  der 
anderen  Seite  polarisire,  gaben  keine  hinreichend  deutlichen 
Resultate.  In  diesen  Fällen  fehlt  eben  die  elektrische  Kraft, 
welche  die  positiven  Wasserstoffmolekeln  in  das  Platin  hin- 
einpresst. 


XLIV. 

Ueber  galvanische  Ströme,  verursacht  durch 
Concentrationsunterschiede;  Folgerungen  aus  der 
mechanischen  Wärmetheorie.1) 

Aus:  Wiedemann’s  Annalen  Bd.  III.  S 201 — 216.  — Monatsberichte 
der  Berliner  Akademie  1877.  26.  November 


201  Als  elektrochemisches  Aequivalent  eines  Ions  wollen  wir 
diejenige  Menge  desselben  betrachten,  die  durch  die  gewählte 
Stromeinheit  in  der  Zeiteinheit  an  der  entsprechenden  Elek- 
trode ausgeschieden  wird. 

202  Die  Ueberfuhrungszahl  w,  auf  das  Kation  bezogen  (Hi t- 
torf’s  1/n),  giebt,  wie  in  G.  Wiedemann’s  „Galvanismus“, 
denjenigen  Bruchtheil  des  Aequivalents  des  betreffenden  Kations, 
der  von  der  Stromeinheit  während  der  Zeiteinheit  durch  jeden 
Querschnitt  der  Strombahn  in  der  betreffenden  Lösung  nach 
der  Kathode  hingeführt  wird.  Andererseits  wandert  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  das  Quantum  (1  - n)  des  Anions,,  wo- 
durch (1  — n)  des  Kations  an  der  Kathode  frei  wird,  was  mit 
der  Menge  n nach  dieser  Seite  geführten  Kations  vereinigt, 
die  an  der  Kathode  frei  werdende  Menge  1 giebt.  Ebenso  ist 
auf  der  anderen  Seite  das  Quantum  n des  Kations  weggetuhrt 
dadurch  n des  Anions  frei  geworden.  Dazu  kommt  (1  — 7?)  des 
zugeführten  Anions.  Wenn  nun  das  Kation  ein  Metall  ist, 
welches  sich  an  die  Elektrode  ablagern  kann,  so  schwindet 

1)  Die  nachfolgenden  Betrachtungen  sind  in  ihren  wesentlichen  Theilen 
der  Berliner  Akademie  (Monatsber.  26.  Nov.  1877)  mitgetheilt  worden. 
Der  Schluss  ist  umgearbeitet,  da  inzwischen  neue  experimentelle  Data 
gewonnen  waren. 
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dort  (1  — n)  des  Metalles  aus  der  Lösung  und  (1  — n)  des 
salzbildenden  sauren  Körpers  ist  weggeführt  worden,  also  wird 
ebenda  (1  — n ) des  Salzes  weggenommen.  Andererseits  ver- 
bindet sich  das  frei  werdende  Anion  mit  dem  Metall  der  Elek- 
trode, und  es  tritt  also  1 Aequivalent  Metall  hier  neu  in  die 
Lösung,  während  n des  Metalles  fortgefuhrt  und  (1  — n)  des 
Anions  zugeführt  ist.  Dies  giebt  hier  eine  Vermehrung  der 
Salzmenge  um  (1  — n)  des  Aequi valentes  für  Zeiteinheit  und 
Stromeinheit.  Ist  das  Metall  der  Elektrode  gleich  demjenigen, 
welches  in  der  Lösung  enthalten  ist,  so  ist  das  ganze  Resultat 
der  Elektrolyse  dasselbe,  als  wenn  ein  Aequivalent  Metall  von 
der  Anode  an  die  Kathode,  und  (1  — w)  Aequivalent  Salz  in 
der  Lösung  von  der  Kathode  zur  Anode  geführt  wäre. 

Wenn  nun  die  Salzlösung  an  der  Kathode  concentrirter 
ist  als  an  der  Anode,  so  werden  durch  diese  UeberfÜhrung  die 
Unterschiede  der  Concentration  ausgeglichen.  Die  Flüssigkeit 
nähert  sich  dabei  dem  Gleichgewichtszustände,  dem  die  An- 
ziehungskräfte zwischen  Wasser  und  Salz  auch  in  den  Vor- 
gängen der  Diffusion  zustreben,  nämlich  dem  Zustande  gleich- 
massiger  Vertheilung  des  Salzes.  Also  werden  die  in  dieser 
Richtung  wirkenden  chemischen  Kräfte  ihrerseits  auch  wieder- 
um den  elektrischen  Strom,  der  in  ihrem  Sinne  wirkt,  unter- 
stützen können. 

Dass  nun  die  hierbei  eintretende  Arbeit  der  chemischen 
Kräfte  in  diesem  Falle  nach  demselben  Gesetze  wie  andere 
elektrolytische  chemische  Processe  als  elektromotorische  Kraft 
wirkt,  lässt  sich  aus  der  mechanischen  Wärmetheorie  herleiten. 

Einen  reversibeln  Process  ohne  Temperaturänderungen,  wie 
er  zur  Anwendung  des  Carnot’schen  Gesetzes  gefordert  wird, 
können  wir  in  folgender  Weise  hersteilen. 

1.  Wir  lassen  in  die  Anode  das  Quantum  positiver  Elek- 
tricität  E langsam  in  constantem  Strome  eintreten,  nehmen 
aus  der  Kathode  dagegen  das  Quantum  -f-  E wreg,  oder,  was 
zu  demselben  Resultat  führt , wir  lassen  -f-  J E in  die  Anode 
ein-,  — \E  austreten,  umgekehrt  an  der  Kathode.  Wenn  Pk 
und  Pa  die  Werthe  der  elektrostatischen  Potentialfunction  für 
die  beiden  Elektroden  sind,  so  ist: 

E{  Pa  - Pk\ 
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die  Arbeit,  welche  geleistet  werden  muss,  um  diese  Durcli- 
strömung  zu  bewerkstelligen.  Ist  die  Dauer  der  Durckströmung 
gleich  t,  so  ist  die  Stromintensität  nach  elektrostatischem  Maasse 
gegeben  durch  die  Gleichung: 

Jt  = E. 

2.  Unter  Einfluss  dieser  Durchströmung  kommt  in  der 
elektrolytischen  Zelle,  die  wir  mit  zwei  gleichartigen  Metall- 
elektroden versehen  und  mit  einer  Lösung  desselben  Metalles 
von  ungleichraässiger  Concentration  gefüllt  denken,  eine  Ueber- 
fiihrung  des  Salzes  im  Elektrolyten  zu  Stande.  Die  Veränderung, 
die  hierdurch  im  Zustande  der  Flüssigkeit  entsteht,  können  wir 
aber  dadurch  beseitigen,  dass  wir  aus  allen  Schichten  der 
Flüssigkeit,  wo  der  Strom  die  Flüssigkeit  verdünnt,  so  viel 
Wasser,  als  zugeführt  wird,  verdampfen  lassen;  umgekehrt,  wo 
der  Strom  die  Flüssigkeit  concentrirt,  die  entsprechende  Menge 
Wasser  durch  Niederschlag  von  Dämpfen  zuführen.  Wenn  man 
in  dieser  Weise  den  Zustand  innerhalb  der  Flüssigkeit  voll- 
204  kommen  constant  erhält,  so  muss  das  Anion  ganz  an  seiner 
Stelle  bleiben,  weil  sich  von  diesem  an  keinem  Ende  etwas 
ausscheidet  und  nichts  dazukommt.  Vom  Kation  dagegen 
muss  durch  jeden  Querschnitt  der  Strombahn  eine  der  Strom- 
stärke vollkommen  äquivalente  Menge  gehen,  da  an  der  Anode 
ein  volles  Aequivalent  aufgelöst,  an  der  Kathode  niedergeschla- 
gen wird.  Da  nun  die  Verschiebung  des  Anions  gegen  das 
Wasser  sich  zu  der  des  Kations  gegen  das  Wasser  wie 
(1  — n):n  verhält,  so  muss  das  Wasser  mit  einer  Geschwin- 
digkeit vorwärts  gehen,  welche  (1  — n)  von  der  des  Kations 
beträgt.  Wenn  also  ein  elektrolytisches  Aequivalent  des  Salzes 
verbunden  ist  mit  q Gewicktstheilen  Wasser,  und  durch  ein 
Flächenstück  d w der  Strom  von  der  Dichtigkeit  i die  Quantität 
idu)  des  Kations,  in  Aequivalenten  ausgedrückt,  führen  soll,  so 
müssen  durch  dasselbe  </(l — n)idco  Gewichtstheile  Wasser 
gehen,  um  die  Theile  des  Anions  an  ihrer  Stelle  zu  erhalten. 

Diese  q{  1 — n)i.dio  betragende  Menge  Wasser  führt  mit 
sich  als  aufgelöste  Bestandtheile  (1  — n)i.dio  Aequivalente 
des  Kations  sowohl  als  des  Anions.  Die  Elektrolyse  treibt 
durch  denselben  Querschnitt  n.i.dco  des  Kations  vorwärts 
und  (1  — n)i.dcj  des  Anions  rückwärts,  daher  in  Summa  ein 
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Aequivalent  des  Kations  vorwärts  geht  und  das  Anion  an 
seiner  Stelle  bleibt. 

Wenn  wir  also  mit  u,  v , w die  Componenten  der  elek- 
trischen Strömung  parallel  den  x,  y,  z bezeichnen,  berechnet 
nach  der  Menge  Elektricität,  die  in  der  Zeiteinheit  die  Einheit 
der  Fläche  passirt:  so  ist  die  Zunahme  der  Wassermenge  in 
dem  Volumenelemente  dxdydz  nach  bekannten  hydrostatischen 
Gesetzen  für  die  Zeiteinheit: 


[<7(1  — n)v~\  + [?(1  “ ri)ic^dx .dy .dz 

yp  [q  (i  - «)] +wjrzlqi1-  • dV' dz' 


da  im  stationären  Strome: 


du  . d v . dto 

dx  **  6 y dz 


(la)  205 


An  der  Oberfläche  der  Elektroden  dagegen  würde  durch  das 
Flächenelement  dco  die  Einströmung  des  Wassers  verlangt 
werden : 

q[\  — n)  \u  cos  fl  + ü cos  b + w cos c]  dco , (1  b) 


wenn  «,  b , c die  Winkel  zwischen  der  gegen  die  Flüssigkeit 
gerichteten  Normale  des  Elementes  dco  und  den  positiven 
Coordinatenaxen  bezeichnen. 

Wenn  wir  den  obigen  mit  dx  dy  dz  multiplicirten  Aus- 
druck über  das  ganze  Volumen  der  Flüssigkeit  integriren,  so 
erhalten  wir  durch  bekannte  Methoden  partieller  Integration 
denselben  Werth,  den  der  letzte  mit  dco  multiplicirte  Ausdruck 
giebt,  wenn  wir  ihn  über  die  Oberfläche  integriren. 

Das  Wasser  also,  welches  sich  im  ganzen  Innern  sammelt, 
und  nach  unserer  Voraussetzung  durch  Verdampfung  entfernt 
werden  soll,  wird  gerade  genügen,  um  an  den  Elektrodenflächen 
wieder  niedergeschlagen  die  dort  verlangte  Zufuhr  zu  geben. 
Hierbei  kann  natürlich  sowohl  die  Ansammlung  des  H assers 
im  Innern,  wie  der  Niederschlag  an  der  Oberfläche  stellenweise 

auch  negative  Werthe  haben. 

3.  Die  Verdampfung,  beziehlich,  wo  sie  negativ  ist,  Nie- 
derschlag des  Dampfes  , kann  so  geführt  werden,  dass  man 
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durch  Zuleitung  von  Wanne  zu  jedem  der  Volumenelemente 
die  Temperatur  während  der  Verdampfung  constant  erhält. 
So  lange  Wasser  aus  einem  Volumenelemente  der  Flüssigkeit 
entfernt  werden  soll,  lässt  man  den  Dampf  damit  in  Berührung. 
Schliesslich  trennt  man  beide  und  lässt  den  Dampf  unter 
weiterer  Zuführung  von  Wärme  bei  constanter  Temperatur 
sich  so  weit  dehnen,  bis  er  einen  bestimmten  constanten  Druck 
/>j  erreicht  hat.  Wo  die  Verdampfung  negativ  sein  soll,  wird 
der  Dampf  natürlich  aus  dem  Drucke  pl  entnommen  und  unter 
Abgabe  von  Wärme  bei  constanter  Temperatur  zunächst  ohne, 
2oe  nachher  mit  Berührung  der  Flüssigkeit  comprimirt , bis  er 
Wasser  geworden  ist.  Da  der  Dampf,  der  mit  den  concen- 
trirteren  Theilen  der  Flüssigkeit  in  Berührung  ist,  geringeren 
Druck  hat,  als  der  mit  verdünnteren  Theilen  in  Berührung 
stehende,  so  wird  bei  dieser  Verdampfung  Arbeit  gewonnen, 
wenn  das  Wasser  aus  den  verdünnten  Theilen  in  die  coneen- 
trirten  übertragen  wird;  verloren,  wenn  umgekehrt. 

4.  Die  elektrische  Strömung  kann  so  langsam  gemacht 
werden,  dass  die  dem  Quadrat  ihrer  Intensität  proportionale 
Wärmeentwickelung  wegen  Widerstandes  der  Leitung  ver- 
schwindend klein  wird  im  Vergleiche  mit  denjenigen  Wirkungen, 
die  wir  bisher  besprochen  haben  und  die  der  ersten  Potenz  der 
Intensität  proportional  sind. 

Ebenso  könnte  die  Diffusion,  welche  zwischen  verschieden 
concentrirten  Theilen  der  Lösung  vor  sich  geht,  durch  Eiu- 
schaltung enger  Verbindungsröhren  auf  ein  Minimum  zurück- 
gefuhrt  werden,  ohne  dass  die  elektromotorische  Kraft  des 
Apparates,  die  wir  berechnen  wollen,  dadurch  geändert  wird. 

Wir  können  deshalb  diese  beiden  irreversibeln  Processe 
vernachlässigen  und  das  Carnot-Clausius’sche  Gesetz  auf 
die  reversibeln  amvenden.  Da  alle  an  dem  Processe  theil- 
nehmenden  Körper  dauernd  gleiche  Temperatur  haben  sollen 
und  alle  dieselbe,  so  kann  keine  Wärme  in  Arbeit,  und  durch 
die  reversibeln  Processe  auch  keine  Arbeit  in  Wärme  verwan- 
delt w’erden.  Es  muss  also  die  Summe  der  gewonnenen  und 
verlorenen  Arbeit  für  sich  genommen  gleich  Null  sein,  und 
ebenso  die  Summe  der  ab-  und  zugeführten  Wärme.  Daraus 
gehen  zwei  Gleichungen  hervor. 
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Die  eine,  welche  sich  auf  die  Wärme  bezieht,  sagt  nichts 
anderes  aus,  als  was  schon  olme  Betrachtung  des  elektrolyti- 
schen Vorganges  gewonnen  werden  kann,  nämlich  dass  die 
gleiche  Wärmemenge  erzeugt  wird,  wenn  das  Metall  der  Elek- 
troden in  eine  concentrirte  Salzlösung  eintritt,  die  stufenweise 
verdünnt  wird,  als  wenn  es  direct  in  die  verdünnte  Lösung 
eintritt. 

Die  zweite  Gleichung  sagt  aus,  dass  bei  dem  oben  207 
beschriebenen  reversibeln  Processe  die  mechanische  Arbeit 
gleich  Null  sein  müsse.  Arbeit  ist  tlieils 

1)  für  Eintreibung  der  Elektricität  verwendet.  Wenn 
Pa  und  Pk  die  Werthe  der  Potentialfunction  in  der  Anode 
und  Kathode  sind,  und  in  der  Zeit  t die  Elektricitätsmenge 
4-  E in  Pa  eingetrieben,  aus  Pk  weggenommen  wird,  so  ist  die 
Arbeit  für  die  Zeiteinheit,  wie  schon  oben  bemerkt: 

- Pt)  = J{Pa~  Pk)\ 


2)  theils  wird  Arbeit  durch  den  sich  dehnenden  Dampf 
geleistet.  Dieser  Dampf  entwickelt  sich  zunächst  unter  dem 
Drucke  p , der  dem  Sättigungsgrade  der  Flüssigkeit  mit  Salz 
entspricht;  dann  dehnt  er  sich  bei  constanter  Temperatur 
bis  zum  Drucke  pv  Nennen  wir  die  Arbeit  für  die  Massen- 
einheit W und  das  Volumen  der  Masseneinheit  V,  beide 
immer  auf  die  gleichbleibend  gegebene  Temperatur  bezogen, 
so  ist: 

y1 

fV  = p.V+fp.d.V  (lc) 

V 


Die  Gesammtgrösse  dieser  Arbeit  28  ergiebt  sich  mittels 
der  in  (1)  und  (lb)  aufgestellten  Werthe  der  Strömung  gleich: 


-fff  dx-<uJ-dz-  -»)]+°^[?(l-n)] 

— Jd(0  . IV.  q (1  — n)  { u cos  a -f-  v cos  b -f  w cos  c j = 28.  J 


(2)- 
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Durch  partielle  Integration  des  dreifachen  Integrals  und 
mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (la)  linden  wir: 

20 = fff,u  • d» • dz • v ■ t1  - ") ! h • *07  + u • Sej + w • -07 } • (2  a: 

Hierin  sind  n und  IV  Functionen  von  q.  Wenn  inan  also 

cötyf  • 

q{\-rt)dlV=  d<I>,  (2b) 

208  wo  <P  eine  neue  Function  von  q bedeutet,  oder  auch: 

p 

=*  fl  (1  — «)  -J-pdP<  '2c’ 

Po 

worin  />,  der  Dampfdruck  über  der  betreffenden  Salzlösung, 
ebenfalls  Function  von  q ist,  so  erhält  man: 

= — J dco . & [u  cos  a + v cos  b -h  *0  cos  c}.  (2d) 

Die  Parenthese  in  diesem  Ausdrucke  bedeutet  die  zur  Grenz- 
fläche des  Elektrolyten  senkrechte  Stromcomponente.  Diese 
ist  nur  an  den  den  Elektroden  zugewendeten  Theilen  der 
Grenzfläche  von  Null  verschieden.  Ist  die  Concentration  der 
Flüssigkeit,  also  auch  q , ?*,  p und  längs  jeder  einzelnen 
Elektrode  constant,  so  wird: 

2Ö  = (3) 

und  die  Gleichung  der  Arbeit: 

pk~  pa=  &a- 0k 


k 


Pk  — Pa  ist  aber  der  Werth  der  elektromotorischen  Kraft,  den 
die  elektrolytische  Zelle  in  der  Richtung  von  der  Anode  zur 
Kathode,  also  in  Richtung  des  von  uns  angenommenen  Stromes 
wirkend,  hervorbringt. 

Diese  Gleichung  zeigt  also  die  Existenz  einer  elektro- 
motorischen Kraft  an,  deren  Grösse  nur  von  der  Concentration 
der  Flüssigkeit  an  den  beiden  Elektroden  abhängt,  nicht  von 
der  Vertheilung  concentrirterer  und  verdünnterer  Schichten  im 
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Innern  der  Flüssigkeit,  ein  Schluss,  der  in  den  neulich  der 
Akademie  mitgetheilten  Versuchen  von  Hrn.  Dr.  J.  Moser1) 
seine  Bestätigung  findet. 

Nach  Wüllner’s  Versuchen  ist  die  Verminderung  des 
Dampfdruckes  der  in  constant  bleibender  Wassermenge  ge- 
lösten Salzmenge  direct,  also  unserem  q umgekehrt  propor- 
tional. Bezeichnen  wir  den  Dampfdruck  des  reinen  Wassers 
bei  der  Temperatur  des  Versuches  mit  dem  bisher  unbestimmt 
gelassenen  p0 , so  ist  also  zu  setzen: 

Po-P^J’  (4) 

wo  b eine  von  der  Art  des  Salzes  abhängige  Constante  be- 
zeichnet. Also : 


Va 


Pk 


Wenn  man  für  die  geringen  Dichtigkeiten,  welche  die  Wasser- 
dämpfe  bei  Zimmertemperatur  haben,  das  Mar iotte’ sehe 
Gesetz  als  gültig  voraussetzt,  und  das  Volumen  der  Massen- 
einheit des  Dampfes  unter  dem  Drucke  p mit  V bezeichnet, 
so  ist,  wie  oben  in  Gleichung  (lc)  bemerkt  : 

r, 

W—  p . V-t-J*  p . fl  V. 
v 


Nach  Mariotte’s  Gesetz  ist: 

dV : 


V r=s  1 

P 


T r dp 


(4b) 


f P<1V=  l\  . Pl . log . (i)  und  W - ft  V,  { 1 + log  .£} 

V 


d w_  plrl 

dp  p 


(4c) 


als  angenähert  richtiger  Werth. 


1)  Siehe  Wiedemann’s  Annalen  Bd.  III.  S.  216. 
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Setzt  man  diesen  Werth  von  d fV/dp  in  die  Gleichung 
(4a)  mit  Anwendung  von  (4b),  so  erhält  man: 


k 

2jo  oder  wenn  man  statt  der  Variabein  p unter  dem  Integrations- 
zeichen mittels  der  Gleichung  (4)  die  Variabele  q einführt: 


P- 


n)dq 

-b 


(4  e) 


Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  elektromotorische  Kraft 
der  Zelle  positiv  ist,  wenn  an  der  Kathode  die  Flüssigkeit 
concentrirter,  und  also  qk  < qa  und  pk  < pa  ist,  was  ebenfalls 
durch  eine  grosse  Anzahl  von  Beobachtungen  des  Hm.  J.  Moser 
bestätigt  ist. 

Wenn  wir  die  Fortfuhrungszahl  (1  — «)  innerhalb  der 
Grenzen  der  Versuche  als  constant  betrachten  dürfen,  so 
kann  dieselbe  als  Factor  vor  das  Integrationszeichen  gesetzt 
werden. 

Wir  setzen  zugleich  zur  Abkürzung  die  Grösse: 


b 


Es  bezeichnet  alsdann  q0  diejenige  Wassermenge,  bei  deren 
Zusatz  zu  einem  Aequivalent  des  Salzes  die  Dampfspannung 
Null  werden  würde,  wenn  das  Wüllner’sche  Gesetz  bis  zu 
dieser  Grenze  hin  Gültigkeit  behielte.  Dann  wird: 


- Pa  = b . V0  (1  - n) . log . 


Die  Grösse  q0  muss  um  so  kleiner  sein,  je  weniger  das 
betreffende  Salz  den  Dampfdruck  vermindert  Der  Einfluss 
von  q0  verschwindet  um  so  mehr,  je  verdünnter  die  dem  Ver- 
suche imterworfenen  Lösungen  sind.  Da  auch  gerade  für  ver- 
dünntem Lösungen  der  Werth  von  (1  — n)  nach  Hittorffs 
Versuchen  nahe  constant  ist,  so  lässt  sich  für  solche  die  an- 
genähert richtige  Formel  aufstellen: 


Pa  = b.V0.(  1 - ji) . log 


r»Li 

• i ? 

L?k  J 


Digitized  by  Google 


Concentrationsströme. 


849 


in  welcher  die  Constante  der  Dampfspannung  nur  vorn  als 
Factor  vorkommt,  und  welche  Formel  das  Verhältniss  der  211 
elektromotorischen  Kräfte  bei  verschiedenen  Concentra- 
tionen  unter  den  genannten  Beschränkungen  ergiebt,  auch  wenn 
man  den  Werth  von  b nicht  kennt 

Da  nach  Wüllner’s  Versuchen  die  Grösse  b bei  wech- 
selnden Temperaturen  nahehin  proportional  dem  Drucke  p0 
über  reinem  Wasser  bleibt,  und  p0  V0  nahehin  proportional 
der  absoluten  Temperatur  wächst,  was  innerhalb  der  Grenzen 
der  Zimmertemperaturen  nicht  viel  ausmacht,  so  folgt  geringes 
Anwachsen  der  elektromotorischen  Kraft  mit  der  Temperatur, 
was  die  Versuche  bestätigen. 

Das  S der  folgenden  Tabellen  ist  die  q proportionale 
Wassermenge,  die  mit  einem  Gewichtstheil  des  wasserfreien 
Salzes  vereinigt  in  der  Lösung  vorkommt,  A die  elektromoto- 
rische Kraft  nach  den  Beobachtungen  von  Hm.  J.  Moser 
in  Tausendtheilen  eines  Da  nie  11’  sehen  Elementes  (Cu,  Cu  SO,, 
ZnS04,  Zn)  angegeben.  Die  Grösse: 


V = 


A 


S_a 

sk 


sollte  constant  sein  nach  Gleichung  (5  a). 

Für  eine  Zelle  mit  Kupfervitriollösung  und  Kupfer- 
elektroden ergeben  sich  folgende  Werthe: 


Kupfersulfat. 


c* 

A 

A 

Werth  von  (1  — n) 

Sa 



Sk 

beobachtet 

berechnet 

'I 

nach  Hittorf 

128,5 

4,208 

27 

27,4 

0,0550 

0,724  für  S = 6,35. 

» - 

- 

6,352 

25 

23,8 

0,0525 

* 8,496 

21 

21,4 

0,0562 

>- 

17,07 

16 

15,8 

0,0548 

ik* 

34,22 

10 

10,3 

0,0575 

0,644  für  <S>  39,67. 

Die  bei  der  Berechnung  von  gebrauchten  Logarithmen 
sind  Briggische.  Bei  diesem  Salze  ist  nach  einer  unten  fol-  212 
genden  Berechnung  in  Uebereinstimmung  mit  neueren  Be- 
stimmungen der  Dampfdichte  durch  Hm.  J.  Moser  das  dem 

Hel  inhol tt,  wissensch.  Al  handlangen.  54 
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q0  entsprechende  S0  ungefähr  gleich  0,082,  also  so  klein,  dass 
es  kaum  einen  Einfluss  hat.  Die  Werthe  von  ?;  steigen  im 
allgemeinen  gegen  die  stärkeren  Verdünnungen  hin,  was  mit 
dem  Fallen  von  (1  — n)  in  derselben  Richtung  zusammenhängt 
Als  eine  für  die  Rechnung  bequeme  InterpolationsformeL 
die  das  Steigen  des  (1  — n)  bei  höheren  Concentrationen  aus- 
drückt und  bei  starken  Verdünnungen  es  sich  einem  constanten 
Werthe  nähern  lässt,  habe  ich  gebraucht: 

(!_„)  = (6) 

Setzt  man  S0  = 0,082,  so  ergibt  sich  a aus  den  obigen  beiden 
aus  Hittorfs  Untersuchungen citirten  Werthen  gleich  0,7745; 
B ist  gleich  0,644,  und  die  Einsetzung  dieses  Werthes  von 
(1  — n)  in  die  Gleichung  (4e)  ergiebt,  dass: 

»J,  = j log  (|~")  (6a) 

constant  sein  müsste.  Die  Rechnung  giebt  für  r,x  eine  Reihe 
von  Werthen,  die  das  Steigen  bei  den  stärkeren  Verdünnungen 
nicht  mehr  zeigen,  nämlich: 

7h  = 0,05816  0,05438  0,05802  0,05588  0,05818 

Mittel  0,0556  93.1) 

Mit  diesem  Mittelwerthe  von  rlY  sind  dann  die  in  der  Tabelle 
als  berechnet  angegebenen  Werthe  von  A gefunden,  welche, 
wie  man  sieht,  verhältnissmässig  gut  mit  den  beobachteten 
übereinstimmen. 

Für  den  Zinkvitriol  liegen  drei  Beobachtungen  von 
Hittorf  für  den  Werth  von  (1  — n)  vor,  nämlich: 

1 - 7 * = 0,778  für  S = 2,524 

„ = 0,760  „ „ = 4,052 

„ = 0,636  „ „ = 267,16. 

213  Daraus  lässt  sich  eine  Interpolationsformel  mit  drei  Constanten 
construiren,  nämlich: 

1 -71  = 51  + 23.«$^ 


1)  In  diesen  und  den  folgenden  Rechnungen  sind  Rechenfehler  eor- 
rigirt  (1881). 
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worin : 

51  = 0,636  39  = 0,18511  « = 0,28636. 


Setzt  man  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  (4e),  indem  man 
q = m S setzt,  und  — als  unerheblich  vernachlässigt,  so  er- 
hält  man: 


4=AF0.St{logJ 


Wenn  man  den  Ausdruck  in  der  Parenthese  durch  A 
dividirt,  müsste  man  einen  constanten  Werth  von  b.  F0.3l  = 1 />;2 
erhalten,  was  innerhalb  der  Grenzen,  für  die  (1  — n)  beobachtet 
ist,  auch  einigermaassen  zutrifft. 


Zinksulfat. 


S* 

A 

beobachtet 

A 

berechnet 

Hi 

163 

1,972 

36 

30,9 

0,139 

2,963 

28 

27,8 

0,161 

4,944 

22 

24,7 

0,183 

10,889 

18 

GO 

t-H 

0,166 

Mittel: 

0,162 

Die  beobachteten  Wertlie  von  A sind  die  von  Hm.  J. 
Moser  gefundenen,  die  berechneten  die  aus  obiger  Formel  mit 
dem  Mittelwerthe  von  i\2  gefundenen. 

Für  das  Zinkchlorid  sind  die  bisher  vorliegenden  Be- 
obachtungen noch  nicht  zu  verwenden,  da  die  Unterschiede  des 
(1  — n)  sehr  beträchtlich  sind,  und  die  Verminderung  des  Dampf- 
druckes in  den  concentrirten  Lösungen  sehr  gross. 

Für  die  Berechnung  des  absoluten  Werthes  der 
elektromotorischen  Kraft  ist  noch  Folgendes  zu  bemerken. 
Die  bisher  gebrauchte  Stromstärke  J ist  nach  elektrostatischem 
Maasse  gemessen;  ebenso  ist  die  elektromotorische  Kraft  214 
(IJk  — Pa)  nach  elektrostatischen  Einheiten  bestimmt.  Nach 
elektromagnetischem  Maasse  gemessen  wird  die  Stromstärke  J 
übergehen  in: 


54  * 
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und  die  elektromotorische  Kraft: 

wo  (S  die  von  Hrn.  W.  Weber  bestimmte  Geschwindigkeit 
ist.  Nach  den  Bestimmungen  von  Hrn.  Friedrich  Weber 
ist  für  ein  Daniell’sches  Element  (Cu,  CuS04,  ZnS04,  Zm 
die  elektromotorische  Kraft  in  elektromagnetischem  Maasse: 

I k 

3(„  = 1 09  540  000  • — -ß-  ■ 
d seca 

Das  in  den  obigen  Tabellen  gebrauchte  A ist  in  Einheiten 
von  0,001  Daniell  ausgedrückt,  also: 

_ A ■*!> . 

" — looo 


Nun  zersetzt  die  elektromagnetische  Stromeinheit  Web  er’ $, 
deren  Einheit  ist: 


Vmg . mm 
sec 


Vg  • cm 
sec 


in  der  Secunde  nach  R.  B unsen: 

0,009  270  5 mg  Wasser 

und  mal  so  viel  Kupfersulfat  (Cu  S04) , d.  h. : 

0.0S2147  mg. 

W enn  wir  also,  wie  in  den  Zahlentabellen,  mit  S die  Menge 
Wasser  bezeichnen,  die  mit  einem  Gewichtstheil  des  wasser- 
freien Salzes  in  der  Auflösung  enthalten  ist,  so  ist  für  die  Ver- 
suche mit  Kupfervitriol: 

@ <7 : 5'  = 0,008  214  7 • l/^ : 1 • 

215  Ist  nun  die  Verminderung  des  Dampfdruckes  durch  die  ange- 
wendete Salzlösung  bekannt,  so  ergiebt  sich  die  Constante  b 
aus  der  Gleichung: 

Fo-P  = örq’ 

worin  der  Druck  p auch  nach  absolutem  Kraftmaasse  als 

— - — r,  zu  berechnen  ist. 
cm  .sec2 
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Unsere  Gleichung  (4e)  wird  mit  Hülfe  von  (6): 


* = @(P*-Pa)  = (<£*).%£.  log 


Der  Werth  der  Constante  @ braucht  also  nicht  bekannt  zu 
sein  für*  die  Berechnung  des  $1  nach  elektromagnetischem 
Maasse,  da  im  Obigen  der  Werth  des  direct  gefunden  ist. 

Mittels  der  Gleichung  (6  a)  erhalten  wir  für  Kupfervitriol- 
lösungen: 

= ^ ^ — Cf  -■ °-  ‘ Po  * ^ ’ V > , Po  P t rn  u\ 

1000  log  brigg  e * log  brigg  e p0  ' ' 

Es  ist  oben  gefunden: 

B = 0,644  i]  = 0,055  693. 

Die  Berechnung  von  V0  ist  nach  Mariotte’s  und  Gay 
Lussac’s  Gesetzen  unter  Annahme  des  theoretischen  speci- 
fischen  Gewichtes  0,623  gegen  Luft  ausgeführt. 

Um  die  Uebereinstimmung  des  absoluten  Werthes  der 
elektromotorischen  Kraft  unserer  Ketten  mit  der  durch  die 
Formel  gegebenen  zu  prüfen,  fehlen  noch  ausreichende  Data 
über  die  Dampfspannung  der  gebrauchten  Salzlösungen.  Be- 
nutzt man  die  Gleichung  (6b),  um  aus  der  von  Hrn.  J.  Moser 
gefundenen  elektromotorischen  Kraft  der  Zellen  mit  Kupfer- 
sulfatlösungen die  Grösse  für  die  einprocentige  Lösung 

Po 

bei  20°  C.  zu  berechnen,  so  erhält  man  diese  Grösse  gleich 
0,0009  t1),  was  zwischen  den  von  Hm.  Wüllner  für  Bohr- 
zuckerlösungen (0,00070)  und  den  für  die  leicht  löslichen 
Alkalisalze  gefundenen  Werthen  liegt.  Hr.  J.  Moser  hat  in 
der  letzten  Zeit  im  hiesigen  Laboratorium  versucht  die  Dampf- 
spannung über  Kupfervitriollösungen  durch  Wasserdruckhöhen 
zu  messen.  Für  Lösungen,  welche  25%  ihres  Gewichtes  an 
krystallisirtem  Salze  enthalten,  war  die  Verminderung  des 
Dampfdruckes  etwa  nur  3 mm  Wasser.  Die  oben  angegebene 


1)  Die  Abweichung  von  dem  in  den  Berl.  Monatsber.  angegebenen 
Werthe  0,00082  ißt  hier  durch  die  Berücksichtigung  der  Inconstanz  des 
Werthes  von  (1  — n)  in  der  oben  angegebenen  Weise  bedingt. 
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Grösse  berechnet  sich  aus  seinen  bisher  ausgeführten  Versuchen 
im  Mittel  zu  0.00086.  Aber  die  einzelnen  Bestimmungen 
schwankten  noch  bei  der  Kleinheit  des  zu  beobachtenden 
Werthes  zwischen  0,00076  und  0,00110.  Eine  Verbesserung 
dar  Methode  steht  noch  in  Aussicht. 

Wenn  man  berücksichtigt,  dass  sich  bei  dieser  Berechnung 
Factoren  gegeneinander  heben,  die  aus  den  verscliiedensten 
Gebieten  der  Physik  entnommen  sind,  und  von  denen  einer 
über  hundert  Milhonen  beträgt,  so  mag  der  bisher  erreichte 
Grad  von  Uebereinstimmung  zwischen  Theorie  und  Versuch 
immerhin  als  beachtenswert!!  erscheinen,  obgleich  die  Genauig- 
keit einiger  Elemente  der  Rechnung  noch  zu  wünschen  übrig  lässt. 
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Studien  über  elektrische  Grenzschichten.1) 

Aus:  Wiedemann’s  Annalen  Bd.  VII.  S.  337—382.  (1879.) 


Die  bisherige  Theorie  der  Vertheilung  der  Elektricität  337 
in  leitenden  Körpern  hat  nur  die  aus  den  Wirkungen  in  die 
Ferne  bekannten  Klüfte  dieses  Agens  in  Rechnung  gezogen 
und  ist  dadurch  zu  der  Folgerung  gekommen,  dass  Elektricität, 
wenn  sie  sich  in  einem  oder  mehreren  Körpern  in  das  Gleich- 
gewicht setzt,  das  Innere  der  Körper  gänzlich  verlässt  und  nur 
auf  der  Oberfläche  derselben  eine  unendlich  dünne  Schicht 
bildet.  Dass  in  der  That  diese  Schicht  sehr  dünn  sei,  und  im 
Innern  der  Leiter  nur  verschwindend  kleine  Mengen  von  Elek- 
tricität Zurückbleiben,  zeigen  alle  diejenigen  Versuche,  bei  denen 
man  einen  elektrisirten  Leiter  sich  gegen  eine  ihn  vollständig 
umschliessende  und  isolirte  leitende  Hülle  entladen  lässt  und 
nach  deren  Entfernung  seinen  elektrischen  Zustand  untersucht. 

Solange  wir  es  nur  zu  thun  haben  mit  einer  einfachen 
elektrischen  Grenzschicht  eines  Leiters,  der  ohne  Sprung  im 
Werthe  der  Potentialfunction  die  benachbarten  Leiter  oder 
Isolatoren  berührt,  entsteht  durch  die  Annahme  eines  in  un- 
endlich dünner  Schicht  ausgebreiteten  endlichen  Quantums  von 
Elektricität,  dessen  Raumdichtigkeit  also  unendlich  gesetzt 
werden  muss,  auch  keine  weitere  Schwierigkeit,  da  das  Arbeits- 
äquivalent eines  jeden  Theils  einer  solchen  elektrischen  An- 
häufung, welches  dem  halben  Producte  aus  dem  betreffenden  338 

1)  Im  Auszuge  veröffentlicht  in  den  Monatsberichten  der  Berliner 
Akademie  27.  Februar  1879. 
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Quantum  und  dem  an  Ort  und  Stelle  geltenden  Potential- 
werthe  gleich  ist,  endlich  bleibt. 

Anders  dagegen  verhält  es  sich  in  denjenigen  Fällen,  wo 
ein  Sprung  im  Werthe  der  Potentialfunction  an  der  Grenze 
zweier  verschiedener  Körper  eintritt,  unter  welchen  Fällen  der 
bekannteste  und  am  meisten  untersuchte  derjenige  ist,  wenn 
zwei  Leiter  unter  dem  Einflüsse  einer  zwischen  ihnen  wirken- 
den galvanischen  Kraft  sich  berühren.  Um  einen  Unter- 
schied im  Werthe  der  Potentialfunction  herzustellen,  muss 
sich  in  diesem  Falle  längs  der  Grenzfläche  eine  elektrische 
Doppelschicht  ausbilden. 

Wenn  eine  reine  Zink-  und  Kupferplatte,  die  in  metal- 
lischer Verbindung  sind,  mit  ihren  Oberflächen  einander  ge- 
nähert werden,  so  lagern  sich  immer  grössere  Quanta  positiver 
Elektricität  in  der  Zinkfläche,  negativer  in  der  Kupferfläche 
ab,  je  näher  sie  einander  kommen.  Wenn  wir  mit  D den 
Abstand  der  Platten  bezeichnen,  mit  e die  Dichtigkeit  der 
positiven  Elektricität  auf  der  Zinkplatte,  welche  der  der  nega- 
tiven auf  der  Kupferplatte  gleich  ist,  so  bleibt  hierbei  das 
Product  eD  constant,  wie  sehr  sich  die  Platten  auch  einander 
nähern.  Ich  habe  dieses  Product  das  Moment  der  elek- 
trischen Doppelschicht  genannt.1)  Es  ist  dasselbe  gleich 
dem  durch  4 7r  dividirten  Unterschiede  in  dem  Werthe  der 
Potentialfunctionen  beider  Platten.  Da  nun  dieser  Unter- 
schied des  Potentials  von  gleicher  Grösse  bleibt,  auch  wenn 
die  Platten  in  dieselbe  vollständige  Berührung  kommen,  welche 
an  der  bisher  schon  vorhandenen  leitenden  Verbindungsstelle 
derselben  bestand,  so  muss  das  Moment  der  längs  ihrer  Grenz- 
fläche lagernden  elektrischen  Doppelschicht  auch  in  diesem 
Falle  unverändert  bleiben. 

Es  hat  schon  Sir  William  Thomson  darauf  aufmerk- 
sam gemacht,  dass  die  Bildung  dieser  elektrischen  Doppel- 
339  Schicht  eine  Arbeitsleistung  repräsentire,  nämlich  für  die  Ein- 
heit der  Fläche  bei  elektrostatischem  Maasse  des  Potential- 
unterschiedes (P — /\)  die  Grösse: 

HP-Pl)e  = 2*D.e>  = <-^=Jp. 

1)  Pogg.  Ann.  Bd.  LXXXIX.  S.  211.  1853.  (S.  oben  S.  489 — 191.) 
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Die  entsprechende  Arbeit  kann  geleistet  werden  entweder 
mechanisch  durch  die  Anziehungskraft,  welche  die  metallisch 
verbundenen  und  infolge  dessen  geladenen  Platten  bei  ihrer 
Annäherung  aufeinander  ausüben,  oder  thermisch,  wenn  man 
die  Platten  in  isolirtem  Zustande  einander  nähert  und  sie 
dann  durch  einen  leitenden  Draht  miteinander  in  Verbindung 
setzt,  sodass  sie  sich  jetzt  erst  elektrisch  laden.  Die  hierbei 
stattfindende  Elektricitätsbewegung  würde  im  Schliessungs- 
drahte Wärme  erzeugen  nach  den  von  Hrn.  P.  Kiess  für 
Leydener  Batterien  nachgewiesenen  Gesetzen.  Diese  Arbeits- 
leistung würde  unendlich  sein,  wie  die  obenstehenden  Aus- 
drücke ihres  Werthes  erkennen  lassen,  wenn  D = 0,  und  in- 
folge dessen  e = oo  werden  könnte.  Sir  W.  Thomson 
machte  geltend,  dass  diese  Arbeitsleistung  bei  grösster  Flächen- 
verbreiterung zweier  gegebener  Metallstücke  höchstens  äqui- 
valent der  bei  ihrem  Zusammenschmelzen  entwickelten  Wärme 
werden  könnte,  wobei  ihre  Vereinigung  jedenfalls  eine  innigere 
ist,  als  bei  blosser  Aneinanderlagerung  der  aus  ihnen  ver- 
fertigten Metallblättchen.  Wenn  diese  Blätter  schliesslich  zu 
dünn  werden,  um  die  elektrische  Doppelschicht  noch  aufzu- 
nehmen, wird  die  Grenze  ihrer  elektrischen  Arbeitsleistung 
erreicht  sein.  Auf  diese  Weise  lässt  sich  ein  Minimum  flir 
den  Werth  der  Grösse  D angeben.  Sir  W.  Thomson1) 
schätzt  dieses  auf  ein  Millimeter,  dividirt  durch  30  Millionen. 

Einen  Fall  wirklicher  molecularer  Berührung  zweier 
Leiter  mit  der  Fähigkeit  zu  einem  Potentialsprunge  von  wech- 
selnder Grösse  bieten  uns  metallische  Elektroden  in  einem 
Elektrolyten,  der  durch  die  angewendete  elektromotorische 
Kraft  nicht  zersetzt  werden  kann.  Auch  in  diesem  Falle 
müssen  sich  unter  dem  Einflüsse  des  polarisirenden  Stromes 
elektrische  Doppelschichten  an  den  Elektrodenflächen  aus- 
bilden, deren  elektrisches  Moment  dem  zur  Zeit  vorhandenen 
Potentialsprunge  zwischen  der  betreffenden  Elektrode  und  der 
Flüssigkeit  entspricht,  und  die  sich  im  depolarisirenden  Strome 
wieder  entladen  können,  soweit  sie  nicht  durch  Diffusions- 


1)  Silliman  J.  (2)  L.  8.  38—44;  S.  258—261.  1870.  Nature  31/3 
und  19  5.  1870. 
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processe  oder  durch  einen  Rest  metallischer  Leitung  im  Elek- 
trolyten zerstört  sind. 

Kohlrausch’s  Untersuchungen  über  die  Capacität  von 
Platinflächen  bei  der  Elektrolyse  des  Wassers  ergeben  den 
mittleren  Abstand  solcher  Schichten  gleich  dem  2 475  000sten 
Theil  eines  Millimeters,  wenn  man  die  Polarisation  auf  beide 
Platten  gleichmässig  vertheilt  annimmt ; das  Doppelte,  falls  die 
ganze  Kraft  nur  an  der  mit  Wasserstoff  beladenen  Platte 
liegt.  Wenn  auch  hierbei  Sauerstoff  und  Wasserstoff  von  der 
Elektricität  mit  fortgeführt  sind,  beruht  doch  die  Potential- 
differenz, als  eine  Wirkung,  die  sich  auch  in  entfernten 
Theilen  der  Leiter  äussert,  nur  auf  der  Anhäufung  der  mit 
den  Atomen  beider  Elemente  verbundenen  Elektricitäten. 

Die  Kraft,  welche  die  Arbeit  bei  der  Bildung  der  galva- 
nischen Ladung  sich  berührender  Metalle  leistet,  kann,  wie  ich 
schon  in  meiner  Abhandlung  über  die  Erhaltung  der 
Kraft  auseinandergesetzt  habe,  nur  gesucht  werden  in  einer 
verschiedenen  Anziehung  der  verschiedenen  Metalle  zu  den 
beiden  Elektricitäten.  Nennen  wir  Ke  das  Quantum  poten- 
tieller Energie,  welches  durch  die  Anziehungskräfte  des  Kupfers 
gegen  die  positive  elektrostatische  Einheit  dargestellt  wird, 
wenn  diese  in  einer  gegen  die  Molecularkräfte  grossen  Ent- 
fernung befindlich  ist,  und  welches  Quantum  also  verloren  geht, 
wenn  jene  elektrische  Einheit  in  das  Innere  des  Kupfers  über- 
fliesst,  bezeichnen  wir  mit  Kz  dieselbe  Grösse  für  das  Zink,  so 
wird  durch  den  Uebergang  des  Quantums  dE  aus  Kupfer  von 
dem  Potentiale  Pc  in  Zink  vom  Potentiale  Pz)  an  potentieller 
Energie  gewonnen  die  Grösse: 

dE{Kc  — Kg-Pc  + Pt}. 

341  Im  Gleichgewichtszustände  muss  diese  Arbeit  gleich  Null 
sein,  also: 

Pc  - Kc  = PZ-  K:, 

oder  die  beiden  Metalle  in  leitender  Berührung  werden  die 
constante  Potentialdifferenz  annehmen: 

PZ-PC=KZ-  Kc. 
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Nehmen  wir  noch  ein  anderes  Metall,  Platina,  mit  dem 
Index  py  hinzu,  so  wird 

Pp  - Pc  = Kp  - Kc 

Pp-Pt  = Kp-Kt  = (Kp  - Kc)  + (Kc-Kk). 

In  diesen  Gleichungen  ist  das  Gesetz  der  Spannungsreihe 
enthalten,  welches  also  aus  jener  Annahme  unmittelbar  folgt. 
Dieses  Gesetz  gilt  für  Körper,  welche  ohne  Elektrolyse  leiten 
und  gleiche  Temperatur  haben.  In  solchen  strebt  die  Elek- 
tricität  einem  Gleichgewichtszustände  zu.  Dass  sie  einen  solchen 
bei  der  Einschaltung  elektrolytischer  Leiter  nicht  erreichen 
kann,  sondern  in  dauernder  Strömung  bleibt,  würde  im  Sinne 
der  erwähnten  Theorie  darauf  zurückzuführen  sein , dass  die 
letztere  Classe  der  Leiter  unter  den  gesetzten  Bedingungen 
fortschreitender  chemischer  Umsetzung  anheim  fällt,  und  da- 
durch die  Erreichung  ruhenden  Gleichgewichts  verhindert  wird. 

Jede  der  erwähnten  Grössen  K ist  die  Arbeit  einer  Kraft, 
welche  erst  in  molecularen  Entfernungen  in  Wirksamkeit  tritt. 
Wir  werden  uns  deshalb  denken  können,  dass  der  Werth  K,  bei 
Ueberschreitung  der  Grenzfläche  beider  Metalle  in  den  Werth 
Kc  nicht  sprungweise  übergeht,  sondern  continuirlich , aber 
innerhalb  einer  Grenzschicht,  deren  Breite  mit  dem  Wirkungs- 
kreise der  Molecularkräfte  von  gleicher  Grössenordnung  ist. 
Dann  würde  also  die  Grösse 

P — K = Pc  — Kc  — Ps  ~ Kz 

in  der  elektrischen  Grenzschicht,  soweit  keine  anderen  Kräfte 
gleichzeitig  auf  diese  einwirken,  constanten  Werth  behalten 
können , und  die  Dichtigkeit  der  Elektricität  in  der  kleinen  342 
Entfernung  x von  der  Grenzfläche  gegeben  sein  durch  die 
Gleichung: 

, d2P  d2K 

* rr  £ ~ o — "1  o • 

dx%  ox2 

Dies  ergiebt  also  einen  endlichen  Werth  der  elektrischen 
Dichtigkeit  und  demgemäss  auch  einen  endlichen  Werth  der 
elektrischen  Arbeitsgrösse.  Andere  moleculare  Kräfte  können 
möglicherweise  auch  noch  Einfluss  haben,  die  von  der  Bindung 
elektrischer  Aequivalente  an  die  ponderabelen  Atome,  wie  sie 
in  den  Elektrolyten  sich  zeigt,  herrühren.  Solche  sind  von 
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B.Riemann1)  in  seiner  „Theorie  des  Rückstandes  elek- 
trischer Bindungsapparate“  berücksichtigt  worden. 

Es  liegt  kein  Grund  vor,  die  Existenz  der  mit  K bezeich- 
neten  Kräfte  auf  die  gut  leitenden  Körper  zu  beschränken,  und 
in  der  That  reihen  sich  die  Erscheinungen  der  Reibungs- 
elektricität,  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  betrachtet,  den 
galvanischen  Ladungen  in  ganz  ungezwungener  Weise  an. 

Wenn  zwei  Metalle  voneinander  abgehoben  werden,  so 
bleibt  ihre  Ladung  diejenige,  die  im  Momente  der  letzten  Be- 
rührung an  einem  Punkte  der  Flächen  bestand,  weil  die  Elek- 
tricität  mit  einer  Geschwindigkeit,  gegen  welche  die  der  mecha- 
nischen Bewegung  verschwindet,  sich  in  das  Gleichgewicht  setzt 
Diese  übrigbleibende  Ladung  ist  deshalb  auch  von  sehr  imbe- 
ständiger Grösse,  weil  die  Lage  der  Platten  im  Momente,  wo 
ihre  letzte  Berührung  aufhört,  immer  kleine  Unterschiede  zeigen 
wird,  die  sehr  grossen  Einfluss  auf  die  Dichtigkeit  ihrer  noch 
bestehenden  elektrischen  Ladung  haben  können.  Wenn  aber 
einer  oder  beide  Körper  isolirend  sind,  so  kann  die  Entladung 
nur  sehr  unvollständig  erfolgen,  und  die  an  der  früheren  Grenz- 
fläche gebundenen  Elektricitäten  werden  dann  getrennt  und  frei. 
Dass  sie  dabei  sehr  hohe  Werthe  der  Potentialfunction  erreichen 
können,  zeigt  eine  einfache  Berechnung. 

343  Nehmen  wir  an,  dass  eine  Kupfer-  und  Zinkplatte,  kreis- 
rund vom  Radius  R , deren  elektromotorische  Kraft  wir  gleich 
A setzen  wollen,  eine  Doppelschicht  vom  Abstande  D aus- 
gebildet hätten  und  ohne  Entladung  getrennt  werden  könnten, 
so  wäre  bei  der  elektromotorischen  Kraft  A und  dem  Ab- 
stande D : 

. A A 

+ 4 = -p, 


und  das  Quantum  der  auf  jeder  einzelnen  Scheibe  angehäuften 
Elektricität : 


nR2,e 


J2?2 
4 D ' 


Diese  Masse  auf  jeder  der  leitenden  Scheiben,  nachdem 


1)  Gesammelte  Werke.  S.  345.  Leipzig  1876. 
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sie  voneinander  entfernt  sind , im  Gleichgewichte  vertheilt, 
würde  die  Dichtigkeit 

. R 8 

e — i -7 . . 

8 VR'-q* 

geben  und  das  Potential 

p=i^äs=  + 

Setzen  wir  7?  = 10  cm  und  D gleich  einem  Milliontel  Milli- 
meter, so  würde  die  Potentialdifferenz  gegen  eine  zur  Erde  ab- 
geleitete Platte  des  anderen  Metalls  dadurch  auf  das  39270000- 
fache  gesteigert. 

Da  nach  Sir  W.  Thomson’s  Messungen1)  eine  Batterie 
von  5510  Daniel  Eschen  Elementen  im  Stande  ist,  einen  Fun- 
ken von  J cm  Länge  zwischen  sehr  schwach  gekrümmten  Platten 
hervorzubringen,  so  würde,  wenn  A gleich  der  Kraft  von  einem 
Daniell  gesetzt  wird,  jene  Platte  Funken  von  891  cm  Länge 
hervorbringen  können,  wenn  die  Proportionalität  der  Schlag- 
weite mit  der  Potentialdiflerenz  bis  zu  solchen  Entfernungen 
reichte. 

Diese  Berechnung  lässt  erkennen,  dass  bei  vollkommener 
Isolation  auch  elektromotorische  Kräfte,  die  viel  kleiner  wären 
als  die  galvanische  Spannung  zwischen  Kupfer  und  Zink, 
Wirkungen,  wie  sie  in  unseren  Elektrisirmaschinen  Vorkommen,  344 
erzeugen  könnten,  und  andererseits,  dass  es  zur  Erzielung  star- 
ker Wirkungen  dieser  Art  wesentlicli  auf  möglichst  vollständige 
Leitungsunfähigkeit  mindestens  eines  der  geriebenen  Körper 
ankommen  wird,  was  mit  der  praktischen  Erfahrung  vollkommen 
übereinstimmt. 

Die  Reibung  unter  massigem  Drucke  wäre  hiernach  als 
das  Mittel  zu  betrachten,  um  eine  sehr  innige  und  ausgedehnte 
Berührung  der  beiden  elektrisch  differenten  Körper  unter  Be- 
seitigung aller  ihrer  Oberfläche  anhaftenden  fremdartigen 
Schichten  zu  bewirken.  Allerdings  ist  eine  Spannungsreihe 
für  die  Reibungselektricität  nur  sehr  unvollständig  nachzu- 
weisen, und  das  Verhalten  verschiedener  Körper  zueinander 


1)  Papers  on  Electrostatics  p.  259. 
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wechselt  unter  scheinbar  sehr  geringfügigen  oder  auch  wohl 
gar  nicht  erkennbaren  Modificationen.  Dies  erklärt  sich  zum 
Theil  daraus,  dass  nur  die  oberflächlichste  Schicht,  vielleicht 
von  einem  Milliontel  Millimeter  Dicke  über  die  Wirkung  ent- 
scheidet. Diese  kann  verändert  sein,  olme  dass  wir  es  erken- 
nen; sie  kann  durch  das  Reiben  entfernt  werden,  und  eine 
zwischen  ihr  und  der  inneren  Substanz  entwickelte  elektrische 
Ladung  kann  zum  Vorschein  kommen.  Oder  es  können  ältere 
Ladungen  des  Isolators  ihre  Rückstände  zurückgelassen  haben 
und  durch  eine  entgegengesetzte  Ladung  der  Oberfläche  nach 
aussen  unwirksam  geworden  sein.  Wird  diese  dann  durch 
Reibung  entfernt,  so  kann  es  jene  frühere  Elektrisirung  sein, 
die  zuerst  zum  Vorschein  kommt.  Dadurch  erklären  sich  wohl 
viele  der  Unregelmässigkeiten,  welche  bei  der  Reibung  von 
Körpern  eintreten,  die  in  der  Spannungsreihe  einander  sehr 
nahe  stehen. 

So  lange  die  genebenen  beiden  Körper  eng  aneinander 
liegen,  werden  die  entsprechenden  elektrischen  Doppelschichten 
durch  die  Anziehung  der  ponderabelen  Molekeln  festgehalten, 
und  ihre  Potentialfunction  ist  von  geringem  Werthe,  da  zwei 
entgegengesetzte  Schichten  eng  aneinander  liegen.  Wo  sie 
sich  aber  voneinander  trennen,  wird  ihr  Potential  schnell  stei- 
gen, und  da  zwischen  einem  stark  geladenen  Isolator  und  einem 
345  Leiter  auch  Funken  überschlagen  können,  wrelche  wahrschein- 
lich mit  dem  Transport  losgerissener  und  elektrisirter  ponde- 
rabeler  Theilchen  verbunden  sind,  so  wird  unmittelbar  hinter 
der  Trennungslinie  beider  Körper  die  Gefahr  theilweiser  Ver- 
einigung der  getrennten  Elektricitäten  bestehen,  wrenn  der  eine 
von  beiden  hinreichendes  Leitungsvermögen  hat,  um  das  zu 
Funkenentladungen  nöthige  schnelle  Herbeiströmen  der  Elek- 
tricität  zu  gestatten. 

Dieser  Gefahr  entgeht  man  bei  der  gewöhnlichen  Con- 
struction  der  Elektrisirmaschinen  dadurch,  dass  man  an  den 
hinteren  Rand  des  Reibzeuges  ein  isolirendes  Gewebe  befestigt 
welches  in  einem  ähnlichen  elektrischen  Gegensätze  zur  Scheibe 
steht,  wie  die  amalgamirte  metallische  Fläche.  Unter  diesen 
Umständen  dauert  die  Bindung  der  elektrischen  Doppelschicht 
durch  Molecularkräfte  bis  an  den  Trennungsrand  des  gefirnissten 
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Seidenzeuges,  und  liier  können  zwischen  den  beiden  Isolatoren 
Glas  und  Seide  keine  erheblichen  Funkenentladungen  mehr 
eintreten. 

Der  Anfang  des  Reibzeuges  muss  dagegen  gut  zur  Erde 
abgeleitet  sein,  um  positive  Elektricität  an  die  neu  ankommen- 
den,  gegen  den  Conductor  entladenen  Theile  der  Scheibe  ab- 
geben, beziehlich  deren  negative  Elektricität  ableiten  zu  können. 
Die  Combination  eines  nur  am  Anfänge  leitenden,  am  Ende 
isolirenden  Systems  für  das  Reibzeug  entspricht  in  dieser  Be- 
ziehung beiden  Anforderungen. 

Um  die  Rückentladungen  jenseits  der  Trennungslinie  der 
geriebenen  Körper  in  einfachster  Weise  zu  sehen,  braucht  man 
nur  im  Dunkeln  eine  Elektrisirmaschine  zu  beobachten,  an  der 
man  entweder  die  seidenen  Anhängsel  des  Reibzeuges  abge- 
nommen hat,  oder  die  man  rückwärts  dreht.  Wenn  man  in 
den  Spalt  zwischen  den  Rand  des  Reibzeuges  und  der  heraus- 
tretenden Scheibe  hineinblickt,  sieht  man  den  dauernden  Kranz 
von  Lichtbüscheln,  welche  die  freiwerdenden  Theile  der  Scheibe 
theilweise  wieder  gegen  das  Reibzeug  entladen.  Wenn  man  da- 
gegen in  normaler  Richtung  dreht,  und  die  Seidenlappen  sich 
an  die  Scheibe  anlegen,  ist  an  deren  freiem  Rande  nichts  von 
einer  Lichterscheinung  zu  sehen. 

Ein  wie  grosser  Theil  der  Elektricität  der  Scheibe  sich 
rückwärts  entladet,  wenn  der  Hinterrand  des  Reibzeuges  un- 
gedeckt ist,  zeigt  sich,  wenn  man  die  Elektricität  der  Maschine 
in  eine  Maassflasche  treten  lässt  und  die  Zahl  der  Umdrehungen 
notirt,  welche  zwischen  zwei  Entladungen  der  Flasche  vergehen. 
Die  Anne  des  Conductors  einer  Maschine  mit  zwei  Reibzeugen 
hatte  ich  bei  einem  solchen  Versuche  in  die  Mitte  zwischen 
den  Rand  der  Seide  und  des  folgenden  Reibzeuges  gebracht, 
sodass  der  Weg  der  geriebenen  Theile  der  Scheibe  durch  die 
Luft  bis  zum  Conductor  beim  V orwärts-  und  Rückwärtsdrehen 
gleich  gross  war.  Dennoch  gab  die  Scheibe  im  ersteren  Falle, 
wro  der  Schutz  durch  die  Seide  eintrat,  doppelt  soviel  Elek- 
tricität an  den  Conductor  ab,  als  im  letzteren  Falle,  obgleich 
im  ersteren  der  Weg  der  geriebenen  Glasfläche  um  fast  einen 
Quadranten,  den  sie  unter  der  Seide  zurücklegte , länger  war. 
Daraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn  die  Scheibe  ungedeckt  den 
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leitenden  Theil  des  Reibzeuges  verlässt,  etwa  die  Hälfte  der 
angehäuften  Elektricität  sich  in  das  Reibzeug  rückwärts  ent- 
ladet. 

Die  Lichterscheinung,  welche  man  im  Dunkeln  an  einem 
Barometer  sieht,  wenn  die  Kuppe  des  Quecksilbers  im  Vacuum 
sich  abwärts  bewegt,  ist  derselben  Art. 

Schleift  also  ein  Halbleiter,  z.  B.  Leder  auf  einer  Glas- 
fläche, wobei  sich  das  Glas  positiv,  das  Leder  negativ  ladet, 
so  wird  die  positive  Elektricität  des  Glases  an  der  Trennungs- 
linie theilweise  auf  das  Leder  Zurückschlagen  müssen,  während 
das  halb  entladene  Glas,  wo  es  den  vorderen  Rand  einer  neuen 
Lederfläche  erreicht  , wieder  positive  Elektricität  dem  Leder 
entzieht,  negative  an  dasselbe  abgeben  wird.  Daraus  erklären 
sich  höchst  einfach  die  sogenannten  Reibungsströme,  welche 
3*7  Hr.  Zöllner1)  beschrieben  hat.  Verstärkt  werden  dieselben 
natürlich  in  hohem  Maasse,  wenn  man  den  Enden  des  Reib- 
zeuges gute  metallische  Leiter  anlegt,  wie  es  die  Galvano- 
meterdrähte, beziehlich  die  mit  diesen  verbundenen  und  die 
Enden  der  Reibzeuge  umfassenden  Stanniolstreifen2)  in  den 
Zöllner’schen  Versuchen  waren.  Könnte  man  jeden  Verlust 
des  geriebenen  Glases  an  Elektricität  vermeiden  von  dem  Mo- 
mente an,  wo  es  den  hinteren  Rand  des  Reibzeuges  verlasst, 
bis  zu  dem , wo  es  sich  wieder  anlegt , so  würden  auch  diese 
angeblichen  Reibungsströme  aufhören.  Da  aber  ausser  der 
Entladung  gegen  den  Hinterrand  des  Reibzeuges  bei  stark 
elektrisirten  Scheiben  auch  noch  die  Luft,  der  in  dieser  schwe- 
bende Staub,  mangelhafte  Isolirang  des  Glases,  Büschelent- 
ladungen gegen  ziemlich  entfernte  Conductoren  Verluste  herbei- 
führen können,  so  werden  sich  Spuren  eines  elektrischen  Span- 
nungsunterschiedes zwischen  dem  vorderen  und  hinteren  Rande 
des  Reibzeuges  wTohl  immer  auffinden  lassen. 

Dass  auch  die  besten  Isolatoren  ein  gewisses  Leitungs- 
vermögen haben,  zeigen  die  Rückstandserscheinungen  der  Lev- 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  CLYIII.  S.  479—539,  1S76.  Ich  erwähne  die 
Sache  hier,  da  sich  zeigt,  dass  nicht  alle  Physiker  die  Ursache  dieser 
Erscheinung  gemerkt  haben. 

2)  1.  c.  Taf.  VI  Fig.  4 mit  $ bezeichnet. 
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dener  Flaschen  und  Hrn.  Wüllner’s  Versuche,  wonach  bei 
längerer  Einwirkung  vertheilender  elektrischer  Kräfte  schliess- 
lich auch  in  allen  isolirenden  Körpern  die  dem  elektrischen 
Gleichgewichtszustände  entsprechende  Elektricitätsvertheilung 
eintritt.  Dadurch  wird  es  möglich,  dass  auch  bei  Isolatoren 
die  elektrische  Ladung  ihrer  sich  berührenden  Grenzschichten 
durch  gegenseitigen  Austausch  entgegengesetzter  Elektricitäten 
eintritt,  wie  bei  Metallen.  Da  die  Strecken,  durch  welche  die 
Elektricität  hierbei  fortzuleiten  ist,  nur  Milliontheile  eines 
Millimeters  betragen,  und  innerhalb  dieser  kurzen  Strecke  ein 
endliches  Potentialgefälle , d.  h.  eine  ausserordentlich  grosse 
elektromotorische  Kraft  wirkt,  so  werden  erhebliche  Mengen 
von  Elektricität  schon  in  sehr  kurzer  Zeit  übertreten  können, 
wenn  auch  die  Herstellung  des  vollen  Gleichgewichtszustandes 
viele  Stunden  in  Anspruch  nehmen  sollte,  wie  es  z.  B.  bei  den 
Rückstandserscheinungen  der  Leydener  Flaschen  der  Fall  ist. 
Dass  übrigens  in  den  gewöhnlichen  Elektrisirmaschinen  die 
Zeit  des  Durchganges  durch  das  Reibzeug  zur  vollen  Ladung 
der  Scheibe  nicht  genügt,  zeigt  sich  darin,  dass  man  bei 
langsamerem  Drehen  weniger  Umdrehungen  zur  Ladung  einer 
Maassflasche  braucht  als  bei  schnellerem,  gute  Isolation  vor- 
ausgesetzt. 

Einen  eigenthümlichen  mittleren  Fall,  der  sich  zwischen 
die  Elektricitätserregung  durch  den  galvanischen  Gegensatz 
ruhender  Körper  und  die  durch  gleitende  Reibung  fester  Kör- 
per einschaltet,  bilden  die  Erscheinungen,  die  beim  Fliessen 
benetzender  Flüssigkeiten  längs  einer  festen  Wand  eintreten. 
Obgleich  hierbei  die  äusserste  Flüssigkeitsschicht  in  den  meisten 
Fällen  wahrscheinlich  unverschiebbar  fest  an  der  benetzten 
Wand  haftet,  wofür  wir  im  Folgenden  noch  neue  Belege  fin- 
den werden,  und  also  eigentlich  in  der  Nähe  der  Wand  nur 
Flüssigkeit  gegen  Flüssigkeit  sich  verschiebt,  so  finden  wir 
doch,  dass  ponderomotorische  und  elektromotorische  Kräfte 
auftreten,  die  vom  Einflüsse  der  berührenden  Wand  herrühren. 
Das  letztere  hat  Hr.  G.  Quincke  sowohl  für  die  Fortführung 
der  Flüssigkeit  unter  Einwirkung  elektrischer  Ströme,  wie  fiir 
die  elektromotorischen  Kräfte,  die  durch  Bewegung  der  Flüssig- 
keit entstehen,  meines  Erachtens  in  sehr  ausreichender  Weise 

Helmholti,  wissensch.  Abhandlungen.  55 
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gezeigt.  Eine  willkommene  Ergänzung  seines  Beweises  giebt 
die  kürzlich  erschienene  Arbeit  von  Hrn.  J.  Elster.1)  Dieses 
Gebiet  von  Erscheinungen  zeichnet  sich  dadurch  aus,  dass 
namentlich  von  den  Herren  G.  Wiedemann  und  G.  Quincke 
eine  Anzahl  bestimmter  quantitativ  defmirter  Gesetze  der  Er- 
scheinungen nachgewiesen  worden  sind.  Die  All  der  Flüssig- 
keitsbewegung, die  dabei  vor  sich  geht,  ist  wenigstens  in  den- 
jenigen Fällen , wto  in  hinreichend  engen  Röhren  und  bei 
349  massiger  Strömungsgeschwindigkeit  die  Wirkungen  der  Flüssig- 
keitsreibung Zeit  haben,  sich  vollständig  zu  entwickeln  und 
einen  stationären  Zustand  herbeizufiihren,  wohl  bekannt,  theo- 
retisch ableitbar  und  nach  Poiseuille’s  Vorgänge  durch  eine 
Reihe  von  Beobachtern  mit  den  thatsächlichen  Erscheinungen 
verglichen. 

Ich  werde  im  Folgenden  zu  zeigen  versuchen,  dass  die 
durch  das  Experiment  gefundenen  Gesetze  dieser  Erscheinungen 
sich  vollständig  aus  der  an  die  Spitze  gestellten  Voraussetzung 
über  die  Natur  der  galvanischen  Spannungsunterschiede  her- 
leiten lassen,  wenigstens  in  denjenigen  Fällen,  wo  die  Bewegung 
der  Flüssigkeit  die  den  Poiseuille’schen  Gesetzen  zu  Grunde 
liegenden  Strömungsbedingungeu  einhält. 

Die  Voraussetzungen  meiner  Erklärung  sind  also  folgende: 
Die  Flüssigkeit  steht  in  galvanischem  Gegensätze  gegen  die 
Wand  des  Gefässes,  und  beide  bilden  längs  ihrer  Grenzfläche 
eine  elektrische  Doppelschicht  aus.  Der  in  die  Flüssigkeit 
fallende  Theil  dieser  Schicht  ist  in  der  Regel  (abgesehen  von  den 
durch  Hrn.  G.  Quincke  nachgewiesenen  Ausnahmen)  positiv. 
Derselbe  hat  eine  ausserordentlich  geringe,  aber  doch  nicht 
verschwindende  Dicke.  Die  gegen  die  Grenzfläche  gekehrte 
Seite  dieser  Wand  haftet  (wenigstens  in  den  Fällen,  auf  die 
sich  die  experimentell  gefundenen  Gesetze  beziehen)  unver- 
schiebbar an  der  Wand;  der  Rest  ist  verschiebbar , aber  der 
inneren  Reibung  der  Flüssigkeit  unterwarfen.  Wird  durch  die 
Flüssigkeit  ein  elektrischer  Strom  geleitet,  der  ein  Potential- 
gefalle, also  auch  ponderomotorische  elektrische  Kräfte  her- 
vorbringt, die  auf  elektrisch  geladene  Theile  zu  wirken  im 


1)  Wied.  Ann.  Bd.  VI.  S.  553.  1879. 
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Stande  sind,  so  treiben  diese  zunächst  die  positiv  geladene 
Wandschicht  der  Flüssigkeit  mit  fort.  Wegen  der  inneren 
Reibung  der  Flüssigkeit  hat  dies  aber  die  Folge,  dass  der 
ganze  Querschnitt  der  Röhre  dieselbe  Bewegung  annimmt, 
wenn  kein  hydraulischer  Gegendruck  widersteht.  Ist  ein 
solcher  vorhanden,  so  addirt  sich  die  durch  den  Druck  be- 
dingte Fltissigkeitsbewegung  zu  der  durch  die  elektrischen  An- 
ziehungskräfte bedingten.  Treibt  der  Druck  gerade  so  viel  350 
Flüssigkeit  rückwärts  durch  jeden  Querschnitt  der  Röhre,  als 
die  elektrische  Kraft  vorwärts  treibt,  so  tritt  ein  stationärer 
Stand  der  Flüssigkeit  ein,  wobei  längs  der  Wand  der  Röhre 
der  Strom  im  Sinne  der  elektrischen  Kraft,  im  Centrum  im 
Sinne  des  hydrostatischen  Druckes  vor  sich  geht. 

Wirkt  andererseits  nicht  eine  äussere  elektromotorische 
Kraft  auf  die  Röhre  ein,  sondern  ein  hydrostatischer  Druck, 
der  zunächst  das  Wasser  forttreibt,  so  werden  mit  diesem  auch 
die  inneren  Theiie  der  elektrisch  geladenen  Grenzschichten  der 
Flüssigkeit  fortgetrieben.  Solange  diese  sich  mit  gleichbleiben- 
der Geschwindigkeit  parallel  der  Röhrenwand  verschieben  und 
daher  fortdauernd  gleichmässig  unter  dem  Einflüsse  von  deren 
galvanischen  Kräften  bleiben , wird  ihr  elektrisches  Gleich- 
gewicht nicht  gestört.  Jenseits  des  Ausflussendes  der  Röhre 
aber  werden  sie  entweder  durch  Wirbelbewegung  von  der  Wand 
losgerissen,  oder  wenn  sie  an  dieser  bleiben,  wegen  verminderter 
Strömungsgeschwindigkeit  in  dickerer  Schicht  zusammenge- 
drängt. Durch  beide  Processe  wird  ihre  positive  Ladung  ganz 
oder  theilweise  dem  bindenden  Einflüsse  der  negativen  Schicht 
in  der  Wand  entzogen  und  frei  werden. 

Am  Amfange  des  Rohres  andererseits  werden  neue  Schich- 
ten an  die  Wand  treten,  und  da  letztere  schon  negativ  geladen 
ist,  werden  sie  ihre  positive  Elektricität  dem  Reste  der  Flüssig- 
keit entnehmen,  negative  darin  lassen  müssen. 

Die  vor  dem  Anfänge  des  Rohres  angesammelte  negative 
und  die  jenseits  des  Endes  gesammelte  positive  Elektricität 
werden  sich  theils  durch  die  Flüssigkeitssäule  des  Rohres,  theils 
durch  jede  andere  Leitung,  die  ihnen  geboten  wird,  wieder  aus- 
gleichen.  In  einer  solchen  Leitung  wird  also  ein  galvanischer 
Strom  sich  zeigen.  Wenn  keine  anderweitige  Leitung  da  ist, 
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wird  sich  die  elektrische  Potentialdifferenz  zwischen  den  Enden 
des  Rohres  so  weit  steigern  müssen,  bis  durch  Leitung  im 
Rohre  so  viel  Elektricität  zurückfliesst , als  durch  Convection 
mit  den  Wassertheilchen  vorwärts  getrieben  wird. 

36i  In  den  wesentlichen  Grundzügen  stimmt  diese  Erklärung 
mit  derjenigen  überein,  welche  Hr.  G.  Quincke1)  gegeben 
hat.  Derselbe  hat  nur  die  Bewegungen  der  reibenden  Flüssig- 
keit damals  nicht  im  Einzelnen  soweit  bestimmen  können,  als 
es  mit  Hülfe  unserer  gegenwärtigen  Kenntnisse  möglich  ist, 
und  deshalb  quantitative  Bestimmungen  aus  seinen  theoretischen 
Betrachtungen  nur  für  wenige  der  einfachsten  Verhältnisse 
herleiten  können. 

Für  eine  Reihe  von  Fällen  liegen  die  hinreichenden  ex- 
perimentellen Data  vor,  um  auch  die  Grösse  der  galvanischen 
Spannung  zwischen  Flüssigkeit  und  Wand  zu  berechnen,  die 
nach  der  eben  skizzirten  Theorie  vorausgesetzt  werden  muss. 
Es  zeigt  sich,  dass  diese  sich  durchaus  nicht  weit  von  den 
zwischen  Metallen  beobachteten  Werthen  der  galvanischen 
Kraft  entfernt,  imd  nur  der  elektromotorischen  Kraft  eines 
oder  weniger  Daniell’ scher  Elemente  gleich  zu  setzen  ist. 

§ 1.  Flüssigkeit  durch  einen  elektrischen  Strom 

fortgetrieben. 

Wir  denken  uns  leitende  Flüssigkeit  in  einer  isolircnden 
cylindrischen  Röhre  enthalten,  an  der  Grenze  beider  eine  elek- 
trische Doppelschicht,  deren  Dicke  wir  als  verschwindend  klein 
gegen  die  linearen  Dimensionen  des  Röhrenquerschnittes  an- 
sehen.  Die  Axe  der  Röhre  sei  Axe  der  .r,  die  Geschwindig- 
keit  der  Flüssigkeit  dieser  parallel  sei  w,  die  Geschwindigkeits- 
componenten  senkrecht  zur  Axe  der  Röhre  seien  dagegen  überall 
gleich  Null,  dann  muss  nach  den  hydrostatischen  Gesetzen  in 
einer  incompressibelen  Flüssigkeit  sein: 

1^  = 0, 

dx  7 

d.  h.  u kann  nur  noch  Function  von  y und  z sein.  Ich  be- 
merke, dass  die  hier  vorausgesetzte  Strömungsweise  in  hin- 

1)  Pogg.  Ann.  Bd.  CXIII.  S.  513—598.  1861. 
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reichend  langen  engen  Röhren  nicht  nothwendig  vom  Anfänge  352 
der  Röhre  an  besteht,  aber  in  deren  entfernteren  Strecken 
unter  dem  Einflüsse  der  Reibung  zu  Stande  kommt  und 
dann  bis  zum  Ende  der  Röhre  so  bleibt.  Es  ist  dies  die  Art 
der  Bewegung,  für  welche  die  Gesetze  von  Poiseuille 
gelten. 

Bezeichnen  wir  weiter  den  hydrostatischen  Druck  mit  p, 
die  Reibungsconstante  der  Flüssigkeit  mit  k 2 und  die  elek- 
trische Kraft,  die  in  Richtung  der  .r  auf  die  Volumeneinheit 
der  Flüssigkeit  wirkt,  mit  X,  so  ist  die  Strömungsgleichung 
für  den  stationären  Strom: 


X—  - 
dx  ~ 


-k2 


u 


Loy 


+ 


Es  sei  e die  elektrische  Dichtigkeit  der  äusseren  Flüssig- 
keitsschichten, welche  ebenfalls  nur  Function  von  y und  z , 
nicht  von  x ist;  ferner  sei  J die  Stromintensität,  <x  der  speci- 
fische  Widerstand  der  Flüssigkeit,  (p  die  elektrische  Potential- 
function, alle  diese  Grössen  nach  elektrostatischem  Maasse  ge- 
messen, und  Q der  Querschnitt  der  Röhre,  so  ist  nach  Ohm’s 
Gesetz : 

dff  J . a 

~ Tx~~Q~ 

und : 

x’  ö on  J • (T  / , v 

A=-£,äf  = (la) 


Die  Gleichungen  (1)  und  (la)  vereinigen  sich  zu: 


e . J . (T 

~Q~ 


d*u  d*u 
ßf  + 6?_  * 


Da  u und  « von  x unabhängig  sein  sollen,  wird  dasselbe  hier- 
nach auch  für  dpjdx  gelten.  Dies  wird  also  constant  gesetzt 
werden  können: 

dp  _ P 

Öx  ~ L 1 

wo  P den  Druckunterscliied  an  den  Enden  der  Röhre,  und  L 
deren  Länge  bezeichnet. 

Die  Grenzbedingung  fiir  die  bewegte  Flüssigkeit  an  der 
Gefässw*and,  wenn  diese  im  Stande  ist,  längs  dieser  Wand  353 
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zu  gleiten,  wäre,  wenn  l die  Gleitungsconstante  der  reiben- 
den Flüssigkeit  bezeichnet  und  N die  nach  innen  gerichtete 
Normale : 


du 

6N' 


(lc) 


Um  die  Gleichungen  (lb)  und  (lc)  zu  erfüllen,  können 
wir  die  Function  u in  zwei  Tlieile  zerlegen: 


« = «0  + U1  ) 

(2) 

sodass : 

(2a) 

(2b) 

~ — 1 'Öt/o 
0 “ L'  d 2T  ’ 

(2b) 

— ; dul 

“ l'  dN  * 

(2c) 

Diese  Annahme  erfüllt  die  durch  die  Differentialgleichungen 
vorgeschriebenen  Bedingungen.  Die  Bewegung  u0  ist  die, 
welche  in  reibender  Flüssigkeit  unter  dem  Einflüsse  eines 
hydrostatischen  Druckes  eintritt,  ux  dagegen  ist  die,  welche 
die  elektrische  Kraft  ohne  hydrostatischen  Druck  hervorbringen 
würde;  beide  superponiren  sich  einfach. 

Vergleichen  wir  mit  der  Gleichung  (2  b)  die  aus  den  Ge- 
setzen der  elektrischen  Potentialfunctionen  mit  Berücksichtigung 
von  d2(pldx2  = 0 fliessende  Gleichung: 


— 4 fr  e = 


d*<r 

df 


+ 


d2q 

Jz*’ 


so  ergiebt  sich  daraus: 


4 Ti  £2Q 


> 


woraus  folgt,  da  (p  bei  constantem  J linear  von  x abhängig 

ist,  ux  aber  gar  nicht,  dass: 

4 7i  &s  Q fi  (tJ.,  . 

(f ?I,  = C-  Q-  + by  + er, 

wo  C,  b,  c Integrationsconstanten  sind.1) 


1)  Ein  Druckfehler  im  Factor  des  x verbessert  (1881). 
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Die  Gleichung  (2c)  ergiebt  hiernach  an  der  Grenzfläche:  354 


(fc 


1 ^ ^ /7  (Jfj  X 

~ l'dN  = t 


+ (by  + cz)  - /. 


Da  <p  die  Potentialfunction  der  rings  um  das  Rohr  gleich- 
massig  verbreiteten  Doppelschicht  ist,  so  wird  sie,  falls  nur 
die  Dicke  dieser  Schicht  überall  gegen  den  Krümmungshalb- 
messer der  Fläche  verschwindet,  an  allen  Theilen  des  Um- 
fanges den  gleichen  Werth  haben  müssen,  und  die  von  y und 
z abhängigen  Glieder  der  letzten  Gleichung  müssen  ver- 
schwinden, d.  h.  b — c — 0.  In  der  Mitte  des  Rohres,  wo  6 = 0, 
können  wir  dann  setzen: 


crJ 

f‘~  Q X 

und  erhalten  also: 

C. 


Demnach  wird  der  Werth  der  Strömung  sein: 


Ja 


d(f 

dN' 


Wenn  keine  Differenz  des  hydrostatischen  Druckes  an 
den  beiden  Enden  der  Röhre  stattfindet,  so  wird  die  andere 
Stromcomponente  u0  — 0 sein,  und  Wj  ist  die  einzige  vorkom- 
mende. Die  gesammte  durch  jeden  Querschnitt  der  Röhre 
fliessende  Flüssigkeitsmenge  Ux  hängt  also  dann  auch  nur  von 
dieser  ab.  Unter  der  gemachten  Voraussetzung,  wonach  die 
Dicke  der  elektrischen  Schicht , innerhalb  deren  kleinere 
Werthe  von  m,  Vorkommen,  gegen  die  Dimensionen  des 
Querschnittes  Q der  Röhre  verschwindet,  können  wir  den 
Werth  von  ulf  der  in  der  Mitte  der  Röhre  constant  ist,  im 
ganzen  Querschnitte  derselben  als  constant  betrachten  und 
erhalten  also: 


a . J 
4 n k* 


(3  a) 


welcher  Werth  von  den  Dimensionen  der  Röhre  unabhängig  ist. 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  A die  elektromotorische  Kraft,  365 
die  den  Strom  J in  der  Länge  L des  Rohres  unterhält,  so  ist: 

J % a • L i 
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also  können  wir  den  Werth  der  Ausflussmenge  auch  in  die 
Form  bringen: 

TT  — Q4  [_  _ , 7 6(f' 

U'~*a£t‘  Vt  V°  + l'dN 


(3  b) 


welcher  Werth  von  dem  Leitungswiderstande  der  Flüssigkeit 
unabhängig  ist. 

Poröse  Thonplatten  können  wir  als  Wände  betrachten,  die 
von  einem  Systeme  feiner  Poren  durchzogen  sind.  Versuche 
über  das  Gewicht  Wasser,  welches  eine  gewöhnliche  für  gal- 
vanische Batterien  bestimmte  Zelle  einsaugt,  und  über  das 
specifische  Gewicht  der  nassen  Zelle,  zeigten,  dass  der  feste 
Thon  etwa  doppelt  soviel  Raum  einnimmt,  als  die  Porencanäle, 
die  er  übrig  lässt.  Wenn  man  dann  annimmt,  dass  Poren- 
canäle von  kreisförmigem  Querschnitte  gleichmässig  nach  allen 
Richtungen  durch  den  Thon  verlaufen,  so  ergiebt  die  Durch- 
gängigkeit für  Druckdiffusion,  wie  sie  aus  einer  Anzahl  von 
Versuchen  der  Herren  G.  Wiedemann  und  Quincke  für  die 
gebrauchten  Thonwände  erhellt,  dass  der  mittlere  Durchmesser 
dieser  Canäle  auf  ^ bis  ^ mm  zu  berechnen  wäre,  sodass  der- 
selbe immerhin  noch  sein'  gross  wäre  verglichen  mit  der  muth- 
maasslichen  Dicke  der  elektrischen  Grenzschichten.  Die  hier- 
auf bezügliche  Voraussetzung  unserer  Rechnung  ist  also  bei 
den  Versuchen  mit  Thonplatten  als  erfüllt  anzusehen.  Da  es 
nur  auf  den  letzteren  Punkt  ankommt,  unterlasse  ich  es  hier 
einzelne  Berechnungen  auszuführen.  Auch  liegen  mir  noch 
keine  Fälle  vor,  wo  alle  zur  Rechnung  nöthigen  Data  an  ein 
und  derselben  regelmässig  gestalteten  Thonplatte  gewonnen 
worden  wären. 

Die  Anzahl  der  Röhren  wrächst  proportional  der  Ober- 
fläche, ihre  Länge  proportional  der  Dicke  des  gebrauchten 
358  Plattenstücks.  Bei  gleichbleibender  Beschaffenheit  der  Thon- 
platten und  der  Flüssigkeit  muss  also  nach  Gleichung  (3  b)  die 
Menge  der  ohne  hydrostatischen  Druck  durckfliessenden  Flüssig- 
keit proportional  dem  Potentialunterschiede  an  beiden  Seiten 
der  Platte,  ihrer  Oberfläche  und  umgekehrt  proportional  der 
Dicke  derselben  sein,  wie  es  Hr.  G.  Wiede  mann1)  gefunden 


1)  Pogg.  Anu.  Bd.  LXXXVH.  8.  321—351.  1852. 
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hat.  Die  wässrigen  Flüssigkeiten  fliessen  in  den  Thonplatten 
in  der  Richtung  der  positiven  Elektricität,  müssen  also  selbst 
gegen  die  Thonwand  positive  Spannung  angenommen  haben. 
Bei  gleichbleibender  Intensität  des  Stromes  dagegen  hat,  wie 
Gleichung  (3  a)  erkennen  lässt,  die  Dicke  L der  Platte  keinen 
Einfluss,  und  auch  ihre  Oberfläche  nicht,  da  in  jeder  einzelnen 
Röhre  die  Intensität  umgekehrt  proportional  der  Anzahl  N 
der  Röhren  sich  verändert,  und  also  das  Product  NJ  constant 
bleibt,  was  ebenfalls  in  Uebereinstimmung  mit  Hm.  G.  W ie de- 
in ann ’s  Versuchen  ist.  Derselbe  hat  in  § 5 seiner  zweiten 
Abhandlung  über  die  Bewegung  der  Flüssigkeiten  im  Kreise 
der  geschlossenen  galvanischen  Säule  *)  eine  Reihe  von  Mes- 
sungen gegeben,  aus  denen  sich  die  Potentialdifferenz  ( ff  i—fpa ) 
berechnen  lässt,  unter  der  Voraussetzung,  dass  keine  Gleitung 
stattfand.  Wir  werden  übrigens  nachher  bei  der  Discussion 
der  Versuche  von  Hrn.  Quincke  sehen,  dass  bestimmte  Tliat- 
sachen  gegen  das  Vorkommen  der  Gleitung  in  ähnlichen  Fällen 
sprechen. 

In  den  genannten  Versuchen  ist  die  Menge  des  durch  den 
Strom  abgeschiedenen  Kupfers  voltametrisch  bestimmt  worden. 
Nun  zersetzt  nach  R.  B unsen  Web  er ’s  elektromagnetische 
Stromeinheit  in  der  Secunde  0,009  2705  mgr  Wasser.  Oder 
da  das  Aequi valent  des  Kupfers  Cu  zu  dem  des  Wassers  H2  0 
sich  wie  63,3:18  verhält,  und  da  nach  Ko  hl  rausch  jun.  ein 
üaniell  eine  elektromotorische  Kraft  D gleich  11,71  Weber- 
Siemens  hat,  so  giebt  ein  Daniell  im  Kreise,  dessen  Wider- 
stand gleich  einer  Siemens’schen  Einheit  S ist,  0,38176  mg 
Kupfer  in  der  Secunde,  welche  Grösse  wir  mit  y bezeichnen 
wollen.  Ist  also  die  Kupfermenge  g mg  durch  einen  Strom, 
der  t Secunden  dauerte,  abgeschieden,  so  ist: 


D 


wo  D die  elektromotorische  Kraft  eines 
mentes  bezeiclmet. 

Also  nach  Gleichung  (3  a): 

y Ut.S 


Daniell’schen  Ele- 


9» 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  XCIX.  8.  199.  1856. 
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Hr.  Gr.  Wiedemann  hat  er  angegeben  in  Einheiten,  die 
dem  Widerstande  des  Platins  entsprechen,  d.  h.  gleich  dem 
Widerstande  von  einem  Platin  Würfel  von  1 mm  Seite  sind. 
Der  Widerstand  eines  solchen  Cubus  voll  Quecksilber  ist 
0,001  Siemens;  das  Leitungsvermögen  des  Platins  verhält  sich 
nach  Matthiessen  zu  dem  des  Quecksilbers  wie  10,58:1,63 
= 6,46 : 1.  Also  ist  der  Widerstand  des  Platinwürfels  gleich 
S/m,  wenn  wir  m = 6460 /mm  setzen.  An  Stelle  der  Grösse 
b ist  dann,  wenn  b'  die  Wiedemann’sche  Zahl  bedeuten 
soll,  zu  setzen: 

4 = 4'.-. 

m 

Die  Grösse  k01 2  für  Wasser  von  15°  ist  nach  Poiseuille 
gleich  1,1441  mg/mm-sec.  *)  Hr.  Wiede  mann  hat  das  Ver- 
hältniss  der  Ausflusszeit  t der  Lösung  zu  der  eines  gleichen 
Volumens  Wasser  angegeben.  Dann  ist  k2  = k02.  r.  Also  unsere 
Gleichung  wird  nach  diesen  Substitutionen: 

<jpi  — (f  a 47t&02  . y . m XJt  x 

D ~ D% 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  giebt  den  Werth  der  ge- 
suchten Potentialdiflerenz,  ausgedrückt  in  Theilen  der  in  einem 
368  Daniell’schen  Elemente  auftretenden.  Rechts  ist  die  Grösse 
D2  nach  elektrostatischem  Maasse  zu  messen,  wo  ihr  Werth  ist: 

D = 0,374^1“«!. 

sec 

Die  Grösse  Ut  ist  bei  uns  ein  Volumen,  was  in  Cubikmilli- 
metern  zu  geben  ist. 

Die  von  Hrn.  G.  Wiede  mann  angegebenen  Data  machen 
es  möglich,  die  Werthe  des  elektrischen  Moments,  soweit  es 
in  die  Flüssigkeit  fällt,  für  folgende  vier  Flüssigkeiten  zu 
berechnen. 


1)  Dieselbe  würde  nach  der  Bezeichnungsweise  meiner  mit  Hrn. 

v.  Piotrowski  ausgeführten  Arbeit  (siehe  oben  S.  215  und  218)  mit  k'-h 
zu  bezeichnen  sein,  wo  h die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  bezeichnet 
(Im  Original  ist  die  Zahl  falsch  citirt;  die  letzte  Columne  der  folgenden 
Tabelle  ist  demgemäss  verbessert.  1881.) 
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Io  1000  ecm  Lösung'  sind 
enthalten 

. 

▼on  me 

& ! 

Volumen 

der 

übergefährten 

Flüssigkeit 

cmm 

Menge  des 
ab- 
geschiedenen 
Kations 
in 

mg 

Verhältnis* 

der 

AusfluBszeit 
ru  der  eines 
gleichen 
Volumens 
Wasser 

Widerstand 
der  Löenng 

9 

V , 

der  des  Platins 
gleich  0,001 
gesetzt 

<p  i — qra 
in 

Daniell’s 

Schwefelsäure. 

Cu 

S03 

76,56 

2800 

3770 

1,166 

179,0 

1,2265 

47,36 

1510 

1174 

1,095 

289,3 

1,2338 

Kupfervitriol. 

Cu 

Cu  S04 

149,38 

13090 

1181 

1,417 

2247 

1,7717 

+ 5H20 

97,544 

12210 

904 

1,238 

3076 

1,3781 

89,125 

15930 

923 

1,213 

3258 

1,6290 

Kupfemitrat. 

Cu 

* 

Cu  (N03)2 

82,258 

3010 

1453 

1,138 

1434 

0,4168 

71,852 

4360 

1903 

1,118 

1559 

0,4165 

64,037 

6100 

1977 

1,103 

1695 

0,5089 

42,010 

2540 

550 

1,061 

2409 

0,5157 

# 

Silbernitrat. 

Ag  N03 

70,74 

5730 

Ag 

2239 

1,014 

1876 

1,1964 

79,46 

7600 

2765 

1,014 

1878 

1,2832 

29,867 

12955 

1342 

1,003 

4656 

1,8637 

Die  ersten  drei  Zahlencolumnen  sind  aus  Hm.  Wiede- 359 
mann’s  Versuchen  in  Pogg.  Ann.  XCIX.  S.  199  bis  205 
entnommen,  die  vierte  aus  den  Angaben  ebenda  S.  222  bis 
224,  die  fünfte  aus  denen  ebenda  S.  227  bis  228,  die  letzten 
"beiden  durch  Interpolation  gewonnen,  welche  in  Bezug  auf  die 
Widerstände  leichter  auszuführen  ist  an  deren  reciproken 
Werthen,  d.  h.  den  Leitungsvermögen,  die  dem  Salzgehalte 
Dahezu  proportional  sind.  Die  letzte  Columne  giebt  die  von 
mir  berechneten  Werthe  der  Potentialdifferenz  zwischen  Innerem 
und  Grenze  der  Flüssigkeit  für  die  Poren  von  Thonscheide- 
wänden. Sie  liegen  bei  jedem  einzelnen  Elektrolyten  einander 
sehr  nahe,  haben  Werthe,  die  die  elektromotorische  Kraft  von 
2 Daniell  nicht  übertreffen,  und  steigen  im  allgemeinen  für 
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verdünntere  Lösungen.  Nur  beim  Kupfervitrioie  scheint  ein 
Steigen  auch  für  concentrirtere  Lösungen  einzutreten. 


§ 2.  Drucksteigerung  durch  elektrische  Diffusion. 


Den  zweiten  Theil  der  Stromgeschwindigkeit,  welchen  wir 
oben  mit  ?/0  bezeichnet  haben,  und  der  durch  den  hydro- 
statischen Druck  unterhalten  wird,  wollen  wir  zunächst  unter 
der  Voraussetzung  eines  kreisförmigen  Querschnittes  der  Röhre 
bestimmen. 

Die  Gleichungen: 


u 


0 


/ Su0 
* dN 


(2) 

(3) 


ergeben  unter  diesen  Umständen  den  leicht  zu  veriticirenden 
Werth: 


“ 4 k*L 


(r2_Ä2)_ 


IPR 
2 Lk” 


(4) 


wo  R den  Radius  der  Röhre  bezeichnet,  und: 

r2  = y2  -f-  z2. 

Das  durch  jeden  Querschnitt  fliessende  Flüssigkeitsvolumen  CT0 
ist  demnach: 


Tr  o C l nPR*  n 

U0  = 2 tt  J ut . r dr  — — ^ - -j 


Pi?3/ 


2 k*L 


(4  a) 


■m  Ist  durch  Einfluss  des  Stromes  der  Druck  so  gesteigert, 
dass  der  Wasserstand  constant  ist,  so  muss  sein: 

U0  + l\  = 0 


oder: 


0 = - s%{  + 4Ä3/}  + -V.  + '&)•  <4b> 


Wenn  / = 0,  folgt  daraus: 

f PIP-A[Vi-9J. 


(4c) 


Dass  der  Flüssigkeitsdruck  P,  bis  zu  weichem  die  Flüssig- 
keit durch  den  elektrischen  Strom  hinaufgetrieben  werden 
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kann,  bei  gleichbleibendem  Röhrensysteme,  und  wie  wir  hinzu- 
fügen müssen,  bei  gleichbleibender  Spannung  zwischen  Flüssig- 
keit und  Wand,  der  elektromotorischen  Kraft  proportional  ist, 
die  zwischen  beiden  Seiten  der  Scheidewand  wirkt,  hat  Hr. 
G.  Wiedemann  schon  in  seiner  ersten  Arbeit  für  Thon- 
scheidewände erwiesen.  Hr.  Quincke1)  hat  dasselbe  in  capil- 
laren  Glasröhren  für  destillirtes  Wasser  gezeigt,  durch  welches 
er  den  Strom  von  40  bis  81  Grove’sehen  Elementen  leitete. 
Seine  Versuche  mit  cylindrischen  Röhren  von  verschiedenem 
Durchmesser  haben  ihn  zu  dem  Ergebnisse  geführt,  dass  die 
Steighöhe  sei: 

A h . sin  cp  P nb  f 4 ^ x 

22,9  ~~  7g 


worin  b für  destillirtes  Wasser  gleich  0,000061mm  ist,  n die 
Anzahl  der  Gr  ove’ sehen  Elemente  bezeichnet  undP  den  Radius 
der  Röhre  in  Millimetern.  Ah  ist  die  Verschiebung  der 
Wassersäule  in  Scalentheilen,  von  denen  22,9  auf  ein  Milli- 
meter gehen,  und  (p  der  Neigungswinkel  der  Röhre  gegen  die 
Horizontale.  P ist  die  bisher  von  uns  gebrauchte  Bezeichnung 
für  den  hydrostatischen  Druck  in  absolutem  Maasse,  s die  an 
Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  g die  Intensität  der  Schwere. 
Dieses  Resultat  stimmt  mit  unserer,  unter  der  Voraussetzung 
7 = 0 entwickelten  Gleichung  (4  c),  wobei  sich  ergiebt: 


TT  C 17  b 

<fi  ~ <Pa  = ~2G 


wo  G die  Grösse  der  elektromotorischen  Kraft  eines  Grove’- 
schen  Elementes  in  absolutem  elektrostatischem  Maasse  be- 
deutet. Setzen  wir  die  elektromotorische  Kraft  von  einem 

DanielTschen  Elemente  gleich  0,374  f mm. mg  und  die 

eines  Gr ove? sehen  gleich  0,6387  derselben  Einheit,  so  ergiebt 
sich  für  destillirtes  Wasser  an  Glas: 

<fi.  — <pa  ==  3,9346  Daniell. 


1)  Pogg.  Aun.  CXtll.  S.  541  ff.  1861.  Auf  S.  543  Zeile  7 ist  ein 
Druckfehler,  der  in  verschiedene  Lehr-  und  Handbücher  übergegangen 
Ist.  Es  muss  nämlich  heissen,  dass  „die  Steighöhe  nahe  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrate  des  Köhrenradius  ist“,  wie  Hrn.  Quincke’s 
experimentelle  Beweisführung  und  mathematische  Formel  deutlich  zeigen. 
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Der  Werth  ist  höher  als  die  für  Salzlösungen  an  Thonscheide- 
wänden gefundenen  Werthe.  Aber  auch  jene  Werthe  wiesen 
schon  auf  einen  höheren  Werth  des  reinen  Wassers  hin. 

Dagegen  würden  die  Versuche  ein  anderes  Resultat  haben 
ergeben  müssen,  wenn  die  G-leitungsconstante  / von  Null  ver- 
schieden gewesen  wäre.  Unter  übrigens  gleichen  Bedin- 
gungen hätte  dann  der  hervorgebrachte  Druck  P der  Grösse 
(R2  + 4 l.R)  umgekehrt  proportional  sein  müssen.  Uebrigens 
würde  unter  diesen  Umständen  auch  nicht  die  Potential- 
differenz (p{  — (pa1  sondern  das  sehr  viel  grössere  Quantum 
drp/dN,  welches  der  Dichtigkeit  der  Belegung  proportional 
ist,  den  Erfolg  bestimmt  haben. 

Hr.  Quincke  hat  auch  Versuche  mit  Röhren  angestellt, 
deren  Querschnitt  durch  eingelegte  cylindrische  Glasfäden  ring- 
förmig gemacht  war.  Der  mittlere  Durchmesser  dieser  Fäden 
war  theils  aus  dem  Gewichte  und  der  Länge  derselben  be- 
rechnet, theils  direct  mit  einem  Schraubenmikrometer  unter 
dem  Mikroskope  gemessen.  „Die  nach  beiden  Methoden  ge- 
fundenen Werthe  der  Durchmesser  stimmten  genügend  über- 
ein“ (1.  c.  p.  529).  Da  die  Röhren  dabei  horizontal  lagen,  so 
302  ist  anzunehmen,  dass  der  Glasfaden  im  tiefsten  Theile  der 
Röhre  der  Wand  angelegen  hat.  Die  Berechnung  der  unter 
einem  bestimmten  Drucke  hindurchströmenden  Wassermenge 
kann  nach  dem  von  G.  Kirchhoff  für  die  Bestimmung  der 
Vertheilung  der  Elektricität  auf  zwei  benachbarten  Kugeln 
angewendeten  Verfahren1),  nämlich  mit  Hülfe  der  an  den 
beiden  Kugeln  oder  Kreisen  hin  und  her  geworfenen  elek- 
trischen Spiegelbilder  durchgeführt  werden. 

Wenn  r der  Halbmesser  der  Röhre  ist,  deren  Axe  mit 
der  z-Axe  zusammenfällt,  und  g der  Halbmesser  des  cy lin- 
drischen Stabes,  der  der  Wand  der  Röhre  anliegt,  also  r — g 
der  Abstand  zwischen  der  Axe  der  Röhre  und  der  Axe  des 
Stabes,  so  ist  die  Aufgabe  eine  Lösung  der  Differential- 
gleichung: 


4 B = 


P a*  «o  8 * U0 
Lk * ö.r*  "b 


1)  Crelle’s  Journal  für  r.  u.  angew.  Mathematik  LIX.  S.  89—110 
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zu  finden,  für  welche  an  der  Oberfläche  der  Röhre: 

x1  + y 2 = r* , (5  a) 

wie  an  der  Oberfläche  des  Stabes: 

(.r  — r + q)2  + y2  = q 2 (5  b) 

der  Werth  eintritt: 

u = 0. 

Eine  solche  Lösung  ist: 

u = 7? (j*2  + y2  — r2)  + 2 Br  q . V.  (6) 

Die  Grösse  F bedeutet  hierin  den  reellen  Theil  einer 
transscendenten  Function,  welche  letztere  man  auf  die  von 
Gr  aus  s in  seiner  Abhandlung  über  die  hypergeometrischen 
Reihen  behandelte  Function: 


Wa  = Limes:  / <r  log ä i— r ~ 

fc=ao  l V+l  + 


er  + k 


} (6  a) 


zurückfiihren  kann.  Es  ist  nämlich  V gleich  dem  reellen  Theile 
der  Differenz: 

- Wai  + Vut,  (6a) 

wo: 

Ä 9j£±S*l ^ = rJL . 

1 (x  + yi  — r)  (r  — q)'  2 (r  + yi  - r)  (r  — p) 

Bei  der  Bildung  des  Integrals: 


Uq  — f «„dxdij, 


welches  über  den  Zwischenraum  beider  Kreise  zu  erstrecken 
ist  und  die  gesammte  Strömungsmenge  giebt,  kann  man  die 
Quadraturen  über  die  Transscendente  V vermeiden,  wenn  man 
schreibt : 


fv.dx.d^-Lfv. 


und  die  im  Gr  een’ sehen  Satze  für  die  Potentialfunctionen 
gebrauchten  partiellen  Integrationen  ausführt,  um  das  Integral 
über  die  Fläche  in  Litegrale  über  die  Umfangslinien  zu  ver- 
wandeln. Diese  sind  in  diesem  Falle  leicht  zu  finden,  wenn 
man  ausserhalb  des  grossen  Kreises: 

m0  = 0 

setzt  und  im  Inneren  des  kleinen: 


wo  — 2 B(r  — Q){x  - r). 
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Es  wird  dann  der  Werth  von  ?/0  überall  continuirlich,  an  den 
beiden  Kreisen  der  Sprung  seines  Differentialquotienten  gleich 
einer  Constanten,  und  auszuschliessen  sind  von  der  Fläche  des 
inneren  Kreises  schliesslich  durch  unendlich  kleine  umsclilies- 
sende  Kreise  diejenigen  Stellen,  in  denen  die  Grösse  gx  gleich 
einer  negativen  ganzen  Zahl  wird,  weil  dort  die  entsprechende 
Function  unendlich  wird.  Das  Resultat  ist: 

U0  = + (7) 

wo  die  Function: 


für  den  Werth  genommen  ist: 


Also: 


n — ob 

qs'  __  y; 

n - 0 


+ » + l)' 
- Q I 


304  Wenn  man  diese  Summe  berechnet  hat  bis  zu  einem 
Gliede,  dessen  Nenner  grösser  als  4,5  ist,  kann  man  bei 
Rechnung  mit  fünfstelligen  Logarithmen  den  Rest  der  Reihe 
durch  die  für  grosse,  positive  Werthe  von  6 gültige  Formel 
finden : 


1 i 1 

<r  + * **  (er  + D3 


1 

(<r  + *)5 


etc., 


die  aus  der  von  Gauss  für  % gegebenen  Formel  [Gleichung 
(66)  der  Abhandlung  über  die  hypergeometrische  Reihe]  her- 
zuleiten ist. 

Für  sehr  kleine  Werthe  von  r — q geht  die  Gleichung 
über  in: 

t/0=  -^B(r-P)s(r  + (>).  (7< 

Der  Werth  von  U1  wird  nach  Gleichung  (3  b)  in  diesem 
Falle: 

U'  - 4 Lk*  ’ 
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und  die  Gleichung  U0  4-  Ux  = 0 ergiebt  also  für  sehr  kleine 
Werthe  von  r — p: 

-V"ß(r-P)a  = 4iP  (™) 

oder: 

GA 


P = 


5 7i  (r—  ^)5 


.2  _ „2 


log  r — log  ^ 


V*a  + f 


Im  Falle  der  Glasstab  central  läge,  wäre  zu  setzen: 
«0=2?(x2+y2-r2)-Jö 
und  es  ergiebt  sich: 

Für  sehr  kleine  Werthe  von  ? wird  dies: 

r 

u0=  - -^(r  - e)3(r  + ?)• 


(8) 


(8  a) 


Dies  ist  also  nur  0,4  von  dem  Werthe,  den  £/0  erhält, 
wenn  der  Glasfaden  an  der  Seite  der  Röhre  liegt  Dem  ent- 
sprechend wird  bei  elektrischer  Fortführung  der  Flüssigkeit 
die  Druckhöhe  bei  centraler  Lage  des  Stäbchens  2,5  mal  höher 
als  bei  wandständiger  Lage. 

Da  nun  kleine  Biegungen  des  Fadens  bewirken  können, 
dass  er  theilweise  central,  theilweise  wandständig  liegt,  ferner 
die  kleine  Differenz  r — o bei  sehr  kleinen  Unregelmässig- 
keiten in  den  Durchmessern  der  Röhre  und  des  Fadens  merk- 
lich variiren  konnte,  so  dürfen  wir  uns  nicht  wundern,  wenn 
die  Rechnung  mit  Hrn.  Quincke’s  Messungen  nicht  gerade 
genau  zusammenstimmt.  Ich  habe  die  Werthe  der  Neigung  Ah} 
bei  eingelegtem  Glasfaden  aus  denen  bei  leerer  Röhre  Ahw 
welche  Hr.  Quincke  in  Theilen  der  gebrauchten  Scala  an- 
giebt1)  berechnet. 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  CXIII.  S.  544.  Tabelle  1861.  In  der  letzten  Co- 
lumne  dieser  Tabelle  sub  Nr.  5 und  7 ist  vor  den  beiden  mit  2 anfangen- 
den  Zahlen  je  eine  Null  zu  streichen,  was  übrigens  die  vorliegende 
Rechnung  nicht  berührt. 

Helm  hol  ts,  wissensch.  Abhandlungen. 
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2 r 
mm 

2p 

mm 

Jh0 

Ah, 

beobachtet  Gerechnet 

4 

0,799 

0,341 

15 

23,75 

30.06 

0,897 

0,341 

5,850 

9,957 

10,25 

0,897 

0,651 

5,490 

57,37 

44,66 

0,897 

0,727 

5,520 

70,41 

92,80 

Wenn  auch  die  Uebereinstimmung  der  einzelnen  ge- 
messenen und  beobachteten  Wertbe  aus  den  angegebenen 
Gründen  ziemlich  mangelhaft  ist,  so  zeigen  beide  doch  im 
ganzen  eine  Uebereinstimmung  im  Gange  der  Function.  Bei 
der  am  wenigsten  verengerten  Röhre  (Zeile  2 der  Tabelle)  ist 
die  Uebereinstimmung  gut,  bei  den  anderen  die  Abweichung 
bald  positiv,  bald  negativ. 


§ 3.  Fortführung  des  Wassers  durch  Entladungen  von 

Leydener  Flaschen. 


Bei  diesen  Versuchen  hat  Hr.  Quincke  enge  Röhren 
gebraucht,  an  denen  zwei  oder  mehr  Stellen  aufgeblasen  waren, 
um  Platindrähte  aufzunehmen,  die  den  Strom  zuleiteten.  Die 
Stromkraft  war  alsdann  nur  in  einem  Theile  der  Länge  des 
ganzen  Rohrs  wirksam,  aber  die  Flüssigkeit  musste  sich  im 
sw  ganzen  Rohre  gegen  die  Reibung  vorwärts  bewegen.  Da  bei 
den  hier  vorkommenden  Verhältnissen  die  durch  Unterschiede 
des  hydrostatischen  Drucks  hervorgerufene  Geschwindigkeit 
diesen  Druckunterschieden  proportional  ist,  so  können  wir  der 
Abkürzung  wegen  die  Gleichung,  aus  der  sich  die  den  Quer- 
schnitt in  der  Zeiteinheit  passirende  Flüssigkeitsmenge  L\ « 
bestimmt,  schreiben: 

# 1,2  üi.«  = (Pl  - P2\  (9j 


wo  P1  und  P2  die  Drucke  am  Anfänge  und  Ende  der  Rohre 
sind,  und  für  cylindrische  Röhren  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitte und  dem  Radius  R : 


Wl,2  = 


8 k*L 

Tili 4 


(9  a)1) 


den  hydrostatischen  Reibungswiderstand  der  Röhre  darstellt. 

Nun  sei  mit  dem  Index  1 bezeichnet  der  Anfang  des 
Capillarrohrs,  welcher  in  ein  grösseres  Wassergefass  liinein- 


1)  Druckfehler  des  Originals  verbessert. 
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ragt,  mit  2 und  3 dagegen  die  Stellen  der  beiden  Platindrähte, 
durch  die  der  Strom  geht,  endlich  mit  4 das  Ende  der 
Flüssigkeitssäule,  so  findet  eine  elektrische  Fortführung  nur 
zwischen  2 und  3 statt,  und  die  Menge  derselben  ist,  wie  oben 
gezeigt,  wenn  wir  rp.  — rpa  = rp  setzen : 

rj J <s 

L ~ \nk*(f" 

Die  Flüssigkeitsmenge,  welche  durch  den  Querschnitt  des 
Rohres  geht,  muss  aber  überall  dieselbe  sein,  also: 

= £ 2,3  + gpv  - U3,i.  (9  b) 


Andererseits  können  wir  die  U durch  die  Druckunter- 
schiede ausdrücken: 


Pj  — P2  P2  — P3  . J <j  P3  — P, 

+ 4^ 9 ~ (9  c) 


Der  Anfangs-  und  Enddruck  sind  einander  gleich  gesetzt, 
Pj  = Aus  den  beiden  Gleichungen  bestimmen  sich  die 
beiden  Unbekannten  P2  und  P3: 


Pir-P>  Ps-Pt 

^1,2  ^3,4 


Wc 


2,3 


J <J<p 

^1,2  + ^2,3+  ^3,4  ^7T^'2 


Uu2  = t/3,4.  (9d)  367 


Daraus  folgt: 

PT2,3  = 


^1,2  + ^3,4  # *7cT7) 

^1,2  + ^2,3+  ^3,4  Ink* 


Im  Innern  des  Rohres  (2,3)  geht  also  der  Ström  dem  der  Ober- 
flächenschicht und  dem  in  den  Endtheilen  des  Rohres  herr- 
schenden entgegen.  Dies  ist  ebenfalls  von  Hm.  Quincke  bei 
der  Beobachtung  der  Bewegungen  von  kleinen,  in  der  Flüssig- 
keit enthaltenen  festen  Theilchen  beobachtet  worden.1) 

Wenn  man  nach  der  Zeit  integrirt,  so  ist: 

J Jdt=  E) 

d.h.  gleich  der  Elektricitätsmenge,  welche  hindurchgegangen  ist: 


W 


2,3 


^1,2+  ^2,3+  ^3,4 


E<J  ff. 
4 71  k 4 


(10) 


1)  Pogg.  Arm-  Bd.  CXIII.  S.  558  ff.  1861. 
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Also  die  Vorschiebung  der  Flüssigkeit  im  Steigrohre,  wie 
Quincke  das  Rohr  3 bis  4 nennt,  ist  proportional  der  ent- 
ladenen Elektricitätsmenge , unabhängig  von  deren  elektromo- 
torischer Kraft,  wächst  (proportional)  mit  dem  specifischen 
Widerstande  der  Flüssigkeit,  ganz  wie  es  der  genannte  Be- 
obachter gefunden.  Befinden  sich  drei  Platindrähte  im  Rohre, 
und  bezeichnen  wir  den  mittelsten  mit  dem  Index  5 und  die 
entsprechenden  Verschiebungen  im  Steigrohre  für  gleiche  elek- 
trische Entladungen  mit  H2t 6,  und  H2t3y  je  nachdem  die 
Drähte  2 und  5,  oder  5 und  3,  oder  2 und  3 Elektroden 
waren,  so  ergiebt  unsere  Gleichung: 

^2,6  + ^5,3  = ^2,3* 

was  ebenfalls  von  Hm.  Quincke  durch  Beobachtungen  ge- 
funden ist. 

Ist  fV2,5  wegen  grösserer  Weite  des  Rohres  kleiner  als 
JF6>3,  so  sollten  die  Fortführungen  den  vierten  Potenzen  der 
ses  Radien  umgekehrt  proportional  sein.  Die  Versuche  (1.  c.  p.  528) 
ergeben  ein  etwas  grösseres  Verhältniss,  als  den  angegebenen 
Radien  der  Röhren  entspricht,  für  die  Fortführung  im  engeren 
Rohre  (nämlich  15  bis  16  statt  6,9).  Der  Grund  liegt  mög- 
licherweise in  der  Ungleichartigkeit  der  innem  Oberfläche, 
Ellipticität  des  Querschnittes  oder  in  einem  gleich  zu  er- 
wähnenden Umstande. 

Durch  eingelegte  Glasfäden  nehmen  die  hydraulischen 
Widerstände  IV erheblich  zu.  Legt  man  einen  solchen  in 
ein,  so  nimmt  die  Fortführung  erheblich  ab,  legt  man  ihn  in 
fV2, 3 ein,  so  nimmt  sie  erheblich  zu,  wie  unsere  Formel  in 
Uebereinstimmung  mit  den  Versuchen  ergiebt. 

Diese  Betrachtungen  gelten  übrigens  nur  für  diejenigen 
Fälle,  in  denen  die  Entladung  der  Leydener  Batterie  durch 
die  eingeschaltete  Säule  von  destillirtem  Wasser  hinreichend 
verzögert  war,  um  eine  der  stationären  Bewegung  in  der 
Röhre  nahe  kommende  Art  des  Fliessens  zu  erzeugen.  Bei 
sehr  kräftigen  Entladungen  mit  Funkenstrecken  zeigten  sich 
die  gefundenen  Gesetze  nicht  mehr  gültig;  die  Verschiebung 
wurde  dann  kleiner,  als  sie  hätte  sein  sollen. 

Die  von  ßrn.  G.  Quincke  nachgewiesene  Verschiebung 
im  Wasser  suspendirter  fester  Theilchen  durch  starke  elek- 
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Irische  Ströme  erklärt  sich,  wie  leicht  zu  sehen,  aus  denselben 
Annahmen. 

Nach  der  Hypothese,  von  der  wir  ausgegangen  sind,  würde 
ein  in  der  Flüssigkeit  liegendes  Theilcheu  sich  gegen  diese 
elektrisch  laden,  der  Regel  nach  negativ,  sodass  der  negative 
Theil  der  entstehenden  Doppelschicht  in  den  festen  Theilchen, 
der  positive  in  der  Flüssigkeit  läge.  Uebrigens  ist  die  alge- 
braische Summe  beider  elektrischer  Quanta  gleich  Null,  und 
der  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems,  festes  Körperchen  und 
elektrisch  geladene  Flüssigkeitsschicht  zusammengenommen, 
kann  also  durch  elektrische  Anziehungskräfte,  die  von  dem 
Potentialgefälle  in  der  durchströmten  Flüssigkeit  herrühren, 
nicht  fortbewegt  werden.  Wohl  aber  würden  diese  Anziehungs- 
kräfte eine  relative  Verschiebung  der  positiven  Wasserschicht 300 
und  des  negativ  geladenen  Körperchens  gegeneinander  hervor- 
zubringen streben,  wobei  die  Wasserschicht  dem  Strome  posi- 
tiver Elektricität  folgt,  das  Körperchen  in  entgegengesetzter 
Richtung  ausweicht.  Wäre  die  Flüssigkeit  vollkommen  iso- 
lirend,  so  würde  die  neue  Lage  als  Gleichgewichtslage  bestehen 
bleiben.  Da  aber  durch  die  Verschiebung  der  Schichten  das 
Gleichgewicht  der  galvanischen  Spannung  zwischen  festem  Kör- 
per und  Flüssigkeit  gestört  ist,  und  dieses  sich  durch  Leitung 
immer  wieder  herzustellen  sucht,  so  wird  immer  wieder  der 
erste  Zustand  elektrischer  Vertheilung  hergestellt,  und  werden 
immer  neue  Verschiebungen  des  Körperchens  gegen  die  um- 
gebende Wasserschicht  veranlasst  werden  müssen.  Auch  ist 
klar,  dass  bei  der  geringen  Grösse  der  hierbei  vorkommenden 
Geschwindigkeiten  der  Wasserströmung  die  Geschwindigkeit 
des  Theilchens  relativ  zur  umgebenden  Wassermasse  der  Grösse 
der  wirkenden  Kraft,  d.  h.  der  Dichtigkeit  des  elektrischen 
Stromes,  oder  bei  gleichbleibendem  Querschnitte  des  Rohres 
der  Intensität  des  Stromes  proportional  sein  wird. l)  Dabei  ist 
noch  zu  berücksichtigen,  dass  im  Innern  des  Rohres,  wie  oben 
gezeigt  wurde,  ein  Rückstrom  der  Flüssigkeit  stattfindet,  der 
die  suspendirten  Theilchen  mitnimmt  und  ebenfalls  unter  sonst 


1)  Quincke,  Pogg.  Ann.  CXIII.  S.  580.  1861. 
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gleichbleibenden  Verhältnissen  der  Intensität  des  galvanischen 
Stromes  proportional  ist. 


§ 4.  Elektricität  von  der  strömenden  Flüssigkeit 

fortgetrieben. 


Ist  6 die  elektrische  Dichtigkeit  in  der  Entfernung  N von 
der  Gefässwand,  der  Werth  von  u an  der  letzteren  selbst  gleich 
Null , so  wird  der  letztere  in  der  Entfernung  N gleich 
N.dujdN  gesetzt  werden  können,  und  es  ergiebt  sich  für  die 
Menge  Elektricität,  die  durch  das  Flächenelement  ds.dX  des 
Querschnittes  der  Röhre  in  der  Zeiteinheit  von  der  Flüssigkeit 
mitgeführt  wird,  die  Grösse: 


370 


du 


dJS 


v Ar.  ds . dN. 


Wenn  wir  zunächst  nach  N integriren,  so  ist: 

oo 

ft.N.dN=  — .N.dN-±  - <r.) 

0 

dieselbe  Grösse,  welche  das  Moment  der  Doppelschicht  dar- 
stellen würde,  wenn  die  entgegengesetzte  Elektricität  des  Ge- 
fässes  ganz  in  der  Grenzfläche  vereinigt  wäre.  Also  ergiebt 
sich  die  durch  den  gesammten  Querschnitt  des  Rohres  von  der 
Flüssigkeit  mitgeführte  Elektricität  für  die  Zeiteinheit: 

£v  = M 

Nach  dem  Green ’schen  Satze  ist: 


P.Q 
k*L  ’ 


wenn  wir  wie  oben  mit  P den  Dmckimterschied  zwischen  bei- 
den Enden  des  Rohres,  mit  L dessen  Länge,  mit  Q den  Quer- 
schnitt und  mit  k 2 die  Reibungsconstante  der  Flüssigkeit  be- 
zeichnen, und  wenn  ausserdem  die  in  § 1 ausgesprochenen 
Bedingungen  für  u erfüllt  sind.  Alsdann  wird: 


P.Q 

4 7i  Je*  L 


{<Pi  ~ <f  a)- 


(11a! 


Wirkt  ausserdem  noch  eine  elektromotorische  Kraft  A 
zwischen  den  Enden  der  Röhre,  so  ist  die  von  dem  elektrischen 
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Strom  durch  jeden  Querschnitt  Q geführte  Elektricitätsmenge 
für  die  Zeiteinheit  : 


Ist  keine  andere  Leitung  als  die  durch  das  Rohr  vorhanden, 
so  wird  der  Zustand  stationär,  wenn: 

E0  + El  — 0, 


A _ P f . 

a~4nki^i 


(11b) 


Dieser  Werth  von  A ist  ganz  imabhängig  von  der  Länge, 
der  Grösse  und  Form  des  Querschnittes  des  Rohres.  Bei  371 
einem  Systeme  von  Canälen,  wie  sie  sich  in  den  Thonscheide- 
wänden finden,  wird  A also  unabhängig  von  der  Dicke,  Ober- 
fläche und  Porosität  der  Platten  sein  müssen,  dagegen  proportio- 
nal dem  speciÜ8chen  Leitungswiderstande  der  Flüssigkeit,  wenn 
deren  chemische  Natur  dabei  keine  erheblichen  Veränderungen 
erleidet.  Das  stimmt  mit  Hrn.  Quincke’s  Erfahrungen  über- 
ein. Doch  ist  hierbei  vorausgesetzt,  dass  die  Gefässwand  im 
Vergleiche  zu  der  strömenden  Flüssigkeit  (meist  destillirtem 
Wasser)  als  Isolator  der  Elektricität  angesehen  werden  könne. 
Bei  Platindiaphragmen  oder  solchen  von  Kohle,  wasserdurch- 
tränkten  thierischen  Membranen  oder  Seide  trifft  dies  nicht 
zu.  Leider  kommen  unter  den  von  dem  genannten  Beobachter 
gebrauchten  Flüssigkeiten  keine  vor,  deren  absoluter  Wider- 
stand mit  Sicherheit  zu  bestimmen  ist.  Selbst  in  den  mit 
Kochsalzlösungen  angestellten  Versuchen1)  sind  die  benutzten 
Lösungen  so  verdünnt,  dass  die  Proportionalität  des  Leitungs- 
vermögens mit  dem  Salzgehalte  einigermaassen  zweifelhaft  ist. 
Bei  den  etwas  besser  leitenden  Lösungen  verhinderte  die  Polari- 
sation der  Platinelektroden  genaue  Messungen  der  Stromstärke 
und  selbst  der  elektromotorischen  Kraft. 

Nach  F.  Kohl  rausch2)  ist  das  Leitungsvermögen  der 
Kochsalzlösung  von  5°/0  bei  10°  gleich  523,8.  IO-8,  wenn  das 
des  Quecksilbers  = 1 gesetzt  wird.  Die  Reibungsconstante  lässt 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  CX.  S.  59.  1860. 

2)  Göttinger  Nachrichten.  5.  Aug.  1874. 
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sich  auf  die  des  Wassers  reduciren,  da  Hr.  Quincke  die 
Flüssigkeitsmengen  angab , welche  der  Druck  hindurcktrieb. 
Der  Werth  der  Sie  mens’ sehen  Widerstandseinheit  in  elektro- 
statischem Maasse  ist  gleich  IO-12. sec/ cm  gesetzt.  Zu  der 
Angabe  des  Werthes  bei  der  halbprocentigen  Kochsalzlösung 
bemerkt  Hr.  Quincke,  dass  schon  bei  dieser  die  Elek- 
troden so  ungleichartig  wurden,  dass  es  nicht  möglich  war. 
Lösungen  von  grösserer  Concentration  anzuwendeu.  Die  Rech- 
nung ergiebt: 


Procente  Kochsalz 

<Pi  — <To 

in  der  Lösung 

in  Daniell's 

•4- 

c*o 

14,56 

2*5 

2,743 

tV 

1,977 

0 

1,416  bis  0,1416 

Im  letzteren  Falle  habe  ich  das  Leitungsvermögen  des 
destillirten  Wassers,  da  es  nicht  mit  besonderer  Vorsicht  neu 
destillirt  war,  zwischen  30. 10“ 10  und  3. 10-10  (Quecksilber 
= 1)  gesetzt,  den  Angaben  von  F.  Kohlrausch1)  ent- 
sprechend. 

Wenn  wir  den  ersten,  wahrscheinlich  durch  Polarisation 
der  Elektroden  veränderten  Werth  ausser  Betracht  lassen, 
kommen  wir  auch  hier  wieder  auf  so  kleine  elektromotorische 
Kräfte  zwischen  Wand  und  Füssigkeit,  wie  wir  sie  bei  früheren 
Versuchen  gefunden  haben. 

§ 5.  Abweichungen  in  weiteren  Röhren. 

Für  die  Versuche,  bei  denen  man  Wasser  nicht  durch 
Thonplatten,  sondern  durch  Glasröhren  strömen  liess  und 
die  dadurch  entstandene  Potentialdifferenz  mass,  ist  zu  wieder- 
holen, dass  die  oben  gegebene  Theorie  voraussetzt,  durch  die 
ganze  Röhre  sei  die  Wirkung  der  Reibung  vollständig  ent- 
wickelt, und  jeder  einzelne,  der  Axe  der  Röhre  parallele 

1)  Sitzungsber.  der  Münchner  Akad.  5.  Nov.  1875. 
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Wasserfaden  bewege  sich  so,  wie  er  in  einer  unendlich  langen 
Röhre  sich  zu  bewegen  fortfahren  würde.  Diese  Voraussetzung 
trifft  aber  im  Anfänge  einer  Röhre,  wo  das  Wasser  aus  einem 
weiteren  Gefässe  in  dieselbe  eintritt,  nicht  zu.  Es  kommt 
heran,  ohne  merkliche  Rotationsbewegung  zu  haben.  Im  Innern 
der  Röhre  aber  nimmt  es  solche  unter  dem  Einflüsse  der 
Reibung  an.  Die  Rotationen  der  Volumenelemente,  deren 
Wirbellinien  concentrische,  die  Röhrenaxe  umgebende  Kreise 
sind,  und  deren  Werthe,  da  v = w — 0 ist,  sich  auf  dujdy 
und  — du /dz  reduciren,  sind  in  der  Tiefe  der  Röhre  nicht 
mehr  Kuli.  Es  wird  also  auch  eine  gewisse  Zeit  vergehen, 
ehe  das  eingetretene  Wasser  in  den  stationär  bleibenden  Zu- 
stand der  Rotation  seiner  Wirbelfäden  gekommen  ist,  und 
während  dieser  Zeit  wird  es  mehr  oder  weniger  tief  in  die 
Röhre  eingedrungen  sein.  Wie  lange  es  dauert,  können  wir 
an  einem  etwas  veränderten  einfachen  Beispiele  berechnen. 

Wir  wollen  annehmen,  das  Wasser  sei  in  einer  unendlich 
langen  Röhre  in  solcher  Bewegung,  dass  u nur  Function  von 
y und  z,  p unabhängig  von  t,  dagegen: 

V = IT  = 0, 

woraus  auch  folgt: 

dp  _ dp  rj 

dy  ~ 6z  ~ 


Die  Bewegungsgleichung  mit  Berücksichtigung  der  Reibung 
wird  alsdann: 


6 OX  dt 


Da  die  linke  Seite  nicht  von  t , y und  z,  die  rechte  nicht 
von  x abhängt,  so  müssen  beide  constant  sein,  und  es  lässt 
sich  n in  zwei  Theile  zerlegen: 

w = uv  4*  «2,  (12a) 

(12b> 

Längs  der  Wand  gilt  für  beide  die  Grenzbedingung: 

ux  — n2  =0.  (12  c) 
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Dann  ist  u2  die  schliesslich  als  stationär  stehen  bleibende  Be- 
wegung, welche  dem  Gesetze  Poiseuille’s  entspricht. 

Für  haben  wir  dieselben  Bestimmungsgleichungen,  als 
wäre  Mj  die  Temperatur  im  Querschnitte  eines  Stabes,  welche 
durch  Wärmeleitung  auf  den  Werth  *^=0,  der  dauernd 
am  Umfange  der  Röhre  herrscht,  zurückgeführt  wird.  Es  er- 
giebt  sich  daraus  leicht,  dass  ul  bei  wachsender  Zeit  gänzlich 
verschwinden  wird,  um  so  schneller,  je  enger  die  Röhre,  und 
je  grösser  die  Reibungsconstante  k 2. 

374  Hat  die  Röhre  kreisförmigen  Querschnitt,  so  können  wir 
Mj  nach  Bessel’ sehen  Functionen  entwickeln.  Setzt  man: 

M1=s.e-,u,  (13) 

so  wird:  « 

= -nu^k2  Julf  (13a) 


oder  wenn  s nur  Function  des  Radius  o ist: 

s 


6*8  1 Öi 

öo2  p Bq 


+ p«-  0. 


(13b; 


Das  für  q = 0 continuirlich  bleibende  Integral  dieser 
Gleichung  ist  bekanntlich,  wenn  wir  setzen: 


s = 


a2 

2. 2 


+ 


2. 2. 4. 4 


2. 2. 4. 4. 6. 6 


(13c) 


Die  Werthe  von  <r,  für  welche  s — 0 wird,  bestimmen 
dann  die  Werthe  von  w,  wenn  in  der  vorletzten  Gleichung 
für  p der  Radius  der  Röhre  gesetzt  wird.  Der  erste  Werth, 
wo  ä = 0,  ist  für: 

<t  — Vn  = 2,4048. 


Dieser  giebt  den  kleinsten  Werth  von  n,  nämlich  für  hr— 1,1445 
(bei  15°  C.): 

n = -V  6,6163-  — •>) 
q 2 7 8ec  ' 


W enn  also  2 o ~ 1 mm , so  ist : 

e~nt  = 0,1 , 

wenn  t — 0,08701  sec. 


1)  Rechnung  corrigirt  wegen  des  auf  S.  874  angemerkten  Fehlers. 
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Während  also  in  einer  Röhre  von  1 mm  Durchmesser 
dieser  am  langsamsten  verschwindende  Theil  der  Bewegung 
in  etwa  ^ Secunde  auf  ^ seiner  Grösse  reducirt  ist,  würden 
in  einer  Röhre  von  2 mm  Durchmesser  ^ Secunden  nöthig 
sein,  wobei  die  Flüssigkeit  bei  gleicher  Geschwindigkeit  auch 
viermal  so  weit  in  der  Röhre  vorwärts  bewegt  wäre.  Gleicher 
Druckunterschied  dagegen  giebt  in  einer  zweimal  so  weiten 
Röhre  viermal  so  grosse  stationäre  Geschwindigkeit,  also  16  mal 
so  grosse  Vorwärtsbewegung,  ehe  das  gleiche  Erlöschen  des 
besprochenen  Gliedes  eintritt. 

Der  zweite  Nullwerth  der  Bessel’schen  Function  ist: 


Y n = 5,520. 


Der  daraus  fliessende  Werth  von  n ist  5,777 mal  grösser  als 
der  erste,  sodass  das  zweite  Glied  der  Bessel’schen  Reihe  auch 
in  diesem  Verhältnisse  schneller  schwinden  würde. 

Der  Vorgang  in  Röhren,  durch  welche  Wasser  dauernd 
fliesst,  ist  natürlich  von  dem  eben  berechneten  Vorgänge  da- 
durch verschieden,  dass  die  schnell  fliessenden  mittleren 
Schichten  allmählich  neben  solche  äussere  Schichten  zu  liegen 
kommen,  die  dem  Einflüsse  der  Reibung  in  der  Röhre  seit 
längerer  Zeit  unterworfen  sind.  Wenn  auch  die  Aufgabe,  eine 
solche  Strömung  zu  bestimmen,  nicht  direct  zu  lösen  ist,  so 
hilft  die  Methode  der  mechanischen  Aehnlichkeit  doch  zu  be- 
stimmten Schlüssen.  In  den  hydrostatischen  Gleichungen  für 
reibende  Flüssigkeiten,  deren  erste  ist: 


I §1 

6 dx 


du.  du.  du.  du 

= Ti  + uT*+vTv  + wTz-kJu’ 


dx 


setze  man:  statt  x,  y,  z beziehlich  mx,  m y,  mz , 
„ t „ nt, 

„ ll,  V,  ic  „ qu,  qv,  qic 

» P „ rp , 


wto  m,  n,  q,  r Constanten  sind.  Sind  u , v,  w,  p Lösungen 
der  Gleichungen,  so  werden  es  auch  die  substituirten  Grössen 
sein,  wenn: 
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Wenn  wir  also  alle  linearen  Dimensionen  der  Röhre  um 
das  m fache  vergrössern,  können  wir  dieselbe  Art  der  Strömung 
nur  erhalten,  wenn  wir  die  Geschwindigkeiten  auf  das  1/m  fache 
373  verkleinern  und  die  Druckunterschiede  auf  das  l/m2fache.  Nur 
mit  Beachtung  dieser  Regeln  können  wir  hoffen,  die  Geltung 
des  Poiseuille’schen  Gesetzes  auch  auf  weitere  Röhren  über- 
tragen zu  sehen.  Dass  bei  grösseren  Geschwindigkeiten  in 
weiteren  Röhren  thatsächlich  Abweichungen  eintreten,  habe 
ich  bei  Gelegenheit  der  von  Hrn.  G.  v.  Piotrowski  aus- 
geflihrten  Versuche  schon  nachgewiesen1);  das  Gleiche  lässt 
sich  an  einigen  der  hierher  gehörigen  Versuche  ebenfalls 
zeigen. 

Uebrigens  kann  der  Erfolg  bei  schneller  Strömung  in 
weiten  Röhren,  je  nach  der  Form  des  Einganges  der  Röhre 
sehr  verschieden  sein.  Endet  das  Rohr  scharfkantig,  ohne 
trompetenformige  Erweiterung,  so  wird  das  Wasser,  wie  meine*) 
und  Hrn.  G.  Kirchhoff’s3)  Untersuchungen  gezeigt  haben, 
als  engerer  bewegter  Strahl  eindringen  können,  der  von  relativ 
ruhender  Flüssigkeit  umgeben  ist.  Die  anfänglich  scharfe 
Trennungsfläche  zwischen  beiden  wird  erst  allmählich  durch 
Reibung  in  eine  rotirende  Schicht  von  endlicher  Dicke  ver- 
wischt werden.  Unter  diesen  Umständen  wird  im  Anfänge  des 
Rohres,  beziehlich,  wenn  es  kurz  ist,  im  ganzen  Rohre  die 
Bewegung  an  der  Wand  und  der  für  die  elektrischen  Verhält- 
nisse entscheidende  Differentialquotient  du/dN  viel  kleiner 
sein  als  im  stationären  Zustande  der  Wirbelung.  Anderer- 
seits ist  es  auch  möglich,  namentlich  bei  trichterförmigem  Ein- 
gänge des  Rohres,  dass  sich  die  Grenzfläche  des  bewegten 
Strahles  der  Röhrenwand  anlegt.  Dann  wird  im  Anfänge  des 
Rohres  die  Grösse  du/dN  viel  grösser  sein  müssen,  als  in 
der  Fortsetzung  eines  sehr  langen  Rohres.  Wir  dürfen  also 
vollständige  Bestätigung  der  obigen  Formeln  nur  in  so  engen 
Röhren  oder  bei  so  massigen  Drucken  erwarten,  dass  dabei 


1)  Wien.  Sitzuugaber.  Bd.  XL.  8.  654—655.  1860.  (Oben  S.  218.) 

2)  Monatsber.  d.  Berl.  Akad.  8.  215.  1868.  (Oben  Nr.  IX.) 

3)  Crelle’s  Journal.  Bd.  LXX.  S.  289.  1869.  Vorlesungen  über 
math.  Physik  (1).  22.  Vorlesung. 
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noch  das  von  J.  L.  M.  Poiseuille  aufgestellte  Gesetz  für  den  377 
Fluss  des  Wassers  durch  Capillarröhren  genau  zutrifft. 

Messende  Versuche  über  die  Abhängigkeit  der  durch 
Wasserströmung  in  engen  Glasröhren  erzeugten  Potential- 
differenz von  den  übrigen  Bedingungen  liegen  vor  von  den 
Herren  Haga1)  und  J.  W.  Clark2).  Beide  haben  den  elek- 
trischen Theil  der  Messung  mit  dem  Quadrantelektrometer 
ausgeführt.  Der  erstere  arbeitete  mit  destillirtem  Wasser  und 
bestätigte  die  Proportionalität  der  Potentialdifferenz  mit  dem 
hydrostatischen  Drucke;  der  zweite  brauchte  das  Wasser  der 
Heidelberger  Wasserleitung  und  deren  constanten  Druck.  Beide 
Arbeiten  bestätigen  die  Unabhängigkeit  der  Potentialdifferenz 
von  der  Länge  der  Bohre.  In  Hrn.  Haga’s  Versuchen  ver- 
steckte sich  die  etwaige  Abhängigkeit  dieser  Differenz  von  der 
Weite  der  Röhre  unter  den  zufälligen  Ungleichartigkeiten  der 
inneren  Oberfläche  des  Rohres.  Bei  den  Versuchen  von  Hm. 
Clark,  der  die  sorgfältigen  Reinigungsmethoden  des  Rohres, 
welche  Hr.  Quincke  angegeben  hat,  unter  dessen  Leitung 
anwendete,  sind  die  Potentialdifferenzen,  welche  nach  unserer 
Gleichung  (11b)  constant  sein  sollten,  für  ganz  enge  Röhren 
(VI,  H,  IH,  VH)  von  kreisförmigem  imd  elliptischem  Quer- 
schnitte von  0,2  bis  0,7  mm  mittlerem  inneren  Durchmesser, 
ja  selbst  noch  bei  einer  Röhre  (Ia)  von  1,045  mm  in  der  That 
nicht  sehr  erheblich  verscliieden,  trotzdem  die  durchfliessenden 
Flüssigkeitsmengen  von  1,31  bis  198,6  und  489,96  ccm  für  die 
Minute  variiren.  Bei  einer  Röhre  (XX)  von  0,8  mm  Durch- 
messer und  bei  denjenigen  Röhren,  die  weiter  als  1,4  mm 
sind,  nehmen  die  Potentialdifferenzen  sehr  ab. 

Berechnet  man  für  die  kreisförmigen  Röhren  das  Product: 


wo  Q die  in  der  Minute  durchgeflossene  Wassermenge,  / die 
Länge,  d der  Durchmesser  der  Röhre  ist,  so  sollte  dies  nach  378 
Poiseuille’s  Gesetze  constant  sein.  Die  Werthe  sind  aber: 


1)  Wied.  Ann.  Bd.  II.  S.  326-335.  1877. 

2)  Ebendaselbst  S.  335—346.  1877. 
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Nummer 

der 

Röhre 

Durchmesser 

rara 

Länge 

mm 

Q 

cm* 

^10—4 

II 

0,2952 

226,5 

5,0 

14913 

vn 

0,0918 

112,3 

198,6 

9737 

XX 

0,7952 

142,1 

155,5 

5526  J 

Ia 

1,045 

203,9 

489,96 

8370  " 

I 

1,413 

224,6 

994,75 

_______ 

5605 

X 

7,67 

335,0 

24174,5 

2337 

Die  Werthe  von  p lassen  erkennen,  dass  Poiseuille’s 
Gesetz  höchstens  bei  der  engsten  Röhre  noch  zugetroffen  sein 
kann.  Für  die  elliptischen  Röhren,  in  denen  nach  Poi- 
seuille’s  Theorie  zu  setzen  wäre: 

Q./.(a2+  b *) 

V 2 . a* . 69 

stimmen  die  Werthe  gar  nicht,  wohl  weil  der  Querschnitt  der 
engen  Thermometerröhren  nicht  regelmässig  elliptisch  ist. 

Die  engsten  vier  Röhren  hat  Hr.  Clark  halbirt  und  fand 
in  ihnen  dann  naheliin,  doch  nicht  ganz  dieselbe  Grösse  der 
Potentialdifferenz,  welche  nach  Gleichung  (11b)  unverändert 
bleiben  sollte.  Aber  es  war  auch  nur  bei  den  beiden  engsten 
die  ausfliessende  Wassermenge  genau  verdoppelt,  wie  es  Poi- 
seuille’s  Gesetz  fordert. 

Bei  den  Versuchen  von  Hrn.  Haga  sind  die  Bedingungen 
einigermaassen  günstiger  fiir  die  Einhaltung  des  genannten 
Gesetzes.  Die  Durchmesser  der  Röhren  liegen  zwischen  0,3 
und  0,7  mm.  Die  Röhren  sind  länger  und  bei  geringerem 
Drucke  gebraucht  worden  (86  bis  250mm  bei  Haga  statt 
1285  mm  bei  Clark),  sodass  auch  die  weiteren  Röhren  wohl 
weniger  Abweichung  gezeigt  haben  werden,  als  in  den  Ver- 
suchen des  letztgenannten  Beobachters.  Die  Einflusslosigkeit 
der  Länge  und  die  Proportionalität  der  elektromotorischen 
379  Kraft  traten  sehr  gut  heraus,  aber  eine  weitere  Controle  durch 
die  Ausflussmengen  liegt  nicht  vor. 

Die  Grösse  der  elektromotorischen  Kraft  fand  Hr.  Haga 
bei  100  mm  Quecksilberdruck  für  käufliches  destillirtes  Wasser 
zwischen  0,5  und  0,9  Daniell,  für  sorgfältiges  frisch  destillirtes 
bis  zu  4,5  Daniell.  Wenn  wir  hierauf  die  obige  Formel  an- 
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anwenden,  bekommen  wir  als  niedrigsten  Werth  der  Potential- 
differenz der  in  das  Wasser  fallenden  Doppelschicht  3,5798 
Daniell’s,  etwas  grösser  als  die  früher  gefundenen  Werthe. 
Diese  entspräche  nämlich  dem  niedrigsten  Leitungsvermögen 
des  destillirten  Wassers,  wie  es  von  Kohlrausch  erhalten 
worden  ist,  0,72.  IO-*10  verglichen  mit  Quecksilber.  Magnus’ 
Werth  1,3  würde  fast  das  Doppelte  geben,  Quincke ’s  Werth 
nahe  das  Dreifache. 

Wird  nicht  die  Potentialdifferenz  beobachtet,  sondern  die 
Intensität  des  in  einem  gut  leitenden  Drahte  fliessenden 
Stromes  mit  Eliminirung  der  Polarisation  der  Platten,  wie  es 
Hr.  Edlund1)  gemacht  hat,  so  ergiebt  die  von  uns  entwickelte 
Hypothese  unter  Annahme  einer  Strömung  nach  Poiseuille’s 
Gesetze  Folgerungen,  die  immerhin  mit  den  Ergebnissen  der 
genannten  Versuche  noch  in  vielen  Beziehungen  übereinstimmen, 
obgleich  Poiseuille’s  Gesetz  dabei  jedenfalls  nicht  mehr  ein- 
gehalten wurde.  Letzteres  zeigt  sich  namentlich  darin,  dass 
die  mittleren  Geschwindigkeiten  bei  den  weiteren  Röhren  nahe- 
hin  den  Quadratwurzeln  des  Druckes  proportional  waren  und 
kaum  abhängig  von  der  Weite  der  Röhren,  sodass  die  Reibung 
offenbar  nicht  mehr  den  überwiegenden  Einfluss  auf  die 
Strömung  hatte. 

Der  Leitungswiderstand  von  Hrn.  Edlund’ s Galvano- 
meter war  verschwindend  klein  gegen  den  Widerstand  der 
Säulen  von  destillirtem  Wasser  auch  in  der  weitesten  Röhre, 
wo  er  1824  000  Ohmads,  und  selbst  für  Wasserleitungswasser 
noch  111  600  Ohmads  betrug.  In  diesem  Falle  können  wir 
annehmen,  dass  alle  den  Elektroden  zugefülirte  Elektricität 
auch  durch  diese  abfliesst,  und  so  gut  wie  keine  rückwärts 
durch  das  Rohr. 

Ich  entwickele  zunächst  die  Wirkungen,  welche  bei  einer 
Strömung  nach  Poiseuille’s  Gesetze  hätten  eintreten  müssen. 

Setzen  wir  in  einem  cylindrischen  Rohre: 

u — — A (.r2  -f-  y2  — r 2)  = — A (p2  — r2),  (14) 

so  ist  die  Ausflussmenge  in  der  Zeiteinheit,  wie  oben  gezeigt: 

AnA 

U =■  + 2 1 (14a) 

1)  Wied.  Ann.  Bd.  1.  S.  161.  1877. 
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also  die  mittlere  Geschwindigkeit  u der  strömenden  Flüssigkeit 
gegeben  durch  die  Gleichung: 


also: 


u =s  y A . r3. 


(14b) 


Dagegen  ist: 


(14c) 


also  die  durch  jeden  Querschnitt  in  der 
Elektricitätsmenge : 


Zeiteinheit  geführte 

(Md) 


J = 2 u (y,  - >fa), 


d.  h.  der  elektrische  Strom  ist  unabhängig  von  den  Dimensio- 
nen des  Rohres,  und  der  mittleren  Geschwindigkeit  der  strö- 
menden Flüssigkeit  proportional.  Die  Unabhängigkeit  von 
Länge  und  Weite  des  Rohres  bei  gleichbleibender  mittlerer 
Geschwindigkeit  findet  Hr.  E dl  und  bestätigt.  Aber  anderer- 
seits findet  er  die  elektrische  Strömung  eher  den  Quadraten 
der  Geschwindigkeit  (oder  den  Drucken)  proportional,  als  den 
Geschwindigkeiten  in  erster  Potenz. 

Ich  will  hier  noch  darauf  aufmerksam  machen,  dass  tur 
die  "V ersuche  dieser  Art  die  Unabhängigkeit  der  Wirkung  vom 
Durchmesser  des  Rohres  aus  der  Annahme  einer  Elektrisirung 
38i  der  Flüssigkeit  an  der  Gefässwand  folgt  und  also  nicht  als 
Gegengrund  gegen  diese  Annahme  benutzt  werden  kann,  wie 
es  Hr.  E dl  und  (L  c.  p.  188)  thut. 

Wenn  grosse  Widerstände  in  den  Galvanometerkreislauf 
eingeschaltet  wurden,  so  musste  ein  Rückstrom  beginnen.  Ist 
iv  der  Widerstand  des  Galvanometers  und  tTj  der  der  Wasser- 
säule, i und  ij  die  entsprechenden  Stromstärken,  so  ist: 


wo  J , wie  vorher,  die  den  Elektroden  durch  die  Wasser- 
bewegung zugeführte  Elektricitätsmenge  bezeichnet  Es  ergiebt 
sich  daraus: 


sodass  die  Intensität  im  Galvanometer,  wie  Hr.  Edlund 
wiederum  bestätigt,  bei  gleichbleibendem  Zustande  in  der 


iw  = ^ , i + il=J, 


J tCj 
fr  + fr. 
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Wasserrohre,  also  bei  gleichbleibendem  J und  tclf  dem  ge- 
summten Widerstande  des  ganzen  Kreises  sich  umgekehrt 
proportional  verhält. 

Bei  Hrn.  Edlund’s  Versuchen  war  die  mittlere  Ge- 
schwindigkeit 8,3  bis  11,5  m in  der  Secunde.  Die  140  bis 
280  mm  langen  Rölirenstticke  zwischen  den  Zuleitungsdrähten 
durchschoss  das  Wasser  also  in  bis  Secunde.  Die  weiteren 
Röhren  hatten  5 bis  6,4  mm  Durchmesser.  Unter  diesen  Um- 
ständen ist  anzunehmen,  dass  nur  die  äussersten  Schichten  des 
Wassers  von  der  Reibung  erheblich  verzögert  werden  konnten. 
Die  gefundenen  mittleren  Geschwindigkeiten  waren  in  der  That 
noch  etwas  mehr  als  halb  so  gross,  als  die  den  Drucken  ohne 
Reibung  entsprechenden  Ausflussgeschwindigkeiten  (14,23  und 
20,13  m)  hätten  sein  sollen.  Unter  diesen  Umständen  musste 
der  Differentialquotient  dujdN  einen  viel  höheren  Werth  be- 
halten, als  wenn  durch  längere  Wirkung  der  Reibung  auch 
die  Mitte  des  Stromes  verminderte  Geschwindigkeit  gehabt 
hätte,  und  bei  den  grösseren  Geschwindigkeiten  musste  er  ver- 
hältnissmässig  noch  grösser  werden.  So  erklärt  sich  sowohl, 
dass  die  letzteren  in  den  weiten  Röhren  eine  elektrische  Wir- 
kung zeigen,  die  nahehin  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit 
proportional  ist,  während  sich  in  den  engeren  Proportionalität 
mit  der  ersten  Potenz,  welche  theoretisch  zu  erwarten  ist, 
wirklich  linde t. 

Auch  ergeben  die  beiden  weiteren  Röliren,  wenn  man  nach 
der  Formel  (14  d)  rechnet,  elektrische  Momente  im  destillirten 
Wasser  von  31  Daniell  für  den  Druck  von  1 Atmosphäre, 
40,4  für  2;  für  Brunnenwasser  13,94  und  15,24  Daniell;  Werthe, 
die  viel  höher  sind  als  die  vorher  berechneten.  Unter  den 
angegebenen  Umständen  erklärt  sich  diese  Abweichung  der 
Zahlen  werthe  daraus,  dass  die  Wasserbewegung  nicht,  wie  in 
der  Ableitung  der  Gleichung  (14 d)  vorausgesetzt  wurde,  dem 
Poiseuille’ sehen  Gesetze  entsprach. 

Dass  Gleitung  an  den  Wänden  nicht  stattfinde,  haben  wir 
bei  den  Versuchen  von  Hrn.  Quincke  über  Fortführung  des 
Wassers  durch  den  elektrischen  Strom  in  engen  Glasröhren 
nachweisen  können.  Dabei  war  die  Strömungsgeschwindigkeit 
sehr  gering,  und  die  Substanz  der  Wand  gut  benetzbar.  Ob 

Helmholtz,  wiwenech.  Abhandlungen.  57 
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die  Grenzschicht  der  Flüssigkeit  aber  auch  bei  grösseren 
Stromgeschwindigkeiten  oder  an  schlecht  benetzbaren  Sub- 
stanzen, wie  Schwefel,  Schellack  u.  s.  w.  fest  liegen  würde, 
scheint  mir  noch  nicht  verbürgt  zu  sein.  Dass  Wasser  an 
Gold  einen  gewissen  Grad  von  Gleitung  zeigt,  haben  die  oben 
citirten  Versuche  von  Hrn.  Piotrowski  erkennen  lassen.  So- 
bald Gleitung  eintritt,  wird  aber  die  Fortführung  der  elek- 
trischen Grenzschicht  viel  schneller  geschehen,  als  wenn  die 
Flüssigkeit  festhaftet.  Dem  entsprechend  würden  alle  die  be- 
sprochenen Wirkungen  bei  gleichbleibender  Spannungsdifferenz 
an  der  Wandfläche  viel  stärker  auftreten,  als  bei  der  von  uns 
gemachten  Voraussetzung,  dass  / — 0 sei.  Auch  könnte  der 
Umstand,  dass  viele  von  den  schwer  benetzbaren  Substanzen, 
wie  namentlich  Schwefel,  mit  der  Zeit  abnehmende  Wirkungen 
zeigen,  damit  Zusammenhängen,  dass  die  Flüssigkeit  anfangs 
schwächer,  später  fester  haftet. 


Digitized  by  Google 


XLYI. 

Ueber  Bewegungsströme  am  polarisirten  Platina. 

Aus:  Wiedemann ’s  Annalen  Bd.  XI.  S.  737—759.  — Monatsberichte 
der  Berliner  Akademie  vom  11.  März  1880. 


Meine  unter  dem  7.  Februar  1879  der  Akademie  mitge-  737 
theilten  Betrachtungen  über  die  capillar-elektrischen  Phänomene 
veranlassten  mich  zu  untersuchen,  inwieweit  ähnliche  Vorgänge 
bei  den  Bewegungen  einer  elektrolytischen  Flüssigkeit  längs 
polarisirter  Platinplatten  stattfänden.  Dass  bei  solchen  Be- 
wegungen starke  Veränderungen  der  Stromstärke  Vorkommen, 
war  seit  alter  Zeit  bekannt.  Ich  habe  der  Akademie  schon 
am  26.  Nov.  v.  J.  über  diese  Versuche  berichtet. 

Dabei  mischten  sich  aber  verschiedene,  bisher  noch  nicht 
eingehend  untersuchte  Einflüsse  ein,  die,  wie  mir  scheint,  haupt- 
sächlich durch  Eintritt  und  Ausscheiden  occludirten  Wasser- 
stoffs in  das  Platina  bedingt  sind,  zum  Theil  auch  durch  die 
Widerstandsänderungen,  welche  die  Fortführung  der  Jonen  in 
der  Flüssigkeit  hervorbringt.  Diese  Vorgänge  erforderten  noch 
eine  besondere  Untersuchung,  ehe  die  ziemlich  verwickelten 
Wirkungen  der  Flüssigkeitsströmung  unter  einheitliche  Gesichts- 
punkte gebracht  werden  konnten.  Im  Folgenden  gebe  ich  eine 
Zusammenfassung  der  von  mir  gefundenen  Ergebnisse. 

Methoden  der  Beobachtung. 

Es  handelte  sich  darum,  die  Wirkungen,  welche  die  Po- 
larisation jeder  einzelnen  Elektrode  hervorbringt,  unabhängig 
von  der  gleichzeitigen  Polarisation  der  anderen  Elektrode  zu 
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untersuchen.  Dabei  mussten  Verunreinigungen  der  elektro- 
lytischen Flüssigkeit  auch  mit  den  minimalsten  Mengen  solcher 
738  Metalle,  die  durch  Wasserstoff  reducirt  oder  durch  Sauerstoff 
als  Superoxyde  niedergeschlagen  werden  können,  vermieden 
werden. 

Die  folgenden  Versuche  sind  angestellt  an  Elektroden  von 
Platindraht  (0,5  mm  dick,  60  mm  lang,  in  Glas  eingeschmolzen, 
wo  sie  die  Flüssigkeitsoberfläche  schnitten),  welche  in  Wasser, 
das  mit  Schwefelsäure  ein  wenig  säuerlich  gemacht  war,  tauchten. 
Die  einem  solchen  Drahte  entgegengestellte  zweite  Elektrode 
bestand  in  einzelnen  Versuchsreihen,  wo  der  Platindraht  haupt- 
sächlich als  Kathode  gebraucht  wurde,  aus  Zinkamalgam,  welches 
unter  diesen  Umständen  keine  Polarisation  annimmt  und  bei 
den  schwachen  Strömen,  die  gebraucht  wurden,  nur  sein*  lang- 
sam Zink  an  die  Flüssigkeit  abgiebt.  In  vielen  anderen  Ver- 
suchsreihen wurde  dagegen  statt  einer  einfachen  zweiten  Elek- 
trode ein  Paar  von  Platinplatten  gebraucht,  zwischen  denen 
dauernd  durch  zwei  Daniell’s  ein  schwacher,  Wasser  zer- 
setzender Strom  unterhalten  wurde.  Diese  beiden  letzteren 
waren  ohne  Thonzelle  und  so  eingerichtet,  dass  man  durch 
tägliches  Zugiessen  von  etwas  mit  Schwefelsäure  angesäuertem 
Wasser  die  Schicht  entfernen  konnte,  in  der  die  unten  stehende 
schwere  Kupfervitriollösung  in  das  darüber  stehende  saure 
Wasser  diffundirte.  So  war  es  möglich,  die  beiden  Elemente 
viele  Monate  lang  fortdauernd  wirken  zu  lassen  und  in  un- 
verändertem Zustande  zu  erhalten.  Die  Batterie  war  ausser 
durch  die  beiden  Platinplatten  in  der  Flüssigkeit  auch  noch 
durch  einen  Widerstand  von  2000  Quecksilbereinheiten  (Sie- 
mens’sche  Widerstandsscalen)  geschlossen,  und  von  einer  be- 
liebig veränderlichen  Stelle  dieser  Nebenleitung  eine  metallische 
Leitung  durch  ein  kleines,  schnell  bewegliches  und  schnell  ge- 
dämpftes Thomson’sches  Galvanometer  zu  der  draht-förmigen 
Platinelektrode  geführt.  Da  durch  die  fortdauernd,  wenn  auch 
unsichtbar  vorgehende  Wasserzersetzung  jede  Spur  einer  hinzu- 
kommenden anderen  Polarisation  der  grossen  Platinplatten  bald 
ausgeglichen  wird,  und  die  Drahtelektrode  ausserdem  wegen 
ihrer  kleinen  Oberfläche  eine  erhebliche  Polarisation  annehmen 
kann,  ehe  diese  auf  der  etwa  50 mal  grösseren  Oberfläche  der 
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wasserzersetzenden  Platten  merklich  wird:  so  verhielt  sich  in 
der  Tliat  diese  Combination  so,  als  wäre  das  Paar  der  Platin- 
platten eine  unpolarisirbare  Elektrode,  welche  frei  von  dem 
Nachtheile  war,  die  Zusammensetzung  der  Flüssigkeit  durch 
Auflösung  oder  Niederschlag  zu  verändern.  Nur  muss  ver- 
mieden werden,  in  der  Umgebung  der  Wasserstoffplatte  Wasser- 
ströme zu  erregen.  Die  vergleichbaren  Versuche,  welche  mit 
dieser  Combination  ausgeführt  wurden,  gaben  ganz  die  gleichen 
.Resultate,  wie  die  mit  dem  als  Anode  unpolarisirbaren  Zink- 
amalgam. Mittels  der  genannten  Nebenschliessung  konnte 
man  jeden  beliebigen  Werth  elektromotorischer  Kraft  zwischen 
jenen  beiden  Platinplatten  und  dem  Elektrodendrahte  wirken 
lassen.  Gewöhnlich  wurde  noch  ein  zweiter  gleicher  Elektroden- 
draht B angewendet  und  fortdauernd  ähnlichen  elektromoto- 
rischen Kräften  wie  A ausgesetzt,  tlieils  um  beide  Elektroden 
auch  gegeneinander  gesetzt  durch  das  Galvanometer  zu  ver- 
binden und  die  Ströme  bei  Erschütterung  der  einen  oder  andern 
im  stromlosen  Zustande  zu  beobachten,  theils  um  die  eine  von 
ihnen  etwas  geänderten  Bedingungen  auszusetzen,  während  die 
andere  in  unverändertem  Zu- 
stande blieb,  und  dadurch  den 
Einfluss  solcher  Veränderun- 
gen unabhängig  von  sonstigen 
Störungen  festzustellen. 

Das  Schema  der  Leitun- 
gen war  also  das  beistehende: 

C ist  ein  grosses,  rundes 
Glasgefass  mit  dem  saurenWas- 
ser  gefüllt,  H und  O sind  die 
beiden  Wasser  zersetzenden  Platinplatten,  A und  B die  beiden 
Drähte,  D die  beiden  DanielPs,  oh  die  Scala  von  2000  Wider- 
standseinheiten, A a,  Bb,  fc  die  zum  Galvanometer  G führen- 
den Drähte.  Je  nach  der  gewählten  Verbindung  konnte  gleich- 
zeitig A und  B über  c und  f mit  der  Batterie  verbunden  wer- 
den, wobei  das  Galvanometer  entweder  in  Aac  oder  in  Bbc 
lag,  oder  die  Leitung  war  AaGbB , wobei  die  etwa  bestehen- 
den Differenzen  des  Zustandes  von  A und  B sich  geltend 
machen.  Zur  Controle  der  Stromstärke  des  Wasser  zersetzen- 
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den  Stromes  war  noch  ein  Multiplicator  M in  den  Zweig  O D 
eingeschaltet.  Der  Widerstand  der  beiden  Dan  i eil  ’s  mit  den 
Yerbindungsdrähten  zur  Scala  oh  betrug  im  Mittel  72  S.  Der 
740  Strom  durch  die  Flüssigkeit  war  theils  wegen  der  Polarisation 
der  Platten  H und  O,  theils  wegen  des  grossen  Widerstandes 
der  Flüssigkeit  so  geschwächt,  dass  die  Unterbrechung  des- 
selben die  Stromstärke  im  Zweige  oh  kaum  beeinflusste. 
Nimmt  man  den  Mittelpunkt  der  Scala  als  Nullpunkt  für  die 
in  den  Zweigen  Af  imd  Bf  wirkenden  elektromotorischen 
Kräfte  @ und  cliarakterisirt  diese  durch  die  Angabe  der  Wider- 
standseinheiten S,  die  entweder  nach  der  positiven  Seite  (Zink- 
pol) oder  nach  der  negativen  (Kupferpol)  zwischen  f und  der 
Mitte  liegen,  so  ist  die  Grösse  von  (5  auf  Daniell’s  zurück- 
zuführen,  wenn  man  mit  1036  dividirt.  Die  hier  gebrauchten 
Daniell’s  enthalten  Kupfer  in  concentrirter  Kupfervitriollösung 
und  amalgamirtes  Zink  in  schwach  angesäuertem  Wasser. 

In  den  mit  amalgamirtem  Zink  als  zweiter  Elektrode  con- 
struirten  Ketten  wurde  die  Platte  O weggenommen  und  statt 
H das  flüssige  Zinkamalgam  in  einem  Porcellanschälchen  ein- 
gesetzt. Ein  in  das  Amalgam  eintauchender,  von  Glas  um- 
gebener Platindraht  leitete  hinaus  nach  D hin.  Der  dem 
früheren  Nullpunkt  sich  ähnlich  verhaltende  Punkt  der  Scala 
lag  dann  aber  um  450  S mehr  nach  der  negativen  Seite  der 
Scala  hin. 


Die  Phänomene. der  eintretenden  und  verschwindenden 

W asserstoff-Occlusion. 

Wenn  man  f mit  o verbindet  , also  (5  = — 1000  macht 
dann  diese  Verbindung  4 bis  8 Tage  wirken  lässt,  um  allen 
occludirten  Wasserstoff  aus  den  Drähten  A und  B durch 
Sauerstoffentwickelung  an  ihrer  Oberfläche  zu  entfernen,  und 
abwartet  , bis  der  anfangs  stärkere  Strom  durch  die  Drahte 
nicht  weiter  sinkt:  so  entspricht  der  Draht  beim  Uebergange 
zu  Werthen  von  @,  die  zwischen  — 900  imd  0 liegen,  ziemlich 
gut  der  von  Sir  W.  Thomson  ausgegangenen  Auffassung, 
wonach  bei  einer  zur  Wasserzersetzung  unzureichenden  elektro- 
motorischen Kraft  die  Oberfläche  einer  Elektrode  sich  wie  ein 
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Condensator  von  äusserst  geringer  Dicke  des  isolirenden  Me- 
diums verhält.  Das  heisst:  bei  jeder  Verringerung  der  elektro- 
motorischen Kraft  zwischen  diesen  Grenzen  erfolgt  eine  kurz 
dauernde  negative  Schwankung  der  Stromstärke,  bei  jeder  Ver- 
stärkung eine  ebenso  kurz  dauernde  positive  Schwankung,  741 
die  schon  nach  2 bis  3 Minuten  fast  vollständig  wieder  ver- 
schwunden ist.  Allerdings  bleibt  ein  sehr  geringer  negativer 
(anodischer)  Strom  dauernd  bestehen,  der  wohl  als  ein  von 
den  im  Wasser  aufgelösten  Gasen  (unter  denen  auch  Wasser- 
stoff von  der  Platte  H ist)  herrührender  Convectionsstrora  zu 
deuten  ist. 

Der  Vorgang  ändert  sich,  wenn  man  die  Grenze  © = 0 
überschreitet  und  zu  positiven  Werthen  übergeht.  Es  treten 
positive  Ströme  auf,  die  schon  bei  © = 200  eine  viel  bedeuten- 
dere Intensität  erlangen  als  alle  bisher  erwähnten  Ströme  und 
nicht  mehr  schnell  verschwinden,  sondern  Stunden  lang  anhal- 
ten  unter  langsamer  Abnahme  ihrer  Stärke.  Während  also 
vorher  von  © = — 800  bis  © = +100  die  Grenzen  — 10  und 
+ 10  an  der  Scala  des  Galvanometers  bei  den  100  S betra- 
genden Verschiebungen  in  der  Lage  des  Abzweigungspunktes 
f an  der  Scala  ok  rückwärts  und  vorwärts  kaum  für  einige 
Minuten  überschritten  waren,  tritt  nun  eine  Ablenkung  von 
+ 120  ein,  die  nach  4 Stunden  erst  auf  + 30  gesunken  ist. 
Nach  24  Stunden  ist  aber  auch  dieser  Strom  wieder  auf  etwa 
+ 10  zurückgegangen  und  sinkt  langsam  noch  weiter.  Da 
anderthalb  DanieH’s  zur  schwächsten  dauernden  Wasserzersetzung 
nöthig  sind,  so  kann  eine  Ausscheidung  freien  Wasserstoffes  an 
dem  Platindraht  bei  den  hier  angewendeten  elektromotorischen 
Kräften  noch  nicht  stattfinden,  und  ich  schliesse  deshalb,  dass 
die  starke  Steigerung  des  Stromes  von  der  Aufnahme  und 
Occlusion  des  Wasserstoffes  in  das  Platina  herrührt.  Wenn  H von 
O sich  scheidend  in  enge  Verbindung  mit  dem  stark  negativen 
Pt  tritt,  wird  für  diese  Scheidung  keine  so  grosse  Arbeit 
nöthig  sein,  als  um  unverbundenes  H von  O zu  scheiden.  In 
der  That  ist  das  Quantum  Wasserstoff,  welches  hierbei  dem 
Platina  zugeführt  wird,  nicht  unbeträchtlich.  Ein  Strom,  der 
an  dem  von  mir  gebrauchten  Galvanometer  100°  Ablenkung 
giebt,  liefert  in  der  Stunde  1 6,4  cmm  Wasserstoff.  Graham ’s 
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Angaben  über  die  Menge  H,  welche  vom  Platina  aufgenommen 
werden  können,  sind  wohl  zu  niedrig  ausgefallen,  da  man,  wie 
ich  gefunden,  Tage  lang  warten  muss,  ehe  die  Sättigung  voll- 
ständig ist.  Die  von  ihm  angegebene  Grösse  der  Occlusion 
742  würde  in  der  That  ein  Strom  von  72°  meines  Galvanometers 
in  einer  Stunde  liefern  können. 

Nachdem  der  erste  starke  Strom  der  beginnenden  Wasser- 
stoffbeladung des  Platina  nachgelassen  hat,  tritt  eine  eigen- 
tümliche, von  dem  bisher  beobachteten  Verhalten  galvanisch 
polarisirter  Metalle  abweichende  Erscheinung  ein,  wenn  man 
vorübergehend  grössere  elektromotorische  Kräfte  eimvirken 
lässt.  Bei  der  Rückkehr  auf  die  früher  gebrauchte  Kraft, 
ß = + 200,  tritt  nämlich  nun  nicht  eine  Schwächung  des 
früheren  Stromes,  sondern  nach  einem  schnell  vorübergehenden 
negativen  Ausschlage  im  Gegenteil  eine  sehr  erhebliche  Stei- 
gerung bis  zu  70  oder  90  Scalenteilen  ein,  die  aber  schneller 
verseil windet  als  der  frühere  Strom  von  120°.  Neue  Verstär- 
kung lässt  sich  als  Nachwirkung  neuer  vorübergehender  Einfüh- 
rung grösserer  elektromotorischer  Kräfte  erzielen,  doch  werden 
die  Nachwirkungen  immer  kleiner  und  weniger  dauernd,  je  öfter 
man  den  Versuch  wiederholt.  Es  genügt  schon  eine  Steige- 
rung des  Wertes  ß um  200  unserer  Widerstandsscala  auf 
2 Minuten,  um  die  Erscheinung  sichtbar  zu  machen;  stärkere 
und  längere  Steigerungen  machen  sie  stärker.  Sie  zeigt  sich 
in  ähnlicher  Weise,  nur  weniger  ausgesprochen,  wenn  man, 
ohne  sich  zu  lange  bei  ß — +200  aufzuhalten,  zu  stärkeren 
Kräften  bis  ß = 500  übergeht,  wo  die  dauernde  Wasserzer- 
setzung beginnt;  in  schwachem  Maasse  und  zögernd  tritt  sie 
auch  noch  bis  ß = 800  ein,  nachdem  man  auf  kurze  Zeit 
ß = 900  oder  ß = 1000  geschlossen  hatte.  Sie  fällt  aber  fort, 
wenn  man  starke  katodische  Kräfte  so  lange  hat  wirken 
lassen,  bis  der  Strom  sich  nicht  weiter  verändert,  was  erst 
eintreten  kann,  wenn  das  Platina  mit  Wasserstoff  gesättigt 
ist.  Ich  habe  in  einem  Falle  die  Kraft  ß = 1000  vierzehn 
Tage  dauernd  auf  den  Draht  wirken  lassen,  um  dieses  Ziel 
möglichst  vollständig  zu  erreichen.  Der  Strom  fiel  allmähiig 
auf  weniger  als  die  Hälfte  der  Stärke,  die  er  in  den  ersten 
Stunden  hatte.  Als  ich  dann  in  kleinen  Stufen  von  je  100  S 


Digitizsd 


Bewegungsströme. 


905 


in  den  elektromotorischen  Kräften  abwärts  oder  dazwischen 
gelegentlich  auch  wieder  aufwärts  ging,  traten  bei  jedem  Schritt 
abwärts  vorübergehende  negative,  bei  jedem  Schritt  aufwärts 
vorübergehende  positive  Ausschläge  von  mässiger  Stärke  und 
etwa  2 Minuten  Dauer  auf,  nach  denen  der  Strom  bald  in  7« 
eine  für  jeden  Werth  von  (5  constante  Intensität  überging. 
Kur  als  ich  die  Grenze  der  Wasserzersetzung  abwärts  schrei- 
tend erreichte,  bei  @ = 500,  trat  ein  starker  negativer  Aus- 
schlag bis  über  — 100°  auf,  der  5 Minuten  negativ  blieb  und 
erst  nach  etwa  10  Minuten  die  Gleichgewichtslage  von  -f-  25 
erreichte,  auf  der  er  blieb.  Von  da  ab  abwärts  bis  @ = —100 
stellte  sich  der  Magnet  dauernd  ganz  in  die  Nähe  des  Null- 
punktes, schwachen  Convectionsströmen  durch  aufgelösten 
Sauerstoff  entsprechend. 

Beim  weiteren  Rückschreiten  zu  negativen  elektromoto- 
rischen Kräften  treten  nun  ziemlich  anhaltende  Ströme  auf, 
welche  viel  höhere  Intensität  haben,  als  die  im  Anfang  er- 
wähnten, die  bei  denselben  Kräften  entstehen,  wenn  das  Platin 
lange  mit  Sauerstoff  beladen  gewesen  ist.  Die  Ursache  dieser 
Ströme  ist  zweifellos  in  dem  Umstande  zu  suchen,  dass  occlu- 
dirtes  H allmählig  zur  Oberfläche  des  Platins  dringt  und  sich 
mit  dem  von  der  elektromotorischen  Kraft  herangedrängten  O 
des  Elektrolyten  vereinigt.  Damit  scheint  mir  auch  die  charak- 
teristische Weise  zusammenzuhängen,  wie  unter  diesen  Um- 
ständen sich  der  Strom  bei  Einschaltung  eines  grossen  Wider- 
standes verhält.  Wenn  nämlich  die  Menge  der  möglichen 
elektrolytischen  Zersetzung  wesentlich  abhängt  von  einem  lang- 
sam vor  sich  gehenden  Diffusionsprocess,  dessen  Schnelligkeit 
von  der  Stromstärke  unabhängig  ist,  so  wird  auch  die  Strom- 
stärke, ganz  unabhängig  von  dem  eingeschalteten  Widerstande, 
nur  so  weit  steigen  können,  als  die  Menge  der  elektrolytisch 
fortzuschaffenden  Producte  erlaubt.  Hierbei  ist  vorausgesetzt, 
dass  die  Stromstärke  verschwindend  klein  ist,  verglichen  mit 
der,  welche  die  Kraft  ($  im  gleichen  Widerstande  ohne  Pola- 
risation erregen  würde. 

In  der  Tliat  zeigte  sich  bei  den  zuletzt  beschriebenen 
Strömen  (z.  B.  (5  = — 500,  J = — 10),  dass  bei  plötzlicher 
Einschaltung  eines  Widerstandes  von  10000  S in  AGf  der 
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Magnet  nur  einen  momentanen  Ruck  nach  abwärts  macht  und 
dann  wieder  auf  derselben  Stelle  steht  wie  vorher;  als  wenn 
der  Widerstand  der  Stromleitung  unendlich  gross  gegen  den 
eingeschalteten  Widerstand  wäre.  Der  kurze  Ruck  zeigt  nur 
die  Aenderung  der  condensatorischen  Ladung  der  Oberfläche 
744  an,  da  die  der  Stromstärke  entsprechende  Potentialdifferenz 
in  dem  Zweige  A f durch  die  Erhöhung  seines  Widerstandes 
bei  gleichbleibender  Stromstärke  wachsen  muss. 

Es  ist  bekannt,  dass  Widerstandsbestimmungen  an  Ketten, 
welche  polarisirte  Platten  enthalten,  gewöhnlich  daran  scheitern, 
dass  auch  die  kürzeste  Verstärkung  oder  Schwächung  des 
Stromes  den  Zustand  der  Platten  verändert,  sodass  man  bei 
Rückkehr  zu  den  früheren  Bedingungen  nicht  mehr  dieselbe 
Stromstärke  wie  vorher  findet. 

Dagegen  kann  man  ziemlich  gute  Widerstandsbestimmungen 
an  dem  mit  0 beladenen  Draht,  wie  an  einem  constanten 
Batterieelement  machen,  wenn  man  Wasser  zersetzende  Strom- 
kräfte (@  = — 1000)  braucht  und  ab  wartet,  bis  alle  Wasser- 
stoffreste im  Drahte  verschwunden  sind.  Ich  erhielt  für  den 
Widerstand  des  durch  AaGcf  gehenden  Stromes  dann  Zahlen, 
die  bis  zu  1400  S sanken. 

Andererseits  wird  auch  bei  möglichst  vollständiger  Wasser- 
st offbeladung  und  Wasser  zersetzenden  Stromkräften  der  Zu- 
stand des  Drahtes  constant  genug,  dass  man  Zeit  hat,  mit  dem 
sehr  beweglichen  Thomson’schen  Galvanometer  die  Ablesung 
bei  Einschaltung  eines  Widerstandes  zu  machen,  ohne  nachher 
bei  Ausschaltung  desselben  den  früheren  Zustand  verändert  zu 
finden.  Dabei  ergaben  sich  aber  für  denselben  mit  H bela- 
denen Platindraht  Widerstände,  die  bis  zu  10000  stiegen. 
Dieser  Unterschied  wird  darauf  zurückzuführen  sein,  dass  bei 
anodischen  Strömen  sich  Säure  um  den  Draht  sammelt  und 
das  Leitungsvermögen  der  Flüssigkeit  verbessert,  bei  katho- 
dischen  Strömen  dagegen  die  Flüssigkeit  um  den  Draht  säure- 
frei und  schlecht  leitend  werden  muss.  Da  der  Hauptwider- 
stand der  Flüssigkeit  in  der  nächsten  Nachbarschaft  des  dünnen 
Drahtes  liegt,  so  muss  die  Beschaffenheit  dieser  Flüssigkeits- 
schichten einen  sehr  erheblichen  Einfluss  auf  den  gesammten 
Widerstand  haben. 
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Einfluss  der  Strömung  des  Wassers  längs  polarisirter 

Platinflftchen. 

Die  hierher  gehörigen  Versuche  sind  meist  an  den  dünnen 
Platindrähten  angestellt  worden,  die  oben  als  Elektroden  be- 
schrieben wurden,  indem  ich  sie  durch  leichtes  Klopfen  mit 
einem  Glasröhrchen  erschütterte.  Die  Erfolge  sind  regel- 
mässiger, als  man  vielleicht  nach  der  dabei  nicht  zu  vermei- 
denden Unregelmässigkeit  der  mechanischen  Bewegung  erwarten 
sollte.  Die  elektrische  Wirkung  nähert  sich  nämlich  schnell 
einer  Grenze,  über  die  sie  durch  stärkere  Bewegung  nicht  mehr 
hinausgetrieben  wird.  Um  länger  dauernde  Wirkungen  zu  er- 
zielen, habe  ich  die  Elektroden  auch  in  einzelnen  Versuchs- 
reihen an  einem  elektromagnetisch  bewegten  Neef’schen  Hammer 
befestigt,  dessen  Bewegungen  sie  mitmachten.  In  anderen  Ver- 
suchen habe  ich  die  Flüssigkeit  aus  engen  Röhren  in  das  wei- 
tere Gefäss  strömen  lassen  und  die  Elektrode  in  die  Mündung 
des  Rohres  eingelegt.  Die  Ergebnisse  wurden  dadurch  nicht 
wesentlich  geändert. 

Wir  haben  zu  unterscheiden  den  primären  Strom, 
welcher  vorhanden  ist,  ehe  die  Elektroden  erschüttert  werden, 
und  den  Erschütterungsstrom,  welcher  hinzukommt,  wenn 
die  Elektroden  in  Bewegung  gesetzt  werden. 

Die  Richtung  dieser  Ströme  bezeichne  ich  immer  in  Be- 
ziehung auf  den  erschütterten  Draht.  Je  nachdem  dieser  Ka- 
thode oder  Anode  des  Erschüttemngsstromes  ist,  nenne  ich 
letzteren  kathodisch  oder  anodisch. 

Die  von  mir  über  die  Erschütterungsströme  gewonnenen 
Ergebnisse  lassen  sich  nunmehr  in  folgende  Regeln  zusammen- 
fassen : 

1)  Beim  Bestehen  eines  starken  kathodischen 
primären  Stromes  sind  die  Erschütterungsströme  immer  von 
derselben  Richtung  und  verstärken  den  schon  bestehenden  Strom. 

2)  Bei  bestehenden  anodischen  oder  schwach  ka- 
thodischen Strömen  sind  die  Erschütterungsströme  anodisch 
mit  einer  sub  4)  erwähnten  Ausnahme. 

3)  Wasserstoffbeladung  der  oberflächlichen 
Schichten  des  Platina  begünstigt  in  der  Regel  das  Auf- 
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treten  anodischer  Erschütterungsströme.  Diese  sind  am  stärk- 
sten. wenn  man  stark  mit  Wasserstoff  beladenes  Platina  unter 
Einwirkung  anodischer  elektromotorischer  Kräfte  bringt.  Die 
Grenze  zwischen  Stromstärken,  welche  anodische  und  katho- 
dische  Erschütterungsströme  geben,  liegt  für  wasserstoffärmes 
740  Platina  bei  schwächeren  kathodischen  Strömen,  als  für  wasser- 
stoffreiches. 

4)  Wenn  man  den  primären  Strom  aufhören  macht, 
was  am  zweckmässigsten  dadurch  erreicht  wird,  dass  man  zwei 
gleiche  und  gleichartig  behandelte  Elektroden  durch  den  Multi- 
plicator  verbindet,  so  erhält  man  der  Regel  nach  anodische 
Erschütterungsströme,  die  um  so  stärker  ausfallen,  je  stärker 
die  Elektroden  mit  Wasserstoff  beladen  sind.  Wasserstoffarme 
Elektroden  geben  nur  bei  starker  Sauerstoffpolarisation  deutliche 
anodische  Erschütterungsströme,  wasserstoffreiche  dagegen  sehr 
starke,  selbst  wenn  sie  unmittelbar  vorher,  während  der  Strom 
noch  dauerte,  starke  kathodische  gaben.  Doch  beobachtet  man 
bei  den  stärksten  Graden  der  Wasserstoffbeladung  auch  das 
Gegen theil:  dass  nämlich  zuerst  unmittelbar  nach  dem  Auf- 
hören des  primären  Stromes  die  ersten  Erschütterungen  noch 
kathodische  Ströme  geben , denen  dann  bei  folgenden  Er- 
schütterungen anodische  folgen;  und  dass  endlich  nach  sehr 
lange  fortgesetzter  starker  Wasserstoffbeladung  dauernd  nur 
kathodische  Erschütterungsströme  zu  Stande  kommen.  Die 
erst  erwähnten  vorübergehenden  kathodischen  Ströme  werden 
als  herrührend  von  starker  Wasserstoffbeladung  der  oberfläch- 
lichen Schichten  des  Platina  aufgefasst  werden  können,  welche, 
wenn  die  tieferen  Lagen  noch  nicht  mit  Wasserstoff  gesättigt 
sind,  schnell  abnimmt  durch  Wanderung  des  Wasserstoffes  in 
grössere  Tiefe. 

Ein  durch  Erschütterung  hervorgerufener  Strom  giebt  selbst 
nach  längerer  Dauer  keinen  Rückschlag  in  die  entgegengesetzte 
Ablenkung,  wie  es  die  durch  die  Aenderutig  des  Widerstandes 
oder  der  elektromotorischen  Kraft  bei  polarisirten  Platten  her- 
vorgerufenen Aenderungen  der  Stromintensität  in  der  Regel 
thun.  Für  die  Erklärung  der  Ursachen  dieser  Ströme  ergiebt 
sich  daraus  die  wichtige  Folgerung,  dass  sie  nicht  zu  Stande 
kommen  durch  beschleunigtes  Eintreten  irgend  einer  der  Ver- 
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änderungen,  die  der  polarisirende  Strom  auch  in  der  Ruhe 
hervorgebracht  hätte.  Nur  eine  Ausnahme  von  der  genannten 
Regel  habe  ich  gefunden.  Nämlich  an  der  oben  besprochenen 
Grenze  zwischen  anodischen  und  kathodischen  Ersclnitterungs- 
strömen  bei  massigen  kathodischen  Stromstärken  sieht  man, 
dass  während  des  Schütteins  selbst  eine  kleine  anodische  Ab- 
weichung, nachher  eine  kleine  kathodische  eintritt. 

Die  massig  stark  mit  Wasserstoff  beladenen  Platten  zeigen 
also  ein  verschiedenes  Verhalten,  je  nachdem  ein  primärer 
Strom  in  sie  eintritt  oder  nicht.  Dieser  Unterschied  lässt  sich 
dadurch  erklären,  dass  ein  starker  kathodischer  Strom  die 
Säure  aus  der  Nähe  der  Elektrode  wegführt  und  schlecht  lei- 
tende Schichten  bildet.  Werden  diese  weggespült,  so  muss 
erhöhte  Stromintensität  eintreten.  Diese  bildet  den  kathodi- 
schen Erschütterungsstrom. 

Bei  den  anodischen  Strömen  finden  wir  nichts  Entsprechen- 
des; in  der  That  wird  die  Vertauschung  eines  kleinen  Theils 
des  Widerstandes  (nämlich  der  stärker  sauren  Flüssigkeit  um 
die  Elektrode)  mit  einem  etwas  grösseren  Widerstande  nicht 
so  viel  wirken  als  der  entgegengesetzte  Fall. 

Sehen  wir  von  dieser  Complication  ab,  so  finden  wir,  dass 
wenn  die  Erschütterung  den  Widerstand  nicht  verändert, 
wasserstoffreichste  Drähte  kathodische  Erschütterungsströme 
geben,  mässig  mit  Wasserstoff  beladene  stark  anodische,  wasser- 
st offar me  schwach  anodische. 

Bei  einer  gewissen  Stärke  der  kathodischen  Ströme  kämpft 
gleichsam  derjenige  Einfluss,  welcher  in  der  Ruhe  anodischen 
Strom  erregt,  gegen  die  Verminderung  des  Widerstandes, 
welche  kathodischen  Strom  giebt.  Die  letztere  Aenderung 
wird  langsamer  ausgeglichen,  die  erste  re  schneller,  was  sich 
durch  den  Verlauf  dieser  Ströme  in  der  beschriebenen  Weise 
zu  erkennen  giebt. 

Theoretische  Betrachtungen. 

Um  die  hier  beschriebene  verwickelte  Reihe  von  Erschei- 
nungen unter  zusammenfassende  Gesichtspunkte  zu  ordnen, 
erlaube  ich  mir  eine  Hypothese  über  die  Vorgänge  bei  der 
Elektrolyse  vorzutragen,  die  sich  an  meine  früher  schon  auf- 
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gestellte  Hypothese *)  über  die  Natur  der  galvanischen  Kraft 
anschliesst.  Ich  habe  dieselbe  seit  187 1 in  meinen  Vorlesungen 
über  Physik  wenigstens  nach  ihren  wesentlichen  Grundzügen 
7«  vorgetragen,  bisher  aber  keine  Veranlassung  gehabt,  in  meinen 
wissenschaftlichen  Abhandlungen  weiter  darauf  einzugehen,  da 
ich  es  für  ein  wesentliches  Erforderniss  der  wissenschaftlichen 
Methodik  halte,  dass  man  die  theoretischen  Voraussetzungen 
nicht  weiter  specialisirt,  als  es  der  vorliegende  Gegenstand 
fordert.  In  meinen  bisherigen  Arbeiten  über  galvanische  Po- 
larisation genügte  aber  das  Gesetz  von  der  Constanz  der  Ener- 
gie. Dieses  Verfahren  hat  Missverständnisse  hervorgerufen, 
und  theils  deshalb,  theils  des  vorliegenden  Gegenstandes  wegen, 
der  eine  weitere  Specialisirung  der  theoretischen  Hypothesen 
verlangt,  gehe  ich  auf  diese  letztere  ein. 

Ich  gehe  aus  von  der  1.  c.  gemachten  Voraussetzung  über 
die  Ursache  der  Elektricitätsvertheilung  in  metallischen  Leitern, 
wonach  jeder  Substanz,  welche  metallisch  leiten  kann,  ein  ver- 
schiedener Grad  von  Anziehung  gegen  die  beiden  Elektricitäten 
zukommt.  Ich  halte  dabei  die  Voraussetzung  fest,  dass  wo  + E 
austritt,  ein  gleich  grosses  Quantum  — E ein  tritt,  und  umge- 
kehrt. Dann  ist  nur  nöthig  von  der  auf  -f-  E wirkenden  Kraft 
zu  sprechen.  Ist  die  Arbeit,  welche  durch  diese  Anziehungs- 
kräfte geleistet  wird,  beim  Uebergange  der  elektrostatischen 
Einheit  positiver  Elektricität  aus  irgend  einem  als  Norm  die- 
nenden Metall  vom  Potential  Null  in  das  Innere  des  Metalls 
M gleich  Gm  zu  setzen  und  die  Potentialfunktion  im  letzteren 
gleich  cpm , so  ist  zwischen  zwei  Metallen,  die  wir  durch  die 
Indices  z und  c unterscheiden  wollen,  elektrisches  Gleichge- 
wicht, wenn 

cfx  G t — epc  Gc . 

Die  Constanten  G bestimmen  also  die  Ordnung  und  Entfernung 
der  Metalle  in  der  Volta’schen  Spannungsreihe.  Sie  wachsen, 
wenn  man  von  den  edlen  zu  den  leicht  oxydirbaren  Metallen 
fortgeht,  und  da  wir  für  dieselben  einen  Namen  brauchen, 
schlage  ich  vor,  sie  als  die  Galvanischen  Werthe  der  Me- 
talle zu  bezeichnen.  Den  Nullpunkt  ihrer  Scala  können  wir 

1)  Helmholtz,  Die  Erhaltung  der  Kraft.  8.  43  ff.  Berlin  1847. 
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beliebig  wählen.  Wir  wollen  vorläufig  diesen  dem  Metall  im 
Elektrometer  beilegen,  welches  die  Elektricität  der  zu  unter- 
suchenden Körper  aufzunehmen  hat  und  anziehend  oder  ab- 
stossend  auf  die  Theile  von  unveränderlicher  Ladung  wirkt 
(Metall  der  Quadranten  im  Quadrantenelektrometer).  Dann  sind 
die  Grössen  yx  — Gz  und  cpc  — Gc  gleichzeitig  die  Potential-  749 
werthe,  welche  die  beiden  Metalle  durch  metallische  Leitung 
den  betreffenden  Theilen  des  Elektrometers  mittlieilen. 

Um  Faraday’s  elektrolytisches  Gesetz  zu  erklären,  nehme 
ich  an,  dass  in  jeder  elektrolytisch  zerlegbaren  Verbindung 
jeder  Valenzwerth  des  Kation  mit  einem  Aequivalent  positiver 
Elektricität,  und  jeder  Valenzwerth  des  Anion  mit  einem  Aequi- 
valent negativer  Elektricität  verbunden  sei.  Jede  Bewegung 
von  Elektricität  in  der  Flüssigkeit  geschieht  nur  in  der  Weise, 
dass  die  Elektricitäten  haftend  an  ihren  Jonen  sich  fortbe- 
wegen. Da  die  schwächsten  vertheilenden  elektrischen  An- 
ziehungskräfte ebenso  vollständiges  Gleichgewicht  der  Elektri- 
cität im  Innern  von  elektrolytischen  Flüssigkeiten  erzeugen, 
wie  in  metallischen  Leitern:  so  ist  anzunehmen,  dass  der  freien 
Bewegung  der  positiv  und  negativ  geladenen  Jonen  keine  anderen 
(chemischen)  Kräfte  entgegenstehen,  als  allein  ihre  elektrischen 
Anziehungs-  und  Abstossungskräfte.  Mit  -f  E beladene  H- 
Atome,  die  sich  an  einer  Seite  der  Flüssigkeit  gesammelt 
haben,  der  ein  negativ  geladener  elektrischer  Leiter  genähert 
ist,  sind  also  nicht  als  „freier  Wasserstoff“  aufzufassen,  sondern 
noch  als  chemisch  gebundener.  In  der  That  werden  sie,  so- 
wie der  negative  Leiter  entfernt  wird,  sich  ohne  in  Betracht 
kommende  Arbeitsleistung  wieder  mit  den  Sauerstoffatomen, 
die  die  Träger  der  entsprechenden  Aequivalente  negativer  Elek- 
tricität sind,  vereinigen. 

Damit  eine  Anzahl  positiver  Jonen  elektrisch  neutral  und 
chemisch  unverbunden  ausscheide,  muss  die  Hälfte  davon  ihre 
Aequivalente  4-  E abgeben  und  dafür  die  entsprechenden  — E 
aufnehmen.  Dieser  Vorgang  ist  mit  grossem  Arbeitsaufwand 
verbunden  und  constituirt  die  definitive  Trennung  der  vorher 
bestandenen  chemischen  Verbindung. 

In  der  That  ist  bekanntlich  der  durch  die  Verbindungs- 
wärme gemessene  Betrag  dieser  Arbeit  wenigstens  bei  stark 


Digitized  by  Google 


912 


Galvanismus. 


verdünnten  Lösungen,  in  denen  keine  Nebenprocesse  in  Betracht 
kommen,  für  jedes  basische  Atom  charakteristisch  und  unab- 
hängig von  der  Art  der  gleichzeitig  in  der  Flüssigkeit  vor- 
handenen sauren  Molekeln.  Das  Gleiche  gilt  für  die  letzteren 
unabhängig  von  den  ersteren.  Säurehydrate  sind  dabei  als 
750  Wasserstoffsalze  zu  behandeln.  In  reinem  Wasser  und  in 
Lösungen  von  Alkalihydraten  scheint  (4-  If)  (—  0—)  das  Anion 
zu  sein,  welches  neutralisirt,  etwa  in  der  Form  (4-  H)  (—  O— ) 
(-{- O — ) (4-//),  als  Wasserstoffsuperoxyd  ausscheidet  oder 
basische  Superoxyde  bildet. 

Ist  die  elektrolytische  Flüssigkeit  in  Berührung  mit  zwei 
Elektroden  von  ungleichem  elektrischen  Potential , so  tritt  zu- 
nächst Ansammlung  von  Atomen  des  positiven  Jon  an  der 
negativen  Platte,  des  negativen  an  der  positiven  ein,  bis  im 
Innern  der  Flüssigkeit  die  Potentialfunction  einen  constanten 
Werth  erreicht  hat.  Wenn  sich  positiv  beladene  Atome  längs 
der  äusseren  Seite  der  Elektrodenfläche  sammeln,  werden  an 
deren  innere  Seite  die  entsprechenden  Quanta  negativer  Elek- 
tricität  herangezogen,  und  es  wird  sich  eine  elektrische  Doppel- 
schicht ausbilden  müssen,  deren  Moment  so  lange  zunimmt, 
bis  die  an  den  beiden  Elektroden  gebildeten  Doppelschichten 
ausreichen,  den  zwischen  ihnen  durch  die  elektromotorische 
Kraft  der  Kette  gesetzten  Sprung  des  Potentialwerthes  her- 
vorzubringen. Ich  habe  schon  in  meiner  Mittheilung  vom 
27. Februar  18791)  im  Anschluss  an  die  von  Sir  W.  Thomson 
dafür  gegebenen  Beweise  hervorgehoben , dass  hierbei  Mole- 
cularkräfte  von  sehr  kleinem,  aber  endlichem  Wirkungsbereich 
eingreifen  müssen,  weil  sonst  die  Entfernung  der  beiden  Schichten 
voneinander  unendlich  klein  und  die  der  Ansammlung  ent- 
sprechende Arbeit  der  elektrischen  Fenikräfte  unendlich  gross 
werden  würde.  Im  vorhegenden  Falle  ist  mindestens  die  eine 
Schicht  an  ponderable  Atome  gekettet,  und  die  Doppelschicht 
wird  deshalb  endliches  Moment  behalten  und  einen  Conden- 
sator  von  ausserordentlich  grosser  Capacität  darstellen.  So 
lange  keinerlei  chemische  Processe  die  Menge  der  angesam* 
melten  Elektricitäten  verändern,  ist  in  einem  solchen  Falle  das 


1)  Helmholtz,  Wied.  Anu.  Bd.  7.  S.  338.  1879.  (Voriger  Aufsatz.) 
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Potential  der  Flüssigkeit  zwischen  den  beiden  Elektroden  da- 
durch bestimmt,  dass  die  gleichen  Mengen  von  -f  E und  — E, 
gebunden  an  ihre  Jonen,  sich  an  den  beiden  Elektroden  an- 
gesammelt haben  und  dadurch  die  relative  Dicke  der  beiden 
entsprechenden  Hälften  der  Doppelschichten  bestimmt  ist. 
Bezeichnen  wir  mit  E die  Menge  der  angesammelten  Elektri- 
cität,  mit  Fx  und  F2  die  Oberflächen  der  beiden  Elektroden, 
mit  Cj  und  C2  die  Capaeitäten  der  Flächeneinheiten  (welche 
möglichereise  Functionen  der  Dicke  der  Schicht  sind),  mit 
cfv  ff  2 und  (p0  die  Potentialwerthe  der  beiden  Metall  platten 
und  der  Flüssigkeit,  so  wird  Gleichgewicht  sein,  wenn: 


Durch  diese  Bedingungen  ist  der  Gleichgewichtszustand 
vollständig  bestimmt.  Um  denselben  herzustellen,  müssen  die 
Quanta  -f  E der  Kathode  und  — E der  Anode  zufliessen. 
Da  die  elektrischen  Doppelschichten  einander  sehr  nahe  und 
infolge  dessen  die  Capacitäten  C sehr  gross  sind,  so  erscheint 
diese  Elektrisitätsbewegung  als  ein  nicht  ganz  unbedeutender, 
aber  schnell  vergänglicher  Strom.  Die  beschriebene  Ladung 
der  Platten  können  wir  als  die  condensatorische  bezeichnen. 
Können  die  beiden  Platten  mit  Beseitigung  der  zwischen 
ihnen  herrschenden  elektromotorischen  Kraft  leitend  verbunden 
werden,  so  tritt  ein  ebenso  grosser  Rückstrom  ein.  Uebrigens 
sind  sie  stromlos,  wenn  ihre  Ladungen  ausgebildet  sind  und 
an  ihnen  keine  Processe  stattfinden,  welche  einen  Theil  der 
Elektricität  der  Grenzschichten  beseitigen  können.  Zu  solchen 
Processen  gehören: 

Helmholtz,  wissensch.  Abhandlungen.  58 


(i) 

(la) 


wo  mit  A die  elektromotorische  Kraft  der  Kette  bezeichnet 
ist.  Daraus  ergiebt  sich: 


(lb) 
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1)  Elektrolytische  Abscheidung  der  Jonen  aus  der 
Flüssigkeit;  wobei  jene  elektrisch  neutral  werden,  indem  die  Hallte 
derselben  ihr  Aequivalent  E abgiebt  und  dafür  das  entgegen- 
gesetzte aufnimmt.  Dabei  kommt  theils  elektrische,  theils  rnole- 
culare  Arbeit  in  Betracht.  Die  erstere  besteht  an  der  Kathode 
darin,  dass  eine  Menge  — E aus  dem  Potential  der  Kathode 
in  das  der  Flüssigkeit  übertragen  wird,  die  moleculare  haupt- 
752  sächlich  darin,  dass  die  an  das  Kation  gebundenen  Aequiva- 
lente  + E losgelöst  und  dafür  Aequivalente  — E eingefuhrt  wer- 
den, woneben  ausserdem  die  schwächeren  durch  die  Auflösung 
und  die  Aenderung  des  Aggregatzustandes  gesetzten  Arbeits- 
leistungen in  Betracht  kommen.  Bezeichnen  wir  diese  gesammte 
moleculare  Arbeit  für  die  Einheit  + E mit  Kx , so  ist  die  zu  lei- 
stende Arbeit  für  die  Einheit  an  die  Kathode  übergehender  -f  E: 

<(,  - Gi  + Ki~  9".'- 

Mit  cpo,\  ist  der  Werth  des  Potentials  in  der  Flüssigkeit  be- 
zeichnet dicht  an  der  Aussenseite  der  elektrischen  Doppelschicht. 

So  lange  diese  Grösse  positiv  ist,  wird  der  Uebergang 
nicht  erfolgen,  wohl  aber,  wenn  sie  negativ  zu  werden  anfangt 
Der  grösste  Werth  der  Potentialdifferenz , der  an  einer 
Kathodenfläche  eintreten  kann,  ist  also: 

9\  ~ 9«.i  = Gi  - K\  • (2) 

Sobald  diese  Grenze  überschritten  wird,  fängt  die  elektro- 
lytische Action  an. 

Aehnliche  Betrachtungen  gelten  für  die  Anode. 

Die  Art  des  Vorganges,  dessen  Arbeit  durch  die  Grösse  K 
gemessen  wird,  kann  übrigens  verschieden  sein,  je  nachdem  das 
betreffende  Kation  sich  einfach  ausscheidet,  entweder  wie  ein 
galvanoplastisch  niedergeschlagenes  Metall,  oder  in  der  Flüssig- 
keit gelöst  bleibt,  aber  nicht  mehr  als  positiver  Bestandtheil 
eines  Salzes,  sondern  als  elektrisch  neutrale  freie  Verbindung. 
So  namentlich  der  Wasserstoff  aus  den  gewässerten  Säuren, 
der  bei  langsamer  Entwickelung  sich  in  der  Flüssigkeit  löst 
und  durch  Diffusion  verbreitet,  bei  beginnender  Uebersätti- 
gung  der  Flüssigkeit  dagegen  sich  als  Gas  entwickelt.  In 
anderen  Fällen  ist  es  nicht  das  Kation  direct,  welches  neutra- 
lisirt  und  ausgeschieden  wird  , sondern  dieses  kann  auch  ein 
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anderes,  seine  4-  E leichter  abgebendes  Atom  aus  einer  dort 
bestehenden  Verbindung  drängen,  z.  B.  Kalium  den  Wasser- 
stoff des  Wassers. 

Von  den  hierbei  stattfindenden  Umsetzungen  kommen 
jedenfalls  diejenigen,  welche  die  den  Strom  hemmende  Kraft 
der  Zelle  vergrössern  oder  die  treibende  verkleinern,  wie  die 
Bildung  des  Wasserstoffsuperoxyds  als  nothwendige  Glieder 
des  elektrolytischen  Processes  in  Betracht.  Unter  den  die  m 
AVärmeentwickelung  vermehrenden  Umsetzungen  dagegen  könn- 
ten auch  eigentlich  secundäre  Zersetzungen  Vorkommen,  die 
ohne  Zuthun  der  elektrischen  Kräfte  und  ohne  Rückwirkung 
auf  diese  ablaufen , wie  z.  B.  Zerfall  des  ausgeschiedenen 
Wasserstoffsuperoxyds  in  Sauerstoff  und  Wasser,  oder  des 
Stickstoffperoxyds  K.Oj  aus  der  Salpetersäure  in  salpetrige 
und  Salpetersäure,  und  der  ersteren  wieder  in  Salpetersäure 
und  Stickoxyd.  Welche  unter  diesen  neugebildeten  Verbin- 
dungen noch  einen  erleichternden  Einfluss  auf  die  Elektrolyse 
haben,  wird  durch  Specialuntersuchungen  über  die  einzelnen 
Fälle  zu  entscheiden  sein. 

In  denjenigen  Fällen,  wo  schon  vor  der  Schliessung  des 
Stromes  die  für  beide  Stromrichtungen  in  Betracht  kommenden 
Jonen  in  reichlicher  Menge  und  in  gut  leitendem  Zustande 
vorhanden  sind,  wird  die  Gleichung: 

(p  — G — (f0, 1 — — K 

schon  vor  der  Schliessung  des  Kreises  erfüllt  sein,  und  der 
Eintritt  des  Stromes  hieran  nichts  ändern;  es  wird  also  nach 
dessen  Schliessung  keine  neue  condensatorisehe  Ladung  erst 
gebildet  zu  werden  brauchen.  Dies  ist  der  Fall  bei  den  soge- 
nannten constanten  Ketten,  also  wenn  ein  Metall  mit  einer 
dasselbe  Metall  enthaltenden  Lösung  in  Berührung  ist,  aus  der 
es  als  Kation  ausscheidet  oder  in  die  es  als  Anion  eintritt.  Auch, 
wenn  Platin  oder  Kohle  in  salpetriger  Salpetersäure  stehen. 
Wenn  eins  von  beiden  in  reiner  Salpetersäure  steht,  wird  es 
wenigstens  nicht  negativer  bei  ungeschlossener  Kette  sein  können, 
als  bei  geschlossener.  Wohl  aber  würde  es  möglicherweise 
positiver  sein  d.  h.  eine  Sauerstoffpolarisation  haben  können. 
Ebenso  wird  Kupfer  in  verdünnter  Schwefelsäure  vor  der 

58* 
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Stromschliessung  negativ  geladen  worden  sein  und  Wasser- 
stoffpolarisation haben  können,  aber  positivere  Ladung  als 
dem  Gleichgewichtszustände  entspricht,  würde  sich  nicht  hal- 
ten. Hier  ist  das  Kation  Wasserstoff,  als  Anion  aber  tritt 
Kupfer  ein.  Beide  sind  verschieden,  und  es  kann  deshalb  die 
Differenz  des  elektrischen  Potentials  und  der  condensatorischen 
Ladung  eintreten,  die  dem  Unterschiede  dieser  beiden  Jonen 
entspricht.  Somit  wird  Kupfer  in  verdünnter  Schwefelsäure 
764  als  Kathode  auch  zuerst  einen  condensatorischen  Ladungsstrom 
zeigen,  dessen  Stärke  schnell  schwindet,  während  derselbe  weg* 
fällt,  wenn  es  in  einer  Lösung  von  Kupfervitriol  steht. 

Von  dem  Zeitpunkte  ab,  wo  an  einer  der  Elektroden  die 
Dicke  der  elektrischen  Schicht  so  weit  gewachsen  ist,  dass  das 
dortige  Jon  sich  neutralelektrisch  auszuscheiden  beginnt,  wird 
an  dieser  das  Moment  der  elektrischen  Doppelschicht  und  da- 
her auch  die  Potentialdifferenz  nicht  mehr  wachsen  können,  son- 
dern nur  noch  an  der  anderen  Elektrode,  bis  auch  an  dieser 
die  Grenze  der  Zersetzung  erreicht  ist.  Damit  dies  geschehe, 
wird  nach  Gleichungen  2 und  la: 

y-j  — G1  — ff  o + Go  — K2  — Äj 

werden  müssen. 

Dieselben  Betrachtungen  bestimmen  dann  auch  unmittel- 
bar das  Gesetz  der  Stromstärke  in  den  sogenannten  eon- 
stanten  Ketten.  Zu  den  letzteren  gehören  alle  solche,  in  denen 
sich  schon  vor  der  Schliessung  des  Stromes  das  während  der 
Elektrolyse  bestehende  elektrische  Gleichgewicht  zwischen  Me- 
tallplatte und  Flüssigkeit  hat  herstellen  können. 

Dann  wird,  wenn  J die  Intensität  des  Stromes,  W den 
Widerstand  in  der  metallischen,  w den  in  der  flüssigen  Leitung 
bezeichnet,  nach  Ohm ’s  Gesetz  sein: 

<P\  “*  ^2  “ &\  + ^2  ~ A = — J W 
<JC0,1  — (f‘0,2  = + Jw- 

Da  nach  Gleichung  (2): 

— y-0,1  — Gj  = — A] , 

ff  2 ff  0,2  ~ -^2  > 
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ergiebt  sich: 

K2-  Ky-  A=  - J[}V  + w), 

d.  h.  die  sonst  etwa  noch  vorhandene  elektromotorische  Kraft  A 
wird  um  K2—K 1 verringert.  Wenn  A— 0,  ist  Kx  — K2  die  elek- 
tromotorische Kraft  im  Kreise.  Diese  hängt  also  nur  von 
der  molecularen  Arbeit  der  elektrolytischen  Zersetzung,  die 
durch  die  Constanten  K gemessen  wird,  nicht  von  den  gal- 
vanischen Werthen  G der  Elektroden  ab. 

Auf  die  Erörterung  der  etwa  in  der  Flüssigkeit  vorhan- 
denen elektromotorischen  Kräfte  will  ich  hier  nicht  näher  ein- 
gehen,  sondern  verweise  auf  meine  frühere  Abhandlung  vom  755 
26.  November  1877. l) 

Ist  neutraler  Sauerstoff  in  der  Flüssigkeit  aufgelöst,  so 
wird  die  Kathode  ihre  negative  Elektricität  mit  den  Aequi- 
valenten  (+  E)  dieses  Elementes  austauschen  können,  während 
der  negativ  gemachte  0 sich  mit  dem  herangeführten  + H 
verbindet.  Da  0 jedenfalls  geringere  Anziehungskraft  zum 
-f-  E hat  als  H,  so  wird  dadurch  die  Potentialdifferenz  an 
der  Kathode  erheblich  herabgesetzt,  und  es  wird  in  diesem 
Falle  eine  viel  schwächere  elektromotorische  Kraft  genügen 
einen  dauernden,  aber  in  seiner  Intensität  durchaus  von  der 
Diffusionsgeschwindigkeit  des  Sauerstoffes  abhängigen  Strom 
zu  unterhalten.  In  der  That  geschieht  dann  an  der  Kathode 
die  Vereinigung  von  freiem  ±0  mit  +H2,  während  an  der 
Anode  ± 0 aus  der  Verbindung  H2  S 04  ausscheidet.  Dies 
ergiebt  die  von  mir  als  Convectionsströme  bezeichneten 
Ströme,  über  welche  ich  der  Akademie  am  31.  Juli  1873  2) 
berichtet  habe. 

In  dieselbe  Kategorie  gehören  eine  Menge  anderer  Fälle, 
in  denen  ein  das  Freiwerden  einer  der  Elektrizitäten  er- 
leichternder Bestandtheil  in  sehr  geringer  Menge  in  der 
Lösung  vorkommt  und  erst  allmählig  durch  Diffusion  heran- 
geschafft wird. 

2)  Ein  zweiter  Process,  der  eine  positiv  elektrische  Grenz- 
schicht beseitigt,  ist  die  Occlusion  des  Wasserstoffs 

1)  Helmholtz,  Wied.  Ann.  Bd.  3.  S.  201.  1878.  (Oben  Nr.  XLIV.) 

2)  Helmholtz,  Pogg.  Ann.  Bd.  150.  S.  483.  1873.  (Oben  Nr.  XLII.) 
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in  das  Metall  der  Kathode.  Am  reichlichsten  und  schnellsten 
geschieht  dies  nach  Graham’ s Entdeckung  am  Palladium,  deut- 
lich nachweisbar  aber  auch  am  Platin.  Dass  der  Wasserstoff 
auch  in  dieses  Metall  tief  eindringe,  ist  von  Hra.  E.  Root1) 
nachgewiesen  worden. 

Die  von  mir  oben  beschriebenen  Versuche  lehren,  dass 
Wasserstoff  bei  Kräften,  welche  noch  nicht  zur  Wasserzer- 
setzung ausreichen,  zur  Occlusion  kommen  kann.  Es  war  dazu 
eine  Potentialdifferenz  von  etwa  ein  D au i eil  gegen  die  Sauer- 
stoff entwickelnde  Anode  nöthig. 

Nehmen  wir  an,  dass  (+  H)  eintreten  kann  in  das  Pt, 
welches  um  jedes  oecludirte  Wasserstoffatom  — E ansammelt, 
so  würde  bei  der  Elektrolyse  Pt  in  die  Verbindung  mit  dem 
H2  einrücken,  aus  welcher  das  S04  verdrängt  wird,  und  da- 
durch die  chemische  Arbeit  der  Elektrolvse  vermindert  werden. 

* 

Die  Verbindung,  in  welche  hierbei  das  Platin  mit  dem  Wasser- 
stoff tritt,  würde  nicht  nothwendig  als  eine  chemische  nach 
festen  Massenverhältnissen  geschlossene  zu  betrachten  sein. 
Die  S.  903  ff.  beschriebenen  Versuche  zeigen  aber,  dass  erst 
nach  Ueberschreitung  einer  gewissen  Grösse  der  elektromoto- 
richen  Kraft  Wasserstoff  in  das  Platin  einzutreten  beginnt, 
dann  aber  auch  gleich  in  relativ  grosser  Menge  in  lang  dauern- 
dem und  anfangs  auch  starkem  Strome.  Hat  man  diese  Be- 
ladung, wie  sie  unter  Wirkung  der  oben  mit  (5  = 200  bezeich- 
nten elektromotorischen  Kraft  ein  tritt,  abgewartet,  so  tritt 
bei  Steigerung  der  elektromotorischen  Kraft  bis  @ = 500  kein 
Strom  mehr  ein,  der  den  Eintritt  erheblicher  Mengen  von 
Wasserstoff  in  das  Platin  anzeigte.  Erst  wenn  man  diese 
Grenze,  wo  Wasserzersetzung  beginnt,  überscliritten  hat,  scheinen 
neue  Mengen  Wasserstoff  einzutreten.  Darauf  lässt  der  Um- 
stand schliessen,  dass  nach  langer  Einwirkung  solcher  stärkeren 
Ströme  die  geänderte  Richtung  der  Erschütterungsströine  bei 
aufgehobenem  primären  Strome  eine  Aenderung  im  Zustande 
des  Metalles  anzeigt,  und  dass  beim  Abwärtsgehen  über  die 
genannte  Grenze  ((£  = 500)  sich  ein  sehr  starker  und  anhalteu- 


1)  E.  Root,  Berl.  Monatgber.  16.  März  1876;  Pogg.  Ann.  Bd.  159. 
S.  416.  1876;  vgl.  auch  Crova  Mondes  Bd.  5.  S.  210.  (Oben  Nr.  XLIII.l 
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der  anodischer  Strom  entwickelt,  der  eine  ziemlich  erhebliche 
Menge  locker  gebundenen  Wasserstoffs  beseitigen  muss.  Beim 
Palladium  sieht  man  unter  entsprechenden  Umständen  eine 
Wasserstoffentwickelung  in  Bläschen  vor  sich  gehen. *)  Der 
bei  (S  = 200  aufgenommene  Wasserstoff  entweicht  dagegen  erst 
bei  schwach  negativen  elektromotorischen  Kräften  (£  = — 200, 
wie  man  an  den  dann  eintretenden  stärkeren  und  dauernden 
anodischen  Strömen  erkennt. 

Das  Eindringen  des  Wasserstoffs  in  das  Innere  des  Me- 
talls müssen  wir  uns  als  einen  sehr  langsam  vorschreitenden 
Process,  der  im  ganzen  wohl  der  Leitung  der  Wärme  in  sehr 
schlechten  Wärmeleitern  ähnlich  ist,  vorstellen.  Selbst  bei 
den  Drähten  von  0,5  mm  Durchmesser,  die  ich  angewendet 
habe,  sind  mindestens  8 Tage  nöthig,  um  annähernd  vollstän- 
dige Sättigung  mit  Wasserstoff  oder  annähernd  vollständige 
Reinigung  davon  zu  bewerkstelligen. 

Solches  mit  H beladenes  Palladium  oder  Platina  verhält 
sich  dem  unveränderten  Metall  gegenüber  im  galvanischen 
Kreise  'wie  ein  positives  Metall.  In  Gleichung  (2)  haben  wir 
gefunden,  dass: 

(fi  ~ = O — K — — 4 Tifji  , 

wo  n das  Moment  der  elektrischen  Doppelschicht  an  der  Grenz- 
fläche bezeichnet,  in  seinem  Vorzeichen  entsprechend  der  in 
der  Flüssigkeit  liegenden  elektrischen  Grenzschicht. 

Die  die  chemische  Arbeit  messende  Constante  K des  Platina, 
bezogen  auf  Wasserstoffeintritt,  wird  jedenfalls  wachsen  müs- 
sen, je  mehr  Wasserstoff  eintritt;  im  Anfang  scheint  diese 
Steigerung  aber  sehr  langsam  zu  geschehen,  da  eine  grosse 
Menge  eintritt,  wenn  überhaupt  die  Grenze  der  dazu  noth- 
wendigen  elektromotorischen  Kraft  überschritten  ist.  Wenn 
wir  dagegen  annehmen,  dass  der  galvanische  Werth'  G des 
Metalls  mit  steigender  Wasserstoffocclusion  anfangs  schnell 
wächst,  so  wird  auch  die  Doppelschicht  längs  der  Oberfläche 
geändert  werden,  sodass  unter  gleichen  Umständen  ihr  in 
der  Flüssigkeit  liegender  Theil  schwächer  positiv  oder  stärker 

1)  Beobachtung  von  Hm.  J.  Moser. 
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negativ  wird.  Aus  dieser  Annahme  würde  sich  zunächst 
die  eigentümliche  Nachwirkung  vorausgegangener  starkei 
Ströme  während  des  Processes  der  Beladung  mit  Wasserstof: 
erklären.  Eine  zeitweilig  einwirkende  stärkere  elektromoto- 
rische Kraft  wird  H kräftig  herandrängen  und  zunächst  eine 
dünne  oberflächliche  Schicht  des  Platina  stark  damit  beladen. 
Dem  entsprechend  wird  sich  an  der  Aussenseite  der  Elek- 
trodenfläche eine  stärker  negative  Grenzschicht  ausbilden.  Hört 
nun  bei  einer  Rückkehr  zu  einer  schwächeren  elektromotorischen 
Kraft  die  starke  Zufuhr  von  H auf,  so  wird  dasselbe  aus  der 
äusseren  Schicht  des  Metalls  in  die  tiefer  gelegenen  wasser- 
8toffärmeren  hinüber  wandern.  In  dem  Maasse,  als  die  äussere 
Schicht  sich  des  Wasserstoffs  entledigt,  wird  ihre  äussere  Be- 
legungsschicht auch  wieder  neue  positive  Bestandteile  auf- 
758  nehmen  müssen,  und  deren  Heranfliessen  kann  sich  in  der  Ver- 
stärkung des  Stromes  ausdrücken.  Wesentliche  Bedingung  für 
diesen  Erfolg  wird  also  sein,  dass  schneller  Abfall  der  Wasser- 
stoffbeladung gegen  das  Innere  des  Metalls  stattfinde,  sodass 
das  Abfliessen  nach  der  Tiefe  schnell  genug  vor  sich  gehe. 
Die  Wasserstoffsättigung  des  Metalls  ■wird  also  noch  neu  und 
unvollständig  sein  müssen.  Ausserdem  wird  die  elektromotorische 
Kraft  zureichen  müssen,  den  Rücktritt  der  höheren  Beladung 
aus  der  Oberfläche  des  Metalls  an  das  Wasser  zu  verhindern. 

Was  die  Wirkungen  des  Flüssigkeitsstromes  längs 
der  Oberfläche  der  Elektrode  betrifft,  so  können  hier  zunächst, 
wie  ich  schon  oben  bemerkt  habe,  Widerstandsänderungen  in 
Betracht  kommen,  die  durch  Wegspülung  schlecht  leitender 
Schichten  verursacht  sind.  Als  solche  betrachte  ich  die  katho- 
dischen  Erschütterungsströme,  die  bei  hinreichend  intensivem 
primären  kathodischen  Strome  auftreten  und  unmittelbar  nach 
dem  Aufhören  des  letzteren  in  die  gegenteilige  Richtung  Um- 
schlagen. 

Auf  die  übrigen  Erschütterungsströme,  welche  bei  ano- 
dischem, schwach  kathodischem  oder  ganz  fehlendem  primären 
Strome  eintreten,  kann  man  dieselbe  Erklärung  anwenden,  die 
ich  auf  die  elektrocapillaren  und  capillarelektrisclien  Erschei- 
nungen bei  der  Berührung  von  Glas  und  Wasser  angewendet 
habe.  Der  Wasserstrom  verschiebt  die  der  Elektrode  an- 
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liegenden  Wasserschichten,  in  denen  das  entsprechende  Jon 
mit  seinen  elektrischen  Aequivalenten  aufgehäuft  ist.  Dieser 
bewegliche  Theil  der  elektrischen  Grenzschicht  wird  strom- 
abwärts zusammengedrängt,  und  wo  er  eine  hinreichende  Dicke 
gewinnt,  wird  das  Jon  unter  elektrischer  Neutralisation  frei 
werden.  Ist  das  Jon  das  Anion  der  Flüssigkeit  (0),  so  wird 
die  Entwickelung  desselben  -f-  E aus  der  Elektrode  austreten 
machen,  unmittelbar  nachher  wird  neues  (—  0 — ) von  der 
Flüssigkeit  her  Zuströmen  und  die  Doppelschicht  wieder  her- 
stellen.  Beides  giebt  einen  anodischen  Strom.  Dagegen  würde 
eine  Schicht  des  Kation  bei  Wasserströmung  einen  katho- 
dischen  Strom  geben  müssen.  Die  Erschütterungsströme  wer- 
den um  so  stärker  werden,  je  mehr  von  dem  betreffenden  Jon 
angesammelt,  und  je  näher  es  der  Grenze  des  Freiwerdens  ist;  75» 
also  1)  bei  elektromotorischen  Kräften,  die  zur  dauernden  Zer- 
setzung genügen  oder  beinahe  genügen,  2)  bei  grösserem  positiven 
Werth  der  galvanischen  Constante  (G  — K)  für  die  anodischen 
Ströme,  bei  grösserem  negativen  für  die  kathodischen  Ströme. 

Die  am  Platina  beobachteten  Erscheinungen  entsprechen 
diesen  Voraussetzungen,  wenn  wir  annehmen,  dass  wasserstoff- 
freies  Platina  sehr  schwach  positiv  gegen  die  von  mir  als 
Elektrolyt  gebrauchte  sehr  verdünnte  Schwefelsäure  ist,  dass 
das  im  mässigen  Grade  mit  Wasserstoff  beladene  Platina  einen 
grösseren  positiven  Werth  von  (G—  K)  hat,  und  eine  stärkere 
negative  Beladungsschicht  in  der  Flüssigkeit  bildet,  dass  da- 
gegen bei  starker  Beladung  der  galvanische  Werth  G des 
Wasserstoffplatins  ein  Maximum  erreicht,  K dagegen,  welches 
die  moleculare  Arbeit  der  eintretenden  Occlusion  misst,  und 
nach  vollendeter  Sättigung  in  den  der  Entwickelung  freien 
Wasserstoffs  entsprechenden  Werth  übergegangen  sein  muss, 
schnell  steigt,  und  das  Metall  daher  eine  positive  äussere 
Grenzschicht  von  (+H)  ausbildet. 

Nach  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  würden  wir 
durch  die  Erschütterungsströme,  wenigstens  bei  mangelndem 
primären  Strome,  immer  den  Sinn  der  Potentialdifferenz  zwi- 
schen Flüssigkeit  imd  Metallplatte  angezeigt  erhalten,  indem 
kathodische  Ströme  negative  Ladung  des  Metalls,  anodische 
positive  Ladung  anzeigen. 


XL  VII. 

Eine  elektrodynamische  Waage.* 1) 

Aus:  Wiedemann’s  Annalen  Bd.  XIV.  S.  52—54. 


62  Um  die  durch  die  Veränderungen  der  Richtung  und  In- 
tensität des  Erdmagnetismus  verursachten  Störungen  bei  der 
Messung  galvanischer  Ströme  durch  ihre  elektromagnetische 
Wirkung  zu  vermeiden,  habe  ich  mich  bemüht  eine  elektro- 
dynamische Waage  zu  eonstruiren.  An  den  Enden  des  Bal- 
kens einer  kleinen  chemischen  Waage  habe  ich  statt  der 
Schalen  zwei  Spiralen  von  Kupferdraht  aufgehängt,  deren 
Höhe  ihrem  inneren  Durchmesser  gleich  ist.  Ihre  Axe  ist 
vertical,  sie  können  sich  um  dieselbe  nicht  drehen.  Zwei 
grössere,  ebenso  hohe  Spiralen  von  grösserem  Radius  werden 
in  einer  festen  Stellung  von  einem  horizontalen  Metallstabe 
gehalten,  der  in  seiner  Mitte  an  der  die  Waage  tragenden 
Säule  befestigt  ist.  Die  Verbindungen  der  Drähte  sind  derart 
angeordnet,  dass  die  eine  der  beweglichen  Spiralen  von  der 
festen  angezogen,  die  andere  abgestossen  wird.  Beide  feste 
Spiralen  liegen  etwas  oberhalb  der  beweglichen.  Die  angezogene 
Spirale  hebt  sich,  die  abgestossene  sinkt  beim  Durchleiten  des 
Stromes  durch  den  Schliessungskreis. 

Bei  der  Construction  einer  solchen  Waage  sind  zwei 
Schwierigkeiten  zu  überwinden.  Erstens  muss  der  Strom  in 
die  beweglichen  Spiralen  ohne  Verminderung  ihrer  Beweglich- 
keit und  ohne  Einführung  schwach  aneinander  gepresster  Con- 


1)  Aus  Proceeding8  of  the  London  Roy.  Soc.  1881.  7.  April. 
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tactstellen,  wodurch  der  Widerstand  verändert  würde,  eingeführt 
werden.  Diese  Schwierigkeit  liess  sich  in  sehr  befriedigender 
Weise  durch  Anwendung  von  Rauschgold  beseitigen.  Etwa 
30  cm  lange  und  6—7  mm  breite  Streifen  hiervon  sind  sehr 
biegsam,  zeigen  keine  innere  Reibung,  haben  einen  sehr  massi- 
gen Leitungswiderstand  und  werden  infolge  ihrer  relativ  grossen 
Berührungsfläche  mit  der  Luft  nicht  leicht  erhitzt  Jede  der 
beweglichen  Spiralen  wurde  mit  den  anderen  den  Strom  leiten- 
den Drähten  durch  zwei  solche  Streifen  verbunden,  welche  von 
den  am  oberen  Tlieil  des  Glaskastens  der  Waage  befestigten 
Messingstücken  herunterhängen. J) 

Die  zweite  Schwierigkeit  ist,  die  Spiralen  in  eine  solche 
Lage  zueinander  zu  bringen,  dass  weder  die  Stabilität  noch 
die  Empfindlichkeit  der  Waage  beeinträchtigt  wird.  Hierzu 
darf  die  Intensität  der  elektrodynamischen  Kraft  während  der 
gewölmlichen  kleinen  Schwingungen  der  Waage  sich  nicht  zu 
sehr  ändern.  Diese  Kraft  ist  bekanntlich  Null,  wenn  die  Mitte 
der  beweglichen  Spirale  in  einer  Höhe  mit  der  der  festen  hegt, 
sodann  bei  unendlicher  Entfernung  beider  Spiralen  voneinander. 
Zwischen  beiden  Lagen  existirt  ein  Maximum  der  Kraft,  welches 
nahezu  der  Coincidenz  der  oberen  Fläche  der  einen  mit  der 
unteren  Fläche  der  anderen  Spirale  entspricht  Zwischen  der 
centralen  Lage  und  den  Lagen  der  Maximalwirkung  ist  der 
Differentialquotient  der  Kraft  bei  wachsendem  Abstand  der 
Mittelpunkte  der  Spiralen  positiv  und  wird  bei  Ueberschreitung 
der  Lage  der  Maximalwirkung  negativ.  Bei  unendlicher  Ent- 
fernung wird  er  wieder  Null.  Zwischen  der  Lage  der  Maximal- 
wirkung und  der  unendlichen  Entfernung  muss  es  also  eine 
Lage  geben,  wo  der  negative  Differentialquotient  der  Kraft  ein 
Maximum  hat,  und  der  zweite  Differentialquotient  Null  ist. 
Diese  Lage  muss  man  den  Spiralen  geben.  Da  stets  der  Ab- 
stand des  einen  Spiralenpaares  um  ebensoviel  vermindert  wird, 
wie  der  des  anderen  vermehrt  wird,  so  hängt  die  Veränderung 

1)  Solche  Streifen  von  Rauschgold,  durch  welche  ein  Strom  geleitet 
wird,  und  die  zwischen  die  Magnetpole  gehängt  werden,  können  sehr  gut 
zur  Demonstration  der  Wirkung  des  Magneten  auf  bewegliche  Leiter 
dienen.  Sie  werden  angezogen,  abgestossen,  gegen  die  Schwere  gehoben, 
oder  in  Spiralen  um  den  Magnet  gewickelt,  je  nach  der  Lage  des  letzteren. 
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der  Kraft  nur  vom  zweiten  Differentialquotienten  ab.  Ist  der- 
selbe positiv,  so  erzeugt  der  Strom  ein  labiles  Gleichgewicht; 

54  ist  er  negativ,  so  wird  die  Stabilität  der  Waage  vermehrt; 
d.  h.  sie  ist  mit  Strom  weniger  empfindlich  als  ohne  Strom. 
Werden  die  Spiralen  auf  die  richtige  Entfernung  gebracht, 
so  wird  weder  die  Empfindlichkeit  noch  die  Stabilät  der 
Waage  geändert,  und  auf  diese  Weise  kann  man  die  richtige 
Stellung  finden. 

Ist  der  Apparat  gut  eingestellt,  so  ist  der  Fehler,  welcher 
bei  der  Einstellung  der  Waage  gemacht  werden  kann,  nicht 
grösser  als  ein  Milligramm.  Da  die  durch  den  Strom  ausge- 
übte Kraft  dem  Quadrat  der  Intensität  proportional  ist,  so  be- 
stimmt man  die  Intensität  eines  Stromes,  welcher  durch  ein 
Gramm  äquilibrirt  wird,  bis  auf  Die  Kraft,  welche  der 

elektrodynamischen  Kraft  entgegenwirkt  und  sie  misst,  ist  allein 
die  Schwere  und  keinen  Schwankungen  unterworfen,  wie  der 
Erdmagnetismus  oder  die  Elasticität  eines  gedrillten  ein- 
fachen oder  bifilaren  Drahtes,  an  welchem  solche  Spiralen  auf- 
gehängt sind. 

Die  Bestimmungen  der  elektrodynamischen  Aequivalente 
des  einem  Gegengewicht  von  1 g entsprechenden  Stromes,  welche 
durch  verschiedene  Beobachter  während  des  letzten  Jahres 
angestellt  wurden,  haben  eine  selir  befriedigende  Ueberein- 
stimmung  ergeben. 
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lieber  galvanische  Polarisation  des  Quecksilbers 
und  darauf  bezügliche  neue  Versuche  des 
Hrn.  Arthur  König. 

Aus:  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  vom  3.  November  1881. 


Die  Oberfläche  des  Quecksilbers  bietet  eigentümliche  Vor- 
teile beim  Studium  der  galvanischen  Polarisation,  die  den 
festen  Metallen  abgeben.  Dies  veranlasste  mich  Hrn.  A.  König 
aufzufordern , im  hiesigen  Universitätslaboratorium  eine  Reihe 
von  Messungen  über  die  Capillarspannung  der  galvanisch  po- 
larisirten  Quecksilberflächen  nach  einer  neuen  Metode  vorzu- 
nehmen, bei  welcher  der  störende  Einfluss  der  so  veränder- 
lichen Adhäsion  der  beiden  Flüssigkeiten  an  den  Glaswänden 
wegfällt,  und  gleichzeitig  die  optischen  Schwierigkeiten  bei  der 
Messung  der  Niveaudifferenz  zwischen  der  oberen  Fläche  und 
dem  grössten  Umfange  eines  ruhenden  Quecksilbertropfens  ver- 
mieden werden.  Hr.  König  hat  zu  dem  Ende  die  Oberflächen- 
spannung in  einem  Quecksilbertropfen  bestimmt,  der  durch 
einen  festen  kreisförmigen  Glasrand  von  9 mm  Durchmesser 
begrenzt  war.  Die  scharfe  Kirnte  dieses  Randes  war  die  Schnitt- 
linie zweier  unter  45°  gegen  che  Verticale  geneigter  Schliff- 
flächen. Der  Tropfen  wurde  so  weit  hervorgedrängt,  bis  die 
Krümmung  in  der  Mitte  seiner  oberen  Fläche  ein  Maximum 
erreichte.  Diese  Krümmung  selbst  konnte  durch  das  Ophthal- 
mometer mit  grosser  Schärfe  gemessen  werden.  Die  Integration 
einer  von  Poisson  aufgestellten  Differentialgleichung  ergiebt 
dann  eine  Beziehung  zwischen  Krümmungsradius  und  Ober- 
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flächenspannung,  welche  sich  zur  numerischen  Ausrechnung  der 
letzteren  mit  beliebiger  Genauigkeit  benutzen  lässt. 

Die  Polarisation  der  Quecksilberfiäche  wurde  nach  der  von 
mir  bei  der  Untersuchung  der  Bewegungsströme  an  polarisirten 
Flächen  angewendeten  Methode  *)  in  folgender  Weise  bewirkt 

In  die  Flüssigkeit,  unter  welcher  sich  das  Quecksilber  be- 
fand, tauchten  zwei  Platinbleche  ein,  die  mit  den  Poldrähteu 
einer  aus  zwei  D anielPschen  Elementen  (ohne  Diaphragma) 
bestehenden  Batterie  verbunden  waren.  Dasjenige  dieser  Ele- 
mente, dessen  Zinkpol  direct  zu  der  einen  Platinplatte  führte, 
hatte  eine  Nebenschliessung  von  1000  SE.  Widerstand.  Durch 
Messung  der  Intensitäten  in  den  verschiedenen  Zweigen  dieses 
Stromnetzes  ergab  sich,  dass  zwischen  den  Enden  dieser  Neben- 
schliessung eine  Potentialdifferenz  von  0,86  D bestand.  Indem 
nun  der  Zuleitungsdraht  zu  der  Quecksilberkuppe  an  verschie- 
denen Stellen  dieser  Nebenschliessung  abgezweigt  wurde,  und 
man  ferner  noch,  wenn  es  nöthig  wurde  eine  stärkere  Wasser- 
stoffpolarisation zu  erzeugen,  als  sie  durch  directe  Verbindung 
der  Quecksilberkuppe  mit  der  Platinkathode  gegeben  war.  ein 
Daniell’sches  Element  in  den  genannten  zur  Quecksilberkuppe 
führenden  Draht  einschaltete,  Hessen  sich  alle  Polarisations- 
zustände innerhalb  derjenigen  Grenzen  hersteilen,  welche  einer- 
seits in  einer  zu  starken  Wasserstoffentwickelung  an  der  Queck- 
silberkuppe und  andererseits  in  einer  Trübung  der  letzteren 
durch  Bildung  von  Quecksilberoxyd  gegeben  waren.  In  beideu 
Fällen  konnte  nämlich  die  Quecksilberkuppe  nicht  mehr  zur 
Spiegelung  benutzt  werden,  und  damit  wurde  eine  Bestimmung 
der  Oberflächenspannung  unmöglich.  Die  Art  und  Grösse  der 
Polarisation  soll  in  dem  Folgenden  angegeben  werden  durch 
die  (positive  oder  negative)  Differenz,  um  welche  das  Potential 
der  Quecksilberkuppe  das  der  Platinkathode  übertraf. 

Die  vollständigere  Beschreibung  der  angewendeten  Me- 
thoden und  der  erlangten  Resultate  wird  einem  anderen  Orte 
M7  Vorbehalten.  Hier  möge  es  genügen,  von  den  letzteren  nur  die 
die  Grenzen  der  Aenderung  bezeichnenden  Zahlen  auzugeben. 


1)  Monatsberichte  vom  11.  März  1880.  — Wiedemann’s  Annalen 
Bd.  11.  S.  738 — 740.  (Vorhergehender  Aufsatz.) 
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Die  mittlere  der  nachfolgend  gemachten  Angaben  bezieht 
sich  auf  das  an  dieser  Stelle  eintretende  Maximum  der  Ober- 
flächenspannung; die  ersten  imd  letzte  Angabe  hingegen  auf 
die  möglichen  Grenzen  der  Polarisation. 


-lprocentige  Schwcfeläure. 

Pot.-Diff.  Oberflächenspannung 

0.00  D 45,17  mg  /mm 

+ 0*09  „ 45,76 

+ 0,86  „ 30,50 


ff 


lprocentige  Schwefelsäure. 


Pot.-Diff. 

Oberflächenspannung 

0,00  D 

47,14  „ 

4~  0,26  „ 

47,59  „ 

4*  0,86  „ 

32,21  „ 

5procentige  Schwefelsäure. 

Pot.-Diff. 

Oberflächenspannung 

0,00  D 

47,58  „ 

bis  4-  0,09  ff 

4-  0,17  f? 

47,81  „ 

4-  0,67  „ 

31,97  „ 

lprocentige  Salpetersäure. 

Pot.-Diff. 

Oberflächeuspannung 

+ 0.09  D 

42,35  „ 

4-  0,26  „ 

42.52  „ 

+ 0,86  „ 

32,93  „ 

5procentige  Salpetersäure. 

Pot-Diff. 

Oberflächenspannung 

0,00  D 

33,03  „ 

+ 0,60  „ 

34,83  „ 

+ 0,77  „ 

34,68  „ 

r Wasserstoff  säure  (5°/0  Gehalt  an  käuflicher  Salzsäure). 

Pot.-Diff. 

Oberflächenspannung 

— 1 ,00  D 

44,39  „ 

1 

o 

»• 

48,27  „ 

■i*  0,52  ,, 

42,78  „ 
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Concentrirte  Lösung  v 

Pot-Diff. 

— 1,00  D 

— 0,66  „ 

4*  0,09  ,, 

+ 0,85  „ 

Concentrirte  Lösung 
Pot.-Diff. 

— 1,00  D 
+ 0,17  „ 

4*  0,86  „ 

Concentrirte  Lösung 

Pot.-Diff. 

— 0,57  D 
4*  0,17  „ 

bis  4-  0,26  „ 

4-  0,86  „ 


Magn  esiumsulfat. 
Oberflächenspannung 

29,57  mg;  mm 
37,54  „ 

55,41  „ 

38,83  „ 

i Natriumsulfat. 

Oberflächenspannung 
32,97  „ 

47,62  „ 

30,34  „ 

n Chlornatrium. 

Oberflächenspannung 

34,69  „ 

52,10  „ 

43,27  „ 


Concentrirte  Lösung  von  Zinksulfat. 
Pot.-Diff.  Oberflächenspannung 


— 1,00  Dl 
bis  4-  0,14  „ j 
4-  0,34  „ 
4-  0,86  „ 


constant  48,36  ,, 

50,32  „ 

45,28  „ 


Bei  einer  Lösimg  von  Merk uronit rat  ergab  sich  bei 
allen  Polarisationszuständen  die  Oberflächenspannung  gleich 

29,36  „ 

In  einer  frisch  bereiteten  Lösung  von  Aetznatron  er- 
gab sich: 


Pot.-Diff. 

Oberflächenspannung 

— 1,00  D 

24,86  „ 

0,00  „ 

51,49  „ 

+ 0,77  „ 

41,94  „ 

Bei  derjenigen  Polarisation,  welche  durch  die  Potential- 
differenz — 0,77  D bezeichnet  ist,  wird  wahrscheinlich  etwas 
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Quecksilber  in  die  Lösung  übergegangen  sein,  denn  eine  zweite 
Versuchsreihe  ergab : 


Liess  man  das  Quecksilber  längere  Zeit  in  einem  Polari- 
sationszustande, der  der  Potentialdifferenz  -f  0,86  entsprach, 
so  bildete  sich  eine  braune  in  losen  Blättern  auf  der  Kuppe 
liegende  Masse  (HgO?),  die  wohl  ohne  Zweifel  die  Zusammen- 
setzung der  Flüssigkeit  ziemlich  beeinflusst  haben  muss;  denn 
nach  Entfernung  dieser  braunen  Masse  ergaben  die  Bestim- 
mungen der  Oberflächenspannungen  bei  verschiedenen  Polari- 
sationszuständen Werthe,  welche  kein  deutlich  ausgesprochenes 
Maximum  mehr  zeigten  und  zwischen  35,03  und  52,52  mg  lagen. 

Ausser  dieser  letzten  Versuchsreihe  und  derjenigen,  welche 
in  der  Lösung  von  Merkuronitrat  gemacht  wurde,  zeigte  sich 
beständig,  dass  von  dem  Zustande  der  stärksten  noch  verwend- 
baren Wasserstoffpolarisation  bis  zu  einer  mittleren  Polari- 
sation die  Oberflächenspannung  continuirlich  zunahm  und  von 
diesem  Maximum  dann  bis  zu  dem  am  weitesten  nach  der 
Sauerstoffseite  hin  liegenden  Polarisationszustand  wieder  abnahm. 

Dass  eine  solche  Abnnahme  der  Capillarspannung  durch 
starke  negative  Ladung  des  Quecksilbers  hervorgebracht  wer- 
den kann,  zeigen  schon  einige  Versuche  von  Hrn.  Quincke, 
in  denen  aber  die  von  ihm  aufgestellte  Hypothese,  dass  elek- 
trolytische Ausscheidung  der  in  der  Lösung  enthaltenen  Me- 
talle von  Einfluss  gewesen  sei,  wahrscheinlich  zutrifft,  da  dabei 
elektromotorische  Kräfte  von  4 bis  10  Grove’s  angewendet 
waren.  Auch  in  Hm.  König’ s Versuchen  zeigt  sich  beim 
Zinksulfat  die  Capillarconstante  vom  Potentialwerthe  — 0,14 
bis  zu  dem  — 1 unveränderlich.  Der  erstere  Werth  entspricht 
einer  Differenz  von  zwei  Daniell’s  zwischen  der  Platinanode 
und  dem  Quecksilber.  Da  die  elektromotorische  Gegenkraft 
von  Zinksulfatlösung,  die  zwischen  Platinelektroden  zersetzt 
wird,  nach  den  Beobachtungen  von  Hrn.  Fr.  Exner1)  2,14 

1)  Wied.  Ann.  Bd.  6.  S.  364. 

Htlmholtz,  wissensch.  Abhandlangen.  59 
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28,15  mg/nun 
47,73  „ 

44,99  „ 
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Daniell’s  beträgt,  so  zeigt  auch  hier  das  Constantwerden 
der  Capillarconstante  wohl  elektrolytische  Ausscheidung  des 
Zinkes  an.  Nach  Beobachtungen  von  Hrn.  König  verhalten 
sich  die  elektromotorischen  Kräfte  eines  Daniell  zu  denen. 

95o  welche  man  erhält,  wenn  man  das  Zink  darin  durch  amal- 
gamirtes  Magnesium  oder  Natrium  ersetzt,  wie: 

62:95:234  = 1:1,53:3,77. 

Daraus  folgt,  dass  in  den  Versuchen  über  die  Capillarspannuna 
.Reduction  des  Magnesium-  und  Natriumsulfats  erst  bei  den 
mit  — 0,67  und  2,91  bezeichneten  Potentialwertlien  hätte  ein- 
treten  können.  Bis  zu  letzterem  Werthe  sind  die  Versuche  in 
den  Lösungen  der  Natronverbindungen  nicht  fortgesetzt.  Mit 
Ausnahme  der  genannten  Fälle,  nämlich  der  Quecksilber  ent- 
haltenden Lösungen,  der  Zinklösungen  mit  negativen  Potential- 
werthen,  und  vielleicht  auch  der  Magnesialösung  bei  den  höchsten 
Potentialwertlien,  kann  es  zu  einem  dauernden  elektrolytischen 
Zersetzungsstrom  von  solcher  Stärke  nicht  gekommen  sein.  das> 
dadurch  das  im  polarisirten  Zustande  der  Kuppe  bestehende 
Gleichgewicht  zwischen  elektrischen  und  molecularen  Kräften 
erheblich  gestört  worden  wTäre. 

Dass  wir  bei  wirklich  ausgeführten  Versuchen  über  gal- 
vanische Polarisation  uns  diesem  Gleichgewicht  bis  auf  eine 
fast  verschwindend  kleine  Differenz  genähert  haben,  erkennen 
wir  daraus,  dass  die  elektrische  Bewegung,  der  vorher  be- 
stehende galvanische  Strom,  aufhört,  oder  nur  in  verschwindend 
kleinen  Bruchtheilen  seiner  ursprünglichen  Stärke  bestehen 
bleibt.  Dem  Potentialunterschiede , der  dann  noch  zwischen 
mindestens  einer  der  Elektroden  und  der  Flüssigkeit,  meistens 
aber  wrohl  zwischen  beiden  Elektroden  und  der  letzteren  be- 
stehen muss,  wird  an  den  Grenzflächen  selbst  eine  elektrische 
Doppelschicht  entsprechen,  wie  eine  solche  sich  nach  den  all- 
gemeinen Gesetzen  der  Elektricitätsvertheilung  an  jeder  Fläche 
ausbilden  muss,  an  der  ein  Sprung  im  Werthe  des  Potentials 
stattfindet.  Ich  habe  schon  früher1)  nachgewiesen,  dass  die 
Grösse  der  Potentialdilferenz  P durch  das  Moment  der  Dop- 
pelschicht m gegeben  ist,  indem: 

P = 4 nm. 

1)  Pogg.  Ann.  Bd.  89.  S.  225—228.  (Oben  S.  489.) 
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Hüter  Moment  der  Doppelschicht  verstehe  ich  die  Dichtigkeit 
der  positiven  Flächenbelegung  multiplicirt  mit  dem  Abstande 
von  der  negativen  Flächenbelegung.  Jede  elementare  Elektri- 
citätsmenge  in  einer  solchen  Doppelschicht  wird  abgestossen 
von  den  benachbarten  gleichnamigen  Mengen  derselben  Schicht, 
angezogen  durch  die  entgegengesetzten  der  anderen  Schicht. 
Da  aber  die  Theile  der  eigenen  Schicht  näher  sind,  als  die  931 
gleich  grossen  der  entgegengesetzten,  und  näher  den  tangen- 
tialen .Richtungen  in  der  Fläche  liegen,  so  wird  die  Abstossung 
in  Richtung  der  Fläche  die  Anziehung  überwiegen  und  in  jeder 
mit  einer  Doppelschicht  belegten  Fläche  muss  die  elektrosta- 
tische Kraft  eine  Dehnung  der  Fläche  hervorzubringen  streben. 
Wenn  also  die  elektrisirte  Fläche  eine  capillare  Contractions- 
kraft  von  gewisser  Grösse  hat,  so  wird  die  mit  einer  Doppel- 
schicht beladene  Fläche  eine  Verminderung  der  capillaren 
Spannung  zeigen  müssen.  Es  wäre  also  unter  diesen  Um- 
ständen zu  erwarten,  dass  die  capillare  Spannung  der  Fläche 
im  unbeladenen  Zustande  ein  Maximum  sein  müsste. 

Nun  haben  wir  es  bei  den  polarisirten  Elektrodenflächen 
allerdings  mit  einer  viel  complicirteren  Anordnung  zu  tliun; 
da  die  Elektricität , welche  im  Elektrolyten  sich  anhäuft,  nach 
Faraday’s  Gesetz  jedenfalls  ponderable  Jonen  des  Elektro- 
lyten mit  herangeführt  hat.  Aber  die  eben  angestellte  Be- 
trachtung lässt  sich  auch  noch  erheblich  verallgemeinern  auf 
einem  Wege,  der  schon  von  Hrn.  Lippmann  eingeschlagen 
ist,  wobei  nur  die  Voraussetzung  festgehalten  zu  werden  braucht, 
dass  die  Kräfte,  unter  deren  Einfluss  die  Grenzschichten  sich 
bilden,  conservative  Kräfte  seien  und  die  dabei  eintretenden 
Aenderungen  daher  vollkommen  reversibel.  Das  thatsächliche 
Vorhandensein  der  Reversibilität  dieser  Processe  ist  durch  die 
Versuche  von  Hrn.  Lippmann  gleichzeitig  grossentheils  be- 
stätigt worden. 

Für  unseren  Zweck  lässt  sich  die  bezeichnete  Verall- 
gemeinerung am  einfachsten  in  folgender  Form  ausfüliren.  Es 
sei  co  die  Flächenausdehnung  der  Berülmmgsfläche  und  a das 
Quantum  Elektricität,  was  im  Metall  längs  der  Flächeneinheit 
angehäuft  ist.  Im  Elektrolyten  wird  der  Menge  -f-  a die  Menge 
— a gegenüberliegen  müssen,  und  durch  deren  Heranfliessen 
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werden  äquivalente  Quanta  des  Anion  herangefiihrt  und  ange- 
lläuft sein.  Unsere  Annahme  besteht  also  wesentlich  darin, 
dass  die  Menge  und  Anordnung  dieser  ponderablen  Moleküle, 
sowie  die  der  entsprechenden  elektrischen  Schichten  im  Metall 
nur  abhänge  von  der  auf  jeder  Flächeneinheit  angesammelten 
Elektricitätsmenge  e.  Ist  diese  Annahme  zulässig,  so  ist  der 
physikalische  Zustand  der  Fläche  vollständig  definirt,  wenn  die 
Grössen  co  und  e für  sie  gegeben  sind. 

Um  diesen  Zustand  der  Fläche  herzustellen  oder  zu  ver- 
ändern, wird  eine  gewisse  Arbeit  W aufgewendet  werden 
952  müssen.  Erstens  wird  die  Fläche  gegen  den  Einfluss  ihrer 
capillaren  Spannung  gedehnt  werden  müssen.  Nennen  wir  T 
die  Kraft,  mit  welcher  die  Spannung  der  Fläche  auf  jede 
Längeneinheit  ihrer  Begrenzung  wirkt,  so  ist  bekanntlich  T.d(o 
die  Arbeit,  welche  bei  der  Dehnung  der  Fläche  co  auf  (w-f  dco) 
gegen  die  Capillarspannung  zu  leisten  ist. 

Zweitens  ist  Arbeit  nöthig,  um  neue  Quanta  Elektricität 
der  Doppelschicht  zuzufuhren.  Soll  in  einen  Leiter,  dessen 
Potential  (elektrostatisch  gemessen)  p imd  dessen  galvanische 
Constante  k ist,  ein  neues  Quantum  Elektricität  dE  eingeführt 
werden,  so  ist  dazu  die  Arbeit  (p—k)dE  nöthig.  In  unserem 
Falle  ist  im  Metall  e.co  — E und  — e . co  im  Elektrolyten.  Die 
gesammte  Arbeit  dW  für  gleichzeitige  Zunahme  von  co  um  du 
und  von  E um  dE  ergiebt  sich  also: 

dW  = T.dco  + (pn  — pf—km  + kf)d.(an) 

oder: 

dU  — \_T  + e (pm  — Pf  — hm  + Ä/)]  dco  co . [_pm  — Pf  — k/\d  c. 
Da  unter  der  Voraussetzung  conservativer  Kräfte  W eine  Func- 
tion nur  von  co  und  e sein  muss,  so  folgt,  dass: 

^ [ T+  «(/>»— pt  - *» + */)] = ^ t"  (?« —ft  - *« + A/)]  > 


oder,  wenn  wir: 

pm  - Pf  = p 

setzen  und  berücksichtigen,  dass  P nicht  von  co  und  £»  und 
kf  weder  von  e noch  von  co  abhängig  sind: 

dP 


dT  , 

Je  + * "Be 


= 0. 
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Da  T und  P nur  Functionen  von  t sind,  nicht  von  w , können 
wir  auch  schreiben: 

dT 

dP  ” £* 

Letztere  Gleichung  sagt  aus,  dass  für  einen  Grenzwerth  von 
T die  Dichtigkeit  6 = 0 sein  müsse.  Ausserdem  zeigt  diese 
Gleichung,  dass  der  absolute  Werth  der  angesammelten  Elek- 
tricität  e durch  Messungen  von  T imd  P in  absolutem  Maasse 
gefunden  werden  kann. 

Die  Voraussetzung,  dass  es  conservative  Kräfte  sind,  die 
das  Gleichgewicht  an  einer  polarisirten  Fläche  bestimmen, 
führt  also  noth wendig  zu  der  Voraussetzung,  dass  in  diesem 
Zustande  der  maximalen  Spannung  der  Oberfläche  die  letztere 
frei  von  jeder  elektrischen  Doppelschicht  sei  und  dass  eben 
dann  auch  kein  Potentialunterschied  zwischen  dem  Quecksilber 
und  der  Flüssigkeit  bestehe.  Diese  Folgerung  kann  durch 
weitere  Versuche  geprüft  werden,  da  man  jede  Ladung  einer 
Quecksilberfläche  durch  schnelle  Vergrösserung  derselben,  wie 
sie  beim  Abtropfen  vorkommt,  muss  beseitigen  können. 

Faraday’s  elektrolytisches  Gesetz,  dessen  strenge  Giltig- 
keit alle  späteren  Versuche  nur  bestätigt  haben,  zeigt,  dass 
wo  keine  Elektrolyse  möglich  ist,  auch  keine  Elektricität  vom 
Metall  zum  Elektrolyten  oder  umgekehrt  übergehen  kann. 
Einen  scheinbaren  Widerspruch  dagegen  könnte  man  in  den 
bekannten  älteren  Versuchen  über  galvanische  Ströme,  die  durch 
ungleichzeitiges  Eintauchen  zweier  gleichartiger  Elektroden  in 
die  gleiche  Flüssigkeit  erregt  werden,  zu  finden  glauben.  Diese 
zeigen  allerdings,  dass  sogar  ohne  vorausgegangene  Strom- 
wirkung  an  den  zuerst  eingetauchten  Platten  in  den  ersten 
Secimden  oder  Minuten  nach  dem  Eintauchen  Veränderungen 
vor  sich  zu  gehen  pflegen,  welche  den  Potentialunterschied 
zwischen  dem  Metall  und  der  Flüssigkeit  verändern. 

Das  Quecksilber,  als  Elektrode  angewendet,  hat  bei  den 
hierhergehörigen  Versuchen  einen  wichtigen  Vortheil  vor  den 
festen  Metallen.  Seine  Berührungsfläche  mit  der  Flüssigkeit 
ist  dehnbar  und  kann  beliebig  verkleinert  oder  vergrössert 
werden,  und  wenn  man  die  oberflächlichen  Theile  des  Queck- 
silbers sich  in  einer  Reihe  von  Tropfen  sammeln  und  abfallen 
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lässt,  so  können  sich  fortdauernd  aus  dem  Inneren  des 
reinen  Metalles  neue  Theile  der  Oberfläche  entwickeln,  die 
vorher  weder  mit  der  Luft  noch  mit  der  Flüssigkeit  in  Be- 
rührung waren.  In  der  That  hat  auch  schon  Hr.  Quincke1 2), 
wie  mir  scheint  mit  Recht,  auf  die  Analogie  der  durch  schnell 
tropfendes  Quecksilber  erregten  Ströme  mit  denen  aufmerksam 
gemacht,  welche  bei  festen  Metallen  durch  ungleichzeitiges 
Eintauchen  erregt  werden. 

Der  Sinn  dieser  von  selbst  eintretenden  Veränderung  an 
der  neugebildeten  Quecksilberoberfläche  ergiebt  sich  aus  Hrn. 

954  Lippmann’s z)  und  Hrn.  Quincke’s  Beobachtungen.  Nach 
des  Letzteren  sehr  mannigfachen  Versuchen  geht  der  positive 
Strom,  der  durch  abtropfendes  und  sich  im  unteren  Theile 
des  Elektrolyten  wieder  sammelndes  Quecksilber  erzeugt  wird, 
in  den  bisher  untersuchten  Elektrolyten  immer  in  Richtung 
des  tropfenden  Quecksilbers,  d.  h.  die  sich  unten  sammelnde 
Quecksilbermasse,  an  deren  Oberfläche  die  Schichten,  die  die 
Aenderung  hervorgebracht  haben,  sich  concentriren,  hat  posi- 
tiveres Potential  als  die  obere  durch  Abtropfen  immer  wieder 
erneute  Fläche. 

Eine  solche  Potentialdifferenz  fordert  eine  elektrische 
Doppelschicht,  deren  positive  Hälfte  im  Innern  des  unteren 
Quecksilbers,  die  negative  dagegen,  am  Anion  der  Flüssigkeit 
haftende,  in  der  Flüssigkeit  liegt.  Dadurch  ist  der  Sinn  der 
elektrischen  Ladung  gegeben,  welche  sich  mit  mässiger  Ge- 
schwindigkeit an  der  Oberfläche  des  Quecksilbers  bildet.  Dass 
diese  Geschwindigkeit  eine  mässige  ist,  folgt  aus  dem  Umstande, 
dass  langsamer  Tropfenstrom  schwache  Potentialunterschiede 
hervorbringt,  dass  diese  aber,  wie  Hr.  Quincke  gezeigt  hat, 
bei  wachsender  Geschwindigkeit  des  Tropfenstromes  sich  bald 
einem  Maximum  nähern,  welches  durch  weitere  Steigerung  der 
Geschwindigkeit  nicht  mehr  überschritten  wird.  Dies  Letztere 
wird  eintreten,  sobald  die  neuen  Theile  der  oberen  Queck- 
silberfläche so  schnell  in  die  Tropfen  übergehen,  dass  sie  sich 
nicht  mehr  merklich  laden  können,  ehe  sie  abreissen,  und 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  153.  S.  161. 

2)  Ebendaselbst  Bd.  149.  S.  556—558. 


Digitized  by  Google 


Galvanische  Polarisation. 


935 


daher  die  obere  Fläche  in  vollständig  unverändertem  Zu- 
stande bleibt. 

Nach  Faraday’s  Gesetz  würde  der  hierbei  vor  sich  gehende 
Eintritt  positiver  Elektricität  in  das  Metall  nur  mittels  einer 
Elektrolyse  stattfinden  können,  die  einen  Stoff  beträfe,  welcher 
noch  geringere  Anziehung  zur  positiven  Elektricität  hat  als 
das  Quecksilber.  Zunächst  wäre  hier  an  den  atmosphärischen 
Sauerstoff  zu  denken,  dem  man,  wenn  er  elektrisch  neutral  in 
der  Flüssigkeit  aufgelöst  ist,  ausreichende  Verwandtschaft  zur 
negativen  Elektricität  zuschreiben  könnte,  um  diese  dem  Queck- 
silber zu  entziehen,  und  dafür  positive  an  das  Metall  abzugeben. 
Die  Langsamkeit  der  Ladung  würde  sich  dadurch  erklären, 
dass  dieser  gelöste  Sauerstoff  in  geringen  Mengen  vorhanden 
ist  und  nur  langsam  durch  Diffusion  erneuert  werden  kann. 
Zur  Prüfung  dieser  Hypothese  würden  noch  Versuche  anzu-  935 
stellen  sein,  um  festzustellen,  ob  verminderter  Sauerstoffgehalt 
der  Flüssigkeit  (he  Strömungen  bei  gleicher  Tropfenzahl  für 
die  Secunde  schwächer  macht.  Hrn.  Quincke ’s  Versuche1) 
zeigen,  dass  die  Wirkung  nicht  auf  hört,  auch  wenn  man  den 
Sauerstoffgehalt  der  Flüssigkeit  so  weit  beseitigt,  als  dies  durch 
Auskochen  geschehen  kann.  Bei  den  enorm  grossen  Mengen 
galvanischer  Elektricität,  welche  jedes  Milligramm  Sauerstoff 
liefern  kann,  und  der  Kleinheit  der  unteren  Quecksilberfläche, 
welche  zu  polarisiren  ist,  wird  man  kaum  darauf  rechnen  kön- 
nen, durch  irgend  eine  chemische  Methode  die  Flüssigkeit  ge- 
nügend von  Sauerstoff  zu  reinigen,  um  jede  elektrolytische 
Wirkung  des  letzteren  definitiv  aufzuheben,  weim  auch  Ver- 
langsamung ähnlicher  Vorgänge  z.  B.  an  Platinflächen  durch 
möglichste  Beseitigung  des  gelösten  Sauerstoffes  sich  sehr  wohl 
erreichen  lässt. 

WTäre  einer  der  in  grösserer  Menge  vorhandenen  Bestand- 
teile der  Flüssigkeit  an  der  Elektrolyse  Schuld,  so  würde  wohl 
dieser  ganze  Process  der  Ladung  zweier  sich  berührender  Flächen 
in  unwahrnehmbaren  kurzen  Zeitperioden  zu  Stande  kommen 
können. 

Ich  möchte  aber  die  hier  hingestellte  Hypothese  ausdrücklich 


1)  Pogg.  Annalen  Bd.  153.  S.  170. 
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als  solche  anerkannt  wissen.  Für  das  Folgende  genügt  uns 
zunächst  die  Thatsache,  dass  unter  den  bisher  eingehaltenen 
Bedingungen  der  Versuche,  Quecksilber  in  Berührung  mit  elek- 
trolytischer Flüssigkeit  sich  nur  langsam  positiv  gegen  die 
Flüssigkeit  ladet. 

Die  Langsamkeit  dieser  Ladung  bei  beschränkter  Diffusion 
hat  sich  übrigens  viel  auffallender  in  Hm.  Lippmann’s  Ver- 
suchen mit  dem  Capillarelektrometer  gezeigt,  insofern  der  feine 
Quecksilberfaden  desselben  aus  jedem  Grade  der  Ablenkung, 
wenn  er  so  gut  isolirt,  als  der  Apparat  es  gestattet,  sich  selbst 
überlassen  bleibt,  allmählig  sich  immer  wieder  einer  bestimmten 
Gleichgewichtslage  nähert,  die  verschieden  ist  von  der,  welche 
frisch  abgetropftes  Quecksilber  annimmt.  In  der  feinen  Capil- 
larröhre  des  Li  pp  mann’  sehen  Instrumentes  geschieht  die  Dif- 
fusion nur  ausserordentlich  viel  langsamer  als  in  den  eben 
besprochenen  Tropfapparaten,  und  braucht  Stunden1),  während 
die  unmittelbare  elektrolytische  Ausgleichung  mit  der  Säure, 
ose  falls  eine  solche  möglich  wäre,  im  Querschnitt  der  Röhre  ohne 
Verzögerung  von  Statten  gehen  könnte. 

Daraus  schliesse  ich,  dass  wenn  eine  schnell  abtropfende 
und  übrigens  isolirte  Quecksilbermasse  durch  die  tropfende  Spitze 
mit  einem  Elektrolyten  in  Berührung  ist,  das  Quecksilber  und 
der  Elektrolyt  kein  verschiedenes  Potential  haben  können.  Denn 
hätten  sie  es  — wäre  z.  B.  das  Quecksilber  positiv  — so  würde 
jeder  fallende  Tropfen  eine  Doppelschicht  an  seiner  Oberfläche 
bilden,  welche  -f-  E aus  dem  Quecksilber  wegnähme,  und  dessen 
positives  Potential  kleiner  und  kleiner  machte,  bis  es  dem  der 
Flüssigkeit  gleich  wäre. 

Die  Entladung  der  Berührungsflächen  wurde  in  Hrn.  Ko- 
ni g’s  Versuchen  dadurch  erreicht,  dass  die  Quecksilberkuppe 
leitend  verbunden  wurde  mit  einer  Elektrode,  die  aus  einem 
staubförmig  herabtröpfelnden  Quecksilberstrahle  bestand.  Eine 
Bestimmung  der  Oberflächenspannung  unter  diesen  Verhältnissen 
ergab  nun  Werthe,  welche  thatsächlich  mit  den  früher  erhaltenen 
Maximahverthen  ziemlich  genau  zusammenfielen.  Es  ist  zu  be- 
merken, dass  Versuche  dieser  Art  nur  angestellt  wurden  in 


1)  Pogg.  Annalen  Bd.  149.  S.  551. 
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1 und  5 procentiger  Schwefelsäure,  in  Lösungen  von  Mag- 
nesiumsulfat, Natriumsulfat,  Clilornatrium  und  verdünnter  Natron- 
lauge. Die  geringen  Abweichungen,  welche  sich  zeigten,  lassen 
sich  wohl  dadurch  erklären,  dass  zu  beiden  Messungen  sowohl 
verschiedene  Quecksilber-  als  Flüssigkeitsmengen  benutzt  wurden, 
wodurch  eine  die  Oberflächenspannung  beeinflussende  Verschie- 
denheit hinsichtlich  der  niemals  ganz  zu  vermeidenden  Spuren 
fremdartiger  Beimischungen  entstand.  Dass  die  erhaltenen 
Werthe  dem  gesuchten  Maximum  wirklich  entsprachen,  ging 
daraus  hervor,  dass  bei  Einschaltung  einer  elektromotorischen 
Kraft,  gleichviel  welcher  Richtung,  in  den  die  beiden  Elektroden 
(Quecksilberkuppe  und  Quecksilberstrahl)  verbindenden  Draht 
immer  eine  Verminderung  in  der  Oberflächenspannung  eintrat. 
Aus  diesen  Versuchen  geht  also  hervor,  dass  die  durch  die 
Annahme  strenger  Gültigkeit  des  F ar ad ay’ sehen  Gesetzes 
einerseits,  und  der  Wirkung  rein  conservativer  Kräfte  anderer- 
seits geforderte  Uebereinstimmung  in  der  That  besteht. 

Um  endlich  noch  zu  sehen,  wie  schnell  eine  solche  von 
Elektricität  freie  Oberfläche  sich  wieder  elektrisch  lade,  wurden 
in  ^ procentiger  Schwefelsäure  noch  folgende  Versuche  ange- 
stellt, Die  Entladung  bewirkte  man  entweder  dadurch,  dass  man 
die  Quecksilberkuppe  mit  der  tröpfelnden  Elektrode  verband  057 
oder  die  durch  die  Potentialdifferenz  -f-  0,09  D bezeichnete 
Stromverzweigung  herstellte,  den  Zustand  einige  Zeit  bestehen 
liess  und  dann  die  Zuleitung  zur  Quecksilberkuppe  unterbrach. 

Es  trat  innerhalb  weniger  Minuten  eine  Verminderung  der  Ober- 
flächenspannung ein,  welche  dann  noch  mehrere  Stunden,  aller- 
dings in  viel  langsamerer  Weise,  fort  währte  und  schliesslich 
bei  einem  Werthe  von  35  bis  36  mg /mm  stehen  blieb. 

Die  Construction  des  bei  diesen  Versuchen  benutzten  Ap- 
parates war  derart,  dass  nach  einem  Fortstossen  des  oberen 
Theiles  des  Tropfens  sofort  neues  Quecksilber  von  unten  her 
empordrang  und  den  Tropfen  zur  früheren  Gestalt  ergänzte. 
Man  konnte,  nachdem  der  durch  das  Fortsclileudem  in  heftige 
Bewegung  gekommene  Tropfen  wieder  seine  Gleichgewichtslage 
angenommen,  noch  eine  geringe  Abnahme  seiner  Oberflächen- 
spannung beobachten.  Ob  die  letztere  im  ersten  Augenblicke 
nach  der  Bildung  des  neuen  Tropfens  dem  früher  erhaltenen 
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Maximalwerthe  gleich  war,  wie  theoretisch  zu  vermuthen,  liess 
sich  leider  wegen  der  erwähnten  unvermeidlichen  Schwankungen 
der  ganzen  Quecksilbermasse  nicht  feststellen. 

Ueber  die  hypothetische  Ursache  der  Veränderung,  welche 
an  einer  neugebildeten  Quecksilberoberfläche  vor  sich  geht, 
zeigen  diese  Versuche  wenigstens  so  viel,  dass  sie  in  einer 
durch  den  elektrolytischen  Strom  zu  beseitigenden,  also  auch 
durch  den  entgegengesetzten  Strom  hervorzurufenden  Ver- 
änderung besteht,  da  sie  durch  fortdauernde  galvanische  Aus- 
gleichung der  Fläche  gegen  eine  sich  fortdauernd  erneuernde 
Tropffläche  ferngehalten  werden  kann.  Wäre  nach  der  oben 
vorgebrachten  Hypothese  Sauerstoff  das  in  der  negativen  Grenz- 
schicht des  Elektrolyten  gesammelte  Anion,  so  wäre  dieser  Be- 
dingung offenbar  Genüge  geleistet.  Quecksilber,  dessen  Ober- 
fläche seit  längerer  Zeit  mit  einem  lufthaltigen  Elektrolyten  in 
Berührung  ist,  wird  also  im  allgemeinen  positiv  geladen  sein 
und  bedarf  der  Wasserstoffzuführung  durch  einen  kathodischen 
Strom,  um  in  seiner  Capillarspannung  zuzunehmen.  Das  ist 
der  von  Hrn.  Li  pp  mann  vorzugsweise  beobachtete  gewöhn- 
liche Fall.  Dehnung  der  Fläche  verdünnt  die  vorhandene 
elektrische  Doppelschicht  derselben  und  vermindert  damit  den 
Potentialunterschied  zwischen  Quecksilber  und  Elektrolyten. 
Dadurch  wird  die  vorhandene  elektromotorische  Kraft  der 
300  Zelle  in  dem  Sinne  geändert,  dass  ein  anodischer  Strom  be- 
günstigt wird.  Jenseits  des  Maximums  aber  muss  sich  alles 
dies  umgekehrt  verhalten. 
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